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摘  要：为了探讨有限元法极限分析的网格自适应以及锥优化算法在 Mohr-Coulomb 材料极限分析中的应用，以屈服准

则残余和变形为依据提出针对 Mohr-Coulomb 材料极限分析的有限元自适应策略。对局部网格自适应结合非结构三角形

网格在数值极限分析中的表现进行了探讨。通过基于有限元的极限分析方法结合网络自适应寻找潜在滑移面，从而极

大程度地提高了数值计算精度。数值算例证明了所提出极限分析网格自适应准则的有效性以及在岩土极限分析中的应

用前景。 
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Abstract: Refinement strategy based on the yield function slack and deformation is proposed for the finite-element-based limit 

analysis (FELA) of Mohr-Coulomb materials. Performance of the local mesh adaptation for the unstructured mesh is examined. 

The potential slip surface is traced by the adaptive procedure incorporated in the FELA such that the accuracy of the obtained 

bound solution is dramatically improved. The efficiency and the validity of the proposed strategy are well backed up by results 

of applications in two classical stability problems in geomechanics, namely, the determination of the bearing capacity of strip 

footing on weightless soil mass and the critical height of a critical cut. The time required in the computation is provided as well 

which suggests that the numerical limit analysis is both practical and necessary with the newly developed local mesh adaptation 

and the second-order cone programming. The obtained results reflect the promising future of the FELA as an alternative to the 

conventional approaches in the stability analysis in geotechnical engineering.    
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0  引    言 
极限分析是岩土工程中稳定性计算的一个重要分

支，同滑移线法和极限平衡分析相比有严密的理论基

础，同时不需要像有限元或有限差分等方法采用增量

法求解极限荷载，而对极限荷载的直接求解。 传统极

限分析方法没有得到广泛推广的主要原因在于手动建

立速度场或者应力场相对复杂。同时由于屈服条件，

非线性在问题建立之初已经引入，最终转化为求解大

规模非线性规划。随着凸集优化算法以及计算机能力

的不断提高，这一问题得到一定程度的解决。数值极

限分析获得了学术界广泛讨论，其中基于有限元极限

分析已经应用于岩土工程稳定性问题[1-5]。然而在极限

分析中，由于塑性变形区通常集中在局部，基于有限

元极限分析数值解的精度在很大程度上依赖网格布

局。针对这一问题，Lyamin 等[6]根据滑移线理论，专

门研究了通过生成扇形网格来解决荷载奇异点对极限

解的影响。Makrodimopoulos 等[7]以及 Hjiaj 等[8]采用

类似的扇形网格分析地基承载力问题并得到了一系列

精度很高的极限值。 
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对于复杂问题，滑移面位置很难有先验知识。很

多学者都在基于有限元的极限分析中，网格自适应进

行了探讨。Christiansen 等[9]分析 von Mises 材料的极

限分析网格自适应问题。他们采用屈服准则残余同变

形来作为网格自适应判断条件，对不可压缩性材料中

极限分析网格自动剖分进行了研究。Borges 等[10]采用

基于恢复 Hessian 各向异性的误差估计方法，对混合

极限分析（mixed limit analysis）网格进行剖分和拉伸。

采用类似的方法 Lyamin 等[11]将该误差估计引入到极

限分析的下限分析中。该类方法是对有限元法中误差

估计在有限元法极限分析的简单延伸。然而，恢复

Hessian 的理论基础–超收敛现象在极限分析并不存

在，至少目前还没有严格的数学论述。Ciria 等[12-13]

提出基于单元对上下限极限值误差差的贡献来判断局

部误差。Munoz 等[14]对该方法进行了进一步探讨，引

入了边界对误差的贡献。基于单元差值贡献的误差估

计，理论意义上较严格，然而必须要求上下限问题共

同求解来达到误差估计的目的。这对于相对简单的理

想刚塑性模型的极限分析来讲，似乎复杂了些。 
近 年 来 ， 由 于 数 值 上 处 理 相 对 困 难 的

Mohr-Coulomb 屈服准则可以被很方便地写成锥约束

的形式，锥优化（conic programming）在极限分析中

得到了广泛的讨论[15-17]。通过原–对偶（primal-dual）
内点法非常有效率地进行求解，这使得有限元极限分

析中，网格自适应变得实际而且必要。 
本文讨论平面应变条件下，Mohr-Coulomb 材料

的极限分析问题，将屈服准则转化为二阶锥约束，通

过衡量屈服准则残余以及等效变形对网格进行剖分并

将该方法应用于地基承载力以及垂直切坡极限高度问

题。 

1  极限分析 
极限分析是一种直接求解极限荷载的方法，其对

材料的基本假设有：①理想刚塑性材料；②关联流动

法则。 
文献[18]中对以上假设在岩土工程稳定性分析中

应用的合理性进行了详细论述。本文对此不作赘述。 
泛函形式的边值问题可以定义为 

   ˆ ,a u F u    ，           (1) 
其中 

  ˆˆ ˆ ˆ, : d : da u u
 

           ， (2) 

  d dNF u u t u

  


       。    (3) 

式中  ̂ 为应力张量；̂ 为应变张量；为梯度算子；

 和 t 分别为体力和面力；u 为速度向量；u N  为
应力边界。 

同时，应力张量必须满足屈服准则，也就是说，

约束在一个凸集 ( )B x  
 ˆ ( )x B x   ，            (4) 

引入荷载乘子 ，令   | 1C u F u  ，那么式（1）
的精确解可以由以下任意一种形式得到。 
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其中，  ˆ ˆ( ) sup ,BD u a u   为给定速场下总的能量

耗散。式（5）为下限极限分析（也称为极限分析的静

态原理）；式（7）为上线极限分析（极限分析的机动

原理）。式（6）、（7）之间的强对偶性在文献[19]中给

出了严格的证明，也就是说，理论上来讲，上下限问

题都可以最终逼近到精确解。 
本文主要讨论极限分析的下限问题。因为上限

问题可以通过对偶变化，转化成为等效下限问题来

求解[13, 17, 20]。同时，如果采用原始–对偶内点法来求

解最终的锥优化问题，经验证实往往通过求解上限问

题的对偶形式数值上来讲更加稳定，而且计算时间要

少，尤其当模型比较大的时候。  

2  连续问题的离散 
采用三节点线性三角形单元剖分研究域，单元之

间存在应力不连续面，如图 1 所示。这种单元的好处

是，只要节点变量满足屈服准则，那么单元内部任何

一点自动满足屈服准则，同时应力不连续面可以引入

更多自由度来弥补低插值的缺陷。 
为了方便标记，引入如下符号： hT  为一个三角

剖分，包含 E 单元， e 为单元。单元边界为 e ，

剖 分 边 界由 3 部 分组 成 ： O     N D ，

{ | ;O e e e e
e e e           ， h}e T （不连续面集

合）， { | e D
e e       D D D ； h}e T  （速度边界），

{ |N N N e N
e e        ； h}e T  （应力边界）。 

单元内的应力可以表达为 

   
3

1

ˆ ˆe e
i i

i
x N x 



   ，      (9) 

其中， ( )iN x 为形函数， ˆ e
i 为节点变量。 

那么，下限分析的离散形式可以表达为 
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其中， n 为单位法向量，上标e 代表单元，e为与之

对应的相邻单元。下标 h 标明对应为 hT 。 

 

图 1 下限分析有限元单元应力不连续面 

Fig. 1 Finite elements for lower bound limit analysis and stress  

.discontinuities 

3  Mohr-Coulomb 屈服准则 
满足屈服准则（下限分析）或者流动法则（上限

分析）是在有限元极限分析使用高次单元最主要的障

碍，同时也是极限分析求解相对于线弹性有限元困难

的多的主要原因，因为最终的问题会导致式（10）为

非线性优化。由于德鲁克公设[21]（稳定性材料假设），

屈服准则为凸函数，最终的优化问题在凸集优化范畴，

理论上可以找到全局最优解。然而，Mohr-Coulomb 准
则屈服面存在导数奇异点，通用的非线性规划算法无

法直接应用。有限元弹塑性分析中同样面临这样的问

题，一些学者对 Mohr-Coulomb 光滑逼近函数进行了

讨论[22-23]。采用光滑逼近函数结合通用优化算法[24] 
来求解非线性优化问题。当然也可以通过线性转化，将

问题转化为线性优化问题[25-29]，但这样处理会引入大量

变量，使得大规模数值求解困难。近年来的另一种处理

办法是将 Mohr-Coulomb 准则转化为锥约束[7, 15, 30-33]进

而通过锥优化算法进行求解。这样可以很好地避免屈

服面导数存在奇异点的问题，而且也不需要对屈服准

则作近似处理。这里简单讨论平面应变条件下

Mohr-Coulomb 准则转化为二阶锥约束（second order 
cone）的方法。 

首先，引入新的应力变量： 

m
1

m

1  

 

N

ii
i

ij ij ij

N
s

 

  



 


  

 ，

，

  ，  (11) 

其中，N 为研究问题的维度， ij 为 Kronecker’s  如

果拉应力为正，那么平面应变 Mohr-Coulomb 屈服准

则可以写成如下形式： 

 2 2
11 12 msin coss s c      ， (12) 

其中， c为黏聚力， 为内摩擦角。 
通过引入一个中间变量 z，式（12）可以表达成

为一个线性等式约束和一个二阶锥约束： 

m

2 2
11 12

 

 

z a k

s s z

  


  

，

，
               (13) 

其中， sina  ， cosk c   。  
这样将屈服准则式（13）带入式（10），最终将下

限优化问题写成矩阵形式如下： 

 
 
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2 2
11, 12,
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


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其中，A 为单元内平衡方程导致的线性矩阵，B 为不

连续面平衡引起的线性矩阵，C 为应力边界条件线性

矩阵。至此上述优化问题可以通过标准二阶锥优化 
（second order cone programming SOCP）算法进行求

解。目前已有有许多商业或非商业的锥优化求解器，

如 MOSEK[34]、sedumi 等[35]。 

4  网格自适应 
4.1  网格标记 

在有限元分析中，网格标记通常是通过计算离散

误差来实现的[36-38]。对于极限分析，由于理想刚塑性

假设，材料在极限状态下包含两种区域：塑性流动区

和刚体区。因为当单元处于塑性流动时，应力状态处

于屈服面上亦即 0R  ，那么可以通过衡量屈服准则

来判断塑性区。在实际应用中，可以设定R 的阀值，

一般来讲 8 610 10R   ： 
2 2
11 12 ms s a k R      。  (15) 

采用内点法计算优化问题时，对偶变量的值同时

可以求得。对应于屈服准则的对偶变量可以被解释成

为等效应变。那么可以简单引入一个衡量单元变形状

态量 dualE ，其定义如下： 
2 2 2

dual m 11 12E e e e     ，       (16) 

其中， m 11 12e e e， ，  分别为对应于 m 11 12s s s， ，  的对偶

变量。那么可以将 dualE 作为误差指标来指导网格剖分。 
其实，只要合理控制阀值，准则式（15）与式（16）
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是等效的。因为只有在塑性流动区内，应变不为零。

因此在之后的算例中，并没有给出二者的对比结果，

算例采用的是式（16）。 
同时，值得注意的是，当研究对象为纯摩擦材料 
0c  ，那么式（15）将变成（ cosk c   ） 

2 2
11 12 ms s a R     。     (17) 

这样就可能会在自由边界上过度剖分,因为在自由边

界上会出现应力状态  0 0 0x y xy      ，那么

根据式（11），   11 12 0 0 0 0m s s f    ，这

样自由边界上单元会就可能被错误标记为剖分单元。

因此，在分析纯摩擦材料时，应首先判断应力状态，

这可以通过计算应力向量的模量来实现。 

4.2  网格剖分策略 

对于二维三角形单元来说，剖分有两种方式即长

边对分法剖分和规则剖分（也称为红–绿剖分），见图

2。本文中，笔者采用规则剖分，也就是将三角形分成

4 个形状类似的小三角形（红剖分），增加的悬挂节点，

可以将相邻三角形对分进行消除。 

 

图 2 规则剖分（红–绿剖分） 

Fig. 2 Regular refinement (red-green refinement) 

5  数值算例 
5.1  地基承载力 

为了验证所提出网格自适应策略的有效性，选取

地基承载力问题作为验证，刚性基础在纯黏性无重土

地基上，极限荷载可以写成 
u cq c N   ，            (18) 

其中， cN 的精确解通过 Prandtl 的闭合公式可以得出： 

π tan 2
c

πe tan 1 cot
4 2

N              
 。 (19) 

由于对称性，只研究一半模型（见图 3），设基地

粗糙，所以对应力不做约束，在自由边界上，应力为

零 n n0 0  ， ，对称边界上 0xy  。因为地基承载

力问题研究土体为半无限空间，要保证所建立的应力

场可以被拓展到半无限空间同时式（4）被处处满足，

需要该边界建立延伸单元[25]（extension elements ），
这里不做详细讨论。 

分别对 0   °，   30°进行计算，计算迭代

过程可以参见表 1。由表 1 可以看出，随着迭代增加，

下限值逐渐增加并最终逼近精确解，尤其在初始几步

迭代，下限解有显著提高同时计算误差逐渐减小，之

后趋于平缓（图 4，5）。 

 

图 3 最终网格及破坏机制 

Fig. 3 Eventual mesh and failure mechanism 
表 1   0°和  30°网格细节 

Table 1 Iteration details for   30°and   30° 

   0°   30° 

迭

代 
单元

数 

Nc 
误差 
/% 

CPU(秒) 
(迭代次

数) 
单元数 

Nc 
误差 
/% 

CPU(s) 
(迭代

次数) 

1 268 4.94534 
(3.787) 

0.19 
(24) 268 26.3973 

(12.418) 
0.16 
(19) 

2 519 5.03321 
(1.948) 

0.45 
(23) 929 28.4838 

(5.495) 
0.567 
(22) 

3 1178 5.08078 
(0.960) 

1.03 
(23) 3209 29.3489 

(2.625) 
2.71 
(26) 

4 3103 5.10472 
(0.461) 

3.65 
(23) 10257 29.7707 

(1.225) 
13.95 
(33) 

5 5543 5.12057 
(0.21) 

6.49 
(24) 29554 29.9667 

(0.574) 
62.90 
(42) 

6 11359 5.12983 
(0.101) 

15.35 
(25) 67991 30.0549 

(0.282) 
167.48 

(40) 

7 26956 5.13502 
(0.0969) 

42.53 
(22) 92431 30.081 

(0.196) 
221.99 

(38) 

8 58349 5.13704 
(0.065) 

111.24 
(22) 244333* 30.120 

(0.066) 
760.00 

(44) 
*注：为了表格简洁并不是第 8 次迭代值，而是第 10 次。 

其中当   0°，由式（19）Nc=5.14，本算例中 
Nc=5.137，误差为 0.065%。当   30°，Nc=30.14 误

差为 0.066%，可见通过网格自适应，极限分析可以得

到精度很高的解。为了更为清晰地说明这一点，将自
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适应网格剖分和均匀剖分进行了比较，见表 2。 

 
图 4 Nc随自适应剖分和均匀剖分随迭代次数变化曲线 

Fig. 4 Nc vs. iterations for adaptive refinement and uniform  

refinement 

 

图 5 自适应剖分同均匀剖分误差–单元数曲线 

Fig. 5 Error vs. elements for adaptive refinement and uniform 

refinement 

表 2 自适应网格剖分同均匀网格剖分比较 

Table 2 Comparison of performance between adaptive refinement  

and uniform refinement 

自适应网格剖分 均匀剖分 

单元数 Nc 单元数 Nc  

  268 4.94534    268 4.94534 

  621 5.03984   1072 5.03986 

 1729 5.09062   4288 5.09058 

 5465 5.11627  17152 5.11628 

17562 5.12879  68608 5.12844 

47606 5.13476   

78922 5.13724   

由表 2 可以看出，给定相同的初始网格，自适应

网格剖分和均匀剖分得到的极限荷载几乎相同。然

而，自适应网格要比均匀剖分少很多。说明，需要被

剖分的网格已经被剖分，对塑性区之外的网格剖分并

不会提高最终极限值精度。这从上限分析的角度将不

难理解（同样地，可以通过对偶变化将下限问题转化

为等效上限问题），因为在上限分析中，优化问题的目

标函数是一个关于内能耗散和外力做功的函数。显然

在刚性区，应变为零，对目标函数没有任何贡献即剖

分对解的精度没有任何影响。 

值得指出的是，该算例中，最大模型为 244333
个不连续三角形单元，MOSEK[34]求解大约十几分钟

便可以得到最优解，表明 SOCP 在解决平面应变

Mohr-Coulomb 材料大规模极限分析时非常有效。 
从最终所捕捉到的破坏区来看（见图 3），当基础

底部粗糙，自适应网格所捕捉到的滑移面同 Prandtl
模式（见图 6）一致。其中破坏模式由三部分组成：

直接位于基础下的 Rankine 主动区 ABC，过渡区（也

称为 Prandtl 区）ACD，以及 Rankine 被动区 ADE。 

图 6 Prandtl 破坏机制 

Fig. 6 Prandtl mechanism 

5.2  垂直切坡临界高度 

本算例考虑一个垂直切坡临界高度的问题，同之

前的地基承载力问题不同，其中系统破坏由地基外力

引起。在边坡问题中，极限分析中把重力作为引起破

坏的外力，因此本例中将重力作为优化变量进行求解。 
边坡稳定数定义为 

crit
s

HN
c





  ，            (20) 

其中， crit 为破坏时的临界重度， H 为坡高， c为黏

聚力。 
为了简化起见，同时方便和文献的计算结果进行

比较，这里只考虑纯黏性土。 sN 的精确解无法得出，

文献中可以找到的最优解是由 Kammoun 等 [39]和

Pastor 等[40]得出的，他们通过求解大规模数值上下限

问题优化确定了 sN 范围：  
s3.77522 3.77756N    。   (21) 

该算例不打算通过网格自适应方式来提高式（21）
的精度，而且在实际工程中这种精度提高的意义也不

是很大。通过这个算例可以说明简单几步迭代，尤其

是在计算开始几步，可以很显著地提高计算精度。图

7（a）为初始网格，Ns=3.41 误差为 9.6%，通过 4 次

迭代，Ns=3.767 误差为 0.2%，破坏模式如图 7（d）
所示。 

6  计算时间 
为了说明网格自适应的有效性以及 SOCP 在
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Mohr-Coulomb 材料平面应变极限分析中计算效率，

这里给出地基承载力问题算例的计算时间。该算例在

台式计算机上进行，配置为操作系统：Windows 7 64
位，内存 8GB，CPU 为 Intel Core 2 Quad CPU Q9550 
2.83 GHz。求解器为 MOSEK 64 位[34]。 

图 7 初始网格及自适应后结果 

Fig. 7 Initial mesh and the results of refinements 

从表 3 中的计算时间来看，SOCP 在对 Mohr- 
Coulomb 材料的平面应变问题求解相当高效，同时本

文所提出的误差估计占总计算时间不到 0.5%。自适应

极限分析 8 步迭代所消耗十几分钟。 
表 3 算例计算时间 

Table 3 Computational time spent on previous numerical example 

算例 
迭代

次数 

总时间 

/s 

求解 

% 

装配 

/% 

误差估

计/% 

单元

数 

  0° 8 601 59.65 12.73 0.46 78922 

  30° 8 857 62.2 15.38 0.47 92431 

7  结    论 
本文通过采用屈服准则残余和等效应变为判断准

则，对基于有限元的极限分析网格自适应进行了讨论，

可以得以下 4 点结论。 
（1）基于有限元的极限分析不需要在计算之前假

定破坏形式。结合网格自适应，结构的破坏形式可以

通过计算自动寻找出，这样可以极大程度的提高计算

精度。 
（2）由于理想刚塑性假设，模型由塑性区和刚性

区组成，所求极限荷载的最终误差只来源于塑性区，

这同基于位移的有限元法不同。采用基于屈服残余或

者等效变形的自适应网格标记准则，完全可以满足极

限分析网格局部细化的要求。这一点从算例所捕捉到

的最终滑移面及所得到的极限荷载得到了很好的证 
明。 

（3）基于有限元的极限分析所得到的数值解精度

和网格剖分有很大的关系，网格自适应对数值解的精

度有很大的提高。 
（4）Mohr-Coulomb 是岩土工程中广泛使用的屈

服准则，将其改写成一个等式约束和一个二阶锥约束

可以将问题转化成为锥优化的形式。不仅可以很好避

免使用光滑函数逼近所引入的误差，而且在收敛速度

和计算时间上也有效很多。 
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岩土及地下工程教育部重点实验室(同济大学) 

2013 年度开放课题申请指南 

本重点实验室自 2007 年 2 月由教育部正式批准在同济大

学立项建设以来，按照教育部重点实验室的开放要求，自 2008
年起面向国内外征集开放基金项目，连续五年批准了约 30 项

国内外访问学者的申请，取得了持续对外开放、合作与交流的

良好效果。经研究，本年度继续设立专项开放研究基金，资助

国内外学者和科技工作者来实验室开展科研工作。 
1 资助范围 

本年度开放课题主要资助的研究方向如下：①土体渐进破

坏理论与软土工程；②土体宏细观理论与环境土工灾变防治；

③土体多场耦合理论与灾害控制；④地下工程安全理论与风险

控制；⑤城市地下空间与岩体地下工程 

2 申请资格 

同济大学校外从事与岩土与地下工程有关的国内外高级、

中级科技人员、青年科技工作者均可申请本实验室的开放基

金。 

3 资助金额 

申请者必须本着实事求是的原则申请资助金额，开放基金

的资助强度一般每项不超过 4万元。原则上每个方向批准一项，

合计共资助 5 项左右。 

4 项目执行期限 

每个项目实施期限为两年，即 2013 年 9 月 1 日至 2015 年

8 月 31 日。 

5 考核标准 

每个开放基金资助课题应在国际学术期刊发表 1 篇被 SCI

检索的论文(有正式的检索号)，且同济大学合作者需列为论文

的共同作者，作者单位之一必须标注为本重点实验室，并注明

课题批准号。 
6 申报程序 

（1）开放基金申请人应认真阅读有关申请说明，申报课

题必须符合本实验室的研究方向，属于 2013 年资助研究内容

的范畴，并具有本重点实验室固定研究人员合作。同济大学有

关研究人员的介绍，可查阅：http://geotec.tongji.edu.cn/keylab/ 

（2）本年度开放课题申请截止时间为 2013 年 6 月 10 日

（以邮戳日期为准）。申请书须以纸质一式 2 份寄给：上海市

四平路 1239 号（邮政编码 200092），同济大学岩土及地下工

程教育部重点实验室，马险峰老师收（电话：021－65984993，

E-mail: xf.ma@tongji.edu.cn）。 

除纸质申请材料，申请人须提供申请书及附件的电子文件

（PDF 格式），并注意纸质申请书与电子版申请书的内容应严

格一致。 

（3）最终结果将于 2013 年 9 月前公布。

（岩土及地下工程教育部重点实验室（同济大学）  供稿） 


