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无限长圆柱饱和多孔热弹性介质的固结解 
白  冰 

(北京交通大学土木建筑工程学院，北京 100044) 

摘  要：根据一个典型的热–水–力耦合的线性热弹性固结控制方程，研究无限长圆柱饱和多孔介质在外力和温度耦
合作用下的固结问题，给出了温度、孔压、体积应变、径向位移、应变和应力等在 Laplace变换域内的表达式，并通过
数值逆变换进行求解。利用这一解答，分析了常温度荷载和变温度荷载两种情况下圆柱热固结的演化过程。这一解答

可为室内试验结果的分析提供依据。 
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Consolidation solutions of a saturated porothermoelastic cylinder with infinit length 

BAI Bing  
(School of Civil Engineering, Beijing Jiaotong University, Beijing 100044, China) 

Abstract: A coupled thermo-hydro-mechanical consolidation theory is proposed for a saturated porous cylinder with infinite 

length. The expressions of the field variations in Laplace transformation space are deduced such as temperature, pore pressure, 

volumetric strain, radial displacement, strain and stress, etc. Then, the time domain solutions are obtained by a numerical 

inversion scheme. Using the solutions, the evolution processes of thermal consolidation for a cylinder under axisymmetric 

conditions are studied for both constant and variable thermal loading conditions. These analytical results can provide some 

reasonable explanations for experimental results. 
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0  引    言 
饱和多孔介质在外力和温度耦合作用下的固结问

题在核废料处置、地热资源开发、热泵技术的应用和

石油开采等方面有十分重要的应用价值。为此，许多

学者依据不同的控制方程，发展了不同形式的多孔热

弹性介质的固结理论及其求解方法[1-6]，其边界条件也

多种多样。 
这些理论大多以 Therzghi（1925）或 Biot（1941）

在等温条件下的控制方程为基础，通过增加温度项，

形成了所谓的热–水–力(THM)耦合问题。例如，
Kurashige[1]研究了球域中注水情形下的热弹性问题，

在控制方程中考虑了液体流动对热能传输的影响。

McTigue[2]讨论了加热井孔的热弹性问题，给出常热源

及随时间增长至稳定热流两种情形下的解析解。白冰
[3]对外力荷载和温度荷载同时作用条件下的一维热固

结问题进行求解。Chen等[4]以一个核废料储库的物理

模型作为分析对象，对缓冲材料的热能传输和水分迁

移的耦合作用过程进行解析求解。Abousleiman 和
Ekbote[5]以及 Kanj 和 Abousleiman[6]给出横观各向同

性材料热力学问题的一般控制方程并分析了中空圆柱

的热力学特性。 
目前，笔者已研制了一个圆柱形土样的热固结试

验装置。为配合室内试验条件下热固结演化过程中某

些物理现象的解释，并进而提供热固结特性参数的测

试方法，本文根据一个典型的热–水–力耦合的线性

热弹性固结控制方程[7]，建立无限长轴对称饱和多孔

介质热固结问题的一种理论求解方法。利用这一解答

不但可以分析圆柱热固结的演化过程，也可以分析室

内试验结果与理论分析结果的差异性。 

1  控制方程 
关于饱和多孔介质热–水–力耦合控制方程的基
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本形式，许多文献已进行过讨论[7-10]。由于所包含的

耦合项不完全相同，因此其适用条件和解析求解的难

易程度也相差很大。本文的解析推导中，采用由 Smith
等[11]提出的耦合控制方程。该耦合方程考虑的因素较

多，也较为完备，适用于透水性相对较小的介质。文

献[7]利用该控制方程对循环温度荷载作用下一维情
形的热固结波动响应进行了研究。文献[12]曾对该方
程耦合项的意义及其影响程度进行了分析。其中，力

平衡方程为[7] 
2 2 2 0vM pε α β θ∇ − ∇ − ∇ = ，       (1) 

式中  2∇ 为 Laplace算子；M=λ+2G为等温及排水条
件下的约束弹性模量，λ为 Lame常数，G为弹性剪切
模量；εv为体积应变；θ=T−T0为温度增量，T0为初始

绝对温度，T 为现时绝对温度；p 为孔隙水压力；
α=1−Cs/C为水力耦合系数，C为等温及排水条件下骨
架材料的体积压缩系数，Cs为等温条件下骨架材料的

体积压缩系数； s3 / Cβ α= 为热力耦合系数，αs 为颗

粒材料的线膨胀系数。 
质量守衡方程为[7,11] 

2

0 w
d 0

t

v p
k p t Y pαε θ α

γ
∇ − + − =∫ ，   (2) 

式中  k 为介质的渗透系数，γw 为水的重度，αp= 
n(Cw−Cs)+αCs，Y=−3n(αw−αs)−3ααs，而 Cw为等温条

件下水的体积压缩系数，αw为水的线膨胀系数，n为
孔隙率。 
热能守衡方程为[7, 11] 

2

0 0
d

t K t
T

θ∇∫ v 0Z Y pθ βε− − + = ，    (3) 

式中  K 为热传导系数，Z= s s w w 0[(1 ) ] /n c n c Tρ ρ− +  

s3βα− ，ρw和ρs分别为水和颗粒材料的密度，cw和 cs

分别为水和颗粒材料的比热。 

2  分析模型 
2.1  问题的描述 

分析无限长线弹性饱和多孔介质圆柱体的热固

结问题（图 1），这里采用圆柱坐标(r, ϕ, z)描述。假定
圆柱体侧面为透水面，其上瞬时施加随时间变化的外

力荷载和温度荷载，则初始条件和边界条件可描述如

下： 
（1）初始条件 
θ(r,0)=0， 0)0,( =rp ， 0)0,( =ru r  (r£a) 。 (4) 
（2）外力和温度边界条件 

a( , ) ( ) ( )a t t H tθ θ= ， 0),( =tap ， 

a( , ) ( ) ( )rr a t p t H tσ =   (t>0)，        (5) 

式中  a为圆柱体半径；θa(t)=Tw(t) −T0，而 Tw(t)为现
时绝对温度；pa(t)为径向压力荷载，ur为 r 方向的位
移，H(t)为单位阶跃函数。 

 

图 1 圆柱体分析模型 

Fig. 1 Cylinder model used in analysis 

2.2  一些物理量之间的关系 

显然，图 1给出的分析模型在几何形状、外力和
温度荷载几个方面均为轴对称状态，因此有 

σrϕ=σϕz=0， γrϕ=γϕz=0。         (6) 
当然，其它各场量均与坐标ϕ和 z无关，而仅与坐

标 r有关。另一方面，体积应变可表达为  
εv=εrr+εϕϕ+εzz。                (7) 

应变与位移关系满足 
r

rr
u
r

ε
∂

=
∂
， ru

rϕϕε =  ， 0zzε = 。    (8) 

应力与应变关系满足 

v

v

v

2
2

2

rr rr

zz zz

G p
G p
G p

ϕϕ ϕϕ

σ ε λε α βθ
σ ε λε α βθ

σ ε λε α βθ

= + − −


= + − − 
= + − − 

，

，

。

     (9) 

3  求    解 
3.1  控制方程的解 

注意初始条件式（4），则控制方程式（1）～（3）
在 Laplace变换域上的形式为 

2 2 2
v 0M pε α β θ∇ − ∇ − ∇ = ，      (10) 

2
v

w
0p

k p s Y s s pα ε θ α
γ

∇ − + − = ，   (11) 

2
v

0

K Z s s
T

θ θ β ε∇ − − 0Y s p+ = ，    (12) 

式中  θ，p，εv等上面的符号“−”表示对应量的 Laplace

变换，定义为
0

e dstL L t
∞ −= ∫  (L=θ, p, εv)，而 s 为

Laplace变量， 2 2 2/ ( / ) /r r r∇ = ∂ ∂ + ∂ ∂ 。 

式（10）可写成 
2

v[ ] 0M pε α β θ∇ − − =   。      (13) 

式（13）两边对 r两次积分并注意到当 0=r 时，各场

量均应有界，可得 

v
p D

M
α βθ

ε
+

= + ，           (14) 
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式中  D为关于变量 s的任意函数。 
将式（14）代入式（11），（12），可分别得 

2
2 3 4a p a s a s pθ∇ + + Dsα=  ，      (15) 

2
1 3 4b b s b s pθ θ∇ + + Dsβ=  ，      (16) 

式中，a2=k/γw，a3=Y−αβ/M，a4=−αp−α2/M，b1=K/T0，

b3=−Z−β2/M，b4=Y−αβ/M。 
定义热固结系数 c=−a2/a4=k/[γw(αp+α2/M)]，热扩

散系数κ=−b1/b3=(K/T0)/(Z +β2/M)。 
由式（15）可得 

21
2 3

f p f p f D
s

θ = ∇ + +  ，      (17) 

式中，f1= −a2/a3, f2= −a4/a3, f3=α/a3。 
将式（17）代入式（16）可得 

4 2 2
1 2 3g p g s p g s p∇ + ∇ + 2

4 0g s D+ = ，  (18) 

式中，g1=b1 f1，g2=b1 f2+ b3f1，g3=b3 f2+b4，g4=b3f3 −β。 
式（18）的通解可写成[7, 13] 

1 0 1 0I ( ) K ( )p A s r B s rξ ξ= + + 2 0I ( )A s rη +  

4
2 0

3

K ( )
gB s r D
g

η −   ，        (19) 

式中  I0和 K0分别为零阶第一类和第二类变形 Bessel
函数；A1，B1，A2和 B2均为关于变量 s的任意函数，而

2 2
2 2 1 3 1 2 2 1 3( 4 ) /(2 ) ( 4 ) /g g g g g g g g gξ η= − − − = − + −，

1(2 )g 。 

当 0r = 时，K0(⋅)=∞，而由于各场量（如式（19）

中孔压 p）均应有界，故可得 B1 =0，B2=0，于是有 

1 0I ( )p A s rξ= + 2 0I ( )A s rη 4

3

g D
g

−  。  (20) 

将式（20）代入式（17），可得 

1 2 1 0( ) I ( )f f A s rθ ξ ξ= + + 

1 2 2 0( ) I ( )f f A s rη η+ + 4
3 2

3

( )
gf f D
g

−  。 (21) 

将式（20）和式（21）代入式（14），可得 

1 1 0 ( )v E A I s rε ξ= 2 2 0 ( )E A I s rη+ 3E D+ ，(22) 

式中，E1=[α+β (f1ξ+f2)]/M，E2=[α+β (f1η+f2)]/M, E3= 

−αg4/(Mg3)+β( f3−f2g4/g3)/M+1。 
3.2  位移、应变和应力 

利用式（7）～（9）以及控制方程在 Laplace 变
换域上的解答（式（20）～（22））可以得到位移 ur、

应变εrr，εϕϕ和应力σrr，σϕϕ，σzz在 Laplace 变换域上
的表达式。根据弹性力学理论，径向位移为 

1 1
1I ( )r

E Au s r
s

ξ
ξ

=
2 2

1I ( )
E A s r

s
η

η
+ 3

2
E Dr+ ，(23) 

式中  I1为一阶第一类变形 Bessel函数。 

应变和应力的表达式为 

1
1 1 0

I ( )
[I ( ) ]rr

s rE A s r
s r

ξ
ε ξ

ξ
= − +  

1
2 2 0

I ( )
[I ( ) ]

s r
E A s r

s r
η

η
η

− + DE
2

3 ，  (24) 

1 1
1I ( )

E A
s r

s rϕϕε ξ
ξ

= 2 2
1I ( )

E A
s r

s r
η

η
+ + DE

2
3 ，(25) 

1 1
12 { I ( )rr

E AG s r
s r

σ ξ
ξ

= − +  

 2 2
1I ( )E A s r

s r
η

η
+ 3

2
E D }+ MD，    (26) 

1 1 0 1
12 { [I ( ) I ( )]G E A s r s r
s rϕϕσ ξ ξ
ξ

= − − +  

2 2 0 1
1[I ( ) I ( )]E A s r s r
s r

η η
η

− + DE
2

3 }+ MD，(27) 

1 1 02 { I ( )zz G E A s rσ ξ= − +  

2 2 0I ( )E A s rη + DE3 }+ MD  。       (28) 

显然，当 0=r 时，I1(⋅)=0，故式（20）～（23）
自动满足隐含条件 / 0p r∂ ∂ = ， / 0rθ∂ ∂ = ， /vε∂  

0r∂ = ， (0, ) 0ru t = 。 
3.3  待定函数的确定 

在上述解析解中，式（20）～（22）以及式（23）～
（28）涉及到 A1，A2和 D共 3个关于 s 的待定函数，
可根据边界条件确定。由式（5）可知：当 t>0 时，

( , ) aa tθ θ= ， ( , ) 0p a t = 和 ( , ) ( )rr aa t p tσ = ，故由式

（21），（20）和（26）可得 

1 0 2 0I ( ) I ( )A r s a A q s aξ η+ aDv θ+ =  ，  (29) 

1 0 2 0I ( ) I ( )A s a A s aξ η+ 0Du+ = ，     (30) 

1
1 1

2
I ( )

GEA s a
s a

ξ
ξ

−
+ 2

2 1
2

I ( )
GEA s a
s a

η
η

−
aDw p+ = ， 

(31) 

式中  1 2r f fξ= + ， 1 2q f fη= + ， 4 3/u g g= − ， 3v f= −  

2 4 3/f g g ， 3w M GE= − 。 
于是，可得方程组 

11 12 13 1

21 22 23 2

31 32 33

0
a

a

d d d A
d d d A

pDd d d

θ    
     =     
        

 。    (32) 

解线性方程组式（32）即可得到 3个待定函数。

式（32）中，各系数的表达式为 11 0I ( )d r s aξ= ，

12 0I ( )d q s aη= ， d13=v ， 21 0I ( )d s aξ= ， d22=I0 

( ηs a)，d23=u，d31= −2GE1I1( ξs a)/( ξs a)，d32= 

−2GE2I1( ηs a)/( ηs a)，d33= w。 
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3.4  真实空间上的解 

式（20）～（28）给出各场量在 Laplace 变换域
上的解答。可利用数值方法求其逆变换，即可得到真

实空间上的解答。关于 Laplace 逆变换的求解方法，
已有许多学者进行过研究 [7, 10, 13]，包括 Jaeger 法
(1956)、Stehfest法(1970)及 Gauss-Legendre法等。其
中，基于函数概率密度理论的 Stehfest 法由于有较高
的精度和稳定性而得到广泛应用[2, 7, 13]。本文亦采用这

一方法。 

4  计算结果和分析 
4.1  物理参数 

饱和多孔介质的力学、 热学和水力基本参数为 
[5, 10]：孔隙率 n =0.4，弹性模量 E =6.0×105 Pa，泊松
比µ=0.3，参考温度 T0=0 °C，土颗粒的体积模量 Ks = 
2×1010 Pa，水的体积模量 Kw =5×109 Pa，土颗粒热膨
胀系数αs =1.5×10−5/°C，水的热膨胀系数αw = 2.0× 
10−4/°C，土颗粒的比热 cs = 0.8 J/(g⋅°C)，水的比热 cw 
=4.2 J/(g⋅°C)，水的密度ρw =1.0×106 g/m3，土颗粒的密

度ρs =2.6×106 g/m3，热传导系数 K =0.5 W/(m⋅°C)，水
力耦合系数α=1.0。 
圆柱体半径 a=0.05 m（见图 1）。实际上，本文解

答中的外力和温度均可随时间而变化，这里为分析方

便，假定侧壁作用恒定的径向压力，取 pa(t)=100 kPa。
为模拟室内试验中土柱侧壁温度的施加过程，假定温

度荷载随时间呈指数规律增加（见图 2），即 
θa(t)=θ0[1−exp(−ωt)] ，         (33) 

式中  θ0=100 °C，ω=−0.00384 s−1。 
实际上，由式（33）可知，当加热时间 t=3，10，

20 min时，温度荷载分别达到 50，90，99°C，并很快
趋于 100°C，此为室内试验常见的实际温度加载情形
（记为情形 1）。而当ω=0时，式（33）即为常温度荷
载的情形（记为情形 2），即θa(t)=100°C，这在简化计
算中常常用到。 

 
图 2 温度荷载变化过程 

Fig. 2 Thermal loading with time 

4.2  热力学响应 

图 3～6 给出圆柱饱和多孔介质在外力和温度耦

合作用下温度、孔压、位移和径向应力等的分布规律

（包括情形 1 和情形 2）。这里, 时间因数定义为
T=tκ/a2（a为圆柱体半径）。由图 3可以看出，圆柱体
内部温度（这里取 c/κ=1）随时间因数逐渐增大（即
由等温状态转化为非等温状态）。当时间较长时（如

T=1，即 t=244 min），沿半径方向的温度分布逐渐趋
于一致，即圆柱体温度又逐渐由非等温状态转化为等

温状态（此时，温度处于一个较高的状态）。由图 3
还可以看出，在耦合固结作用的初期（如 T=0.01, 0.1，
即分别对应于 2.44 min，24.4 min），变温度荷载作用
下的温度演化滞后于常温度荷载作用的情形，但在后

期（如 T=1）两者趋于一致。 

 

图 3 温度沿径向距离分布 

Fig. 3 Distribution of temperature along radial distance 

由图 4可以看出，随时间因数的增大，圆柱体内
部的孔压逐渐消散。而且，情形 1的孔压消散过程也
略滞后于情形 2的孔压消散过程。当然，在沿半径方
向，孔压的分布是不均匀的，这与利用室内常规试验

进行有关问题的分析时常假定的试样内孔压为均匀分

布有很大差别，由此带来的影响值得重视。 

 

图 4 孔压沿径向距离分布 

Fig. 4 Distribution of pore pressure along radial distance 

由于孔压在不同径向距离位置处的消散率相差很

大（图 4），因此在固结过程的初始阶段，圆柱体不同
径向距离处的位移是极不均匀的（图 5，如 T=0.01，
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0.1），即在靠近圆柱体表面处较大。但当时间因数较
大时（如 T=1），不同径向距离处的应变将趋于均匀（即
位移沿径向距离呈线性分布），当然此时圆柱体内的孔

压也趋于消散。 

 
图 5 径向位移沿径向距离分布 

Fig. 5 Distribution of radial displacement along radial distance 

事实上，在固结过程中，不同径向距离处的径向

应力σrr也是不均匀的（图 6）。特别是，在 r=0处，径
向应力σrr 先有所减小（如在常温度荷载下，当 T 由
0.01增加到 0.1时，σrr/pa由 0.933减小至 0.917），然
后才开始逐渐增大（如当 T由 0.1增大到 0.2时，σrr/pa

由 0.917 增大至 0.964），并逐渐趋于径向外力荷载
pa=100 kPa（即当 T增大到 1时，σrr/pa=1）。可以看出，
饱和多孔介质在外力荷载和温度荷载耦合作用下，由

于孔压的存在及其消散的快慢不同，圆柱体内力的分

布与连续介质弹性力学的解答并不一致。 

 
图 6 径向应力沿径向距离分布 

Fig. 6 Distribution of radial stress along radial distance 

4.3  温度和外力耦合作用下的应力特征 

图 7（a）给出温度荷载与外力荷载耦合（θa(t)= 
100°C，pa(t)=100 kPa）作用下应力（径向应力σrr、切

向应力σϕϕ、轴向应力σzz）的分布特征（取 c/κ=1）。
图 7（b）给出只有温度荷载作用（θa(t)=100°C，无外
力荷载）下应力的分布特征。 

由图 7（a）可以看出在固结过程中（如 T=0.1）
三种应力（σrr，σϕϕ，σzz）的分布并不是均匀的。当

孔压完全消散后，它们的应力分布为：σrr/pa=1，σϕϕ/pa 

=1，σzz/pa=1.22。 
由图 7（b）可以看出，当只有恒定温度荷载作用

时，在圆柱体表面附近处，出现负的切向应力σϕϕ和轴

向应力σzz（即产生沿切向和轴向的拉应力），此时圆

柱体表面有被拉裂破坏的趋势。这是由温度荷载作用

下固体颗粒的热膨胀效应（即圆柱体局部的体积增大

趋势）所引起的。当然，随着后期圆柱体逐渐趋于等

温状态，由温度作用所引起的内部附加应力也将趋于

消失（如 T=1的情况）。 

 

图 7 径向、切向、轴向应力的分布特征 

Fig. 7 Distribution of radial, tangential and axial stresses 

4.4  介质透水性对孔压演化的影响 

图 8给出饱和多孔介质的透水性对计算结果的影
响。可以看出，随着 c/κ的增大，孔压的消散速率加
快。但应该注意到，在固结的初期（如 T=0.002，即
t=29.3 s），在离圆柱体表面较近处的局部范围内（如
r/a=0.7～0.85）的孔压值反而大于离圆柱体表面较远
处的孔压值。 

 

图 8 多孔介质透水性对孔压的影响 

Fig. 8 Effect of permerbility on pore pressure 
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5  结    论 
（1）建立一个无限长圆柱饱和多孔介质在外力和

温度耦合作用下的固结理论，给出温度、孔压、体积

应变、径向位移、应变和应力等的表达式。 
（2）计算表明，随时间因数增大，圆柱体内部的

温度逐渐增大，最终使沿半径方向的温度趋于一致，

此时圆柱体将由非等温状态转化为等温状态。此外，

变温度荷载作用下温度演化过程滞后于常温度荷载作

用的情况。 
（3）随时间因数增大，孔压逐渐消散，而沿半径

方向上孔压的分布是不均匀的，从而使得圆柱体不同

径向距离处的应变也是不均匀的。但是，当时间因数

较大时，不同径向距离处的位移将沿径向距离呈线性

分布。 
（4）在外力荷载和温度荷载作用下，饱和多孔介

质（即圆柱体内）应力的分布特征比较复杂，与连续

介质弹性力学的解答并不一致。 
（5）在固结的初期，离开圆柱体表面较近处局部

范围内的孔压值反而大于离开圆柱体表面较远处的孔

压值。 
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