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摘  要：针对钱家欢加卸载弹性模型中强夯冲击应力在加荷阶段应力偏大，卸荷阶段应力函数形式复杂的不足，对应

力峰值进行修正和对应力函数进行改进，即将复杂的分段函数形式转化为标准的正弦函数形式。而且，根据动力分析

中应力边界与速度边界之间的关系，将应力边界时程转化为速度边界时程，并将正弦荷载函数引入，推导出一种计算

土体竖向位移的简化计算方法。工程实例表明，该法形式简单、使用方便，计算结果很接近实测位移。 
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Abstract: In Qian Jiahuan's load-unload elastic model of dynamic compaction, according to the disadvantages that the impact 

stress is large at the loading stage and the stress style is complicated at the unloading stage comparatively, the complicated 

piecewise function is improved into standard sine function. And, on the basis of the relationship between stress boundary 

time-history and speed boundary time-history in dynamic analysis, the stress time-history of dynamic boundary condition is 

transformed into the speed time-history and the sine load function is introduced. A new simplified method under the sine load is 

derived, and it can calculate vertical displacement well. Engineering practices show that the method is simple and easy to use, 

and the calculated results are very close to the measured displacements. 
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0  引    言 
强夯的表面接触应力特性是决定强夯理论分析与

数值模拟计算可靠性的关键因素。钱家欢等[1]通过室

内动力固结试验仪测定的动应力类似于现场情况的单

脉冲荷载波形，Thilakasiri 等[2]通过室内试验测得了强

夯动应力时程曲线。裘以惠[3]对山西化肥厂湿陷性黄

土地基进行现场实测得到了夯锤下强夯动应力时程曲

线，何长明[4]等通过现场实测研究了强夯动力应力的

传播和衰减过程。蒋鹏[5]和水伟厚[6]从理论上对冲击

应力进行了研究。尽管冲击荷载时程曲线会出现一定

的波动和起伏，但总的变化趋势表现出脉冲荷载的形

式，试验和有限元模拟均表明没有明显的第二应力波，

故一般可将强夯荷载简化为三角形波和半正弦波[5]。 

目前，对强夯位移的计算方法研究较少，其中钱

家欢[7]通过对斯科特(Scott)理论的改进，提出了著名

的加卸载弹性模型，可同时计算出强夯的冲击应力和

竖向位移。孔令伟[8]通过动力问题的传递矩阵法，导

出了强夯的边界接触应力与沉降在时域上的解析解。

白冰[9]采用拟静力法提出一个预估强夯荷载作用瞬间

饱和土因孔压消散引起的固结变形。牛志荣[10]将土视

为拟弹塑性体研究土体的振动特性，得出计算竖向位

移（残余沉降）的简便方法。 
钱家欢加卸载模型在很多方面尚有待改进[5-6]，其
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冲击应力函数[7]在加荷阶段没有考虑阻尼影响故冲击

荷载峰值偏大，而在第二阶段应力函数形式过于繁琐，

不便于解析计算。本文在钱家欢法基础上，将强夯冲

击荷载形式简化成标准的正弦函数，便于解析计算以

及加快数值模拟中的收敛速度。本文并将应力边界时

程转化成速度边界时程，提出计算强夯位移的新思路，

将上述正弦荷载形式引入，推导出正弦荷载形式下的

简化计算公式，并对两项工程实例进行计算与分析。 

1  冲击荷载的简化形式 
1.1  钱家欢法（改进的斯科特(Scott)公式） 

在 Scott 公式中没有考虑土的性质在加荷阶段和

卸荷阶段的不同，而且不满足当 t →∞时， 0w ≠ 和

0σ = 的应力边界条件。钱家欢和赵维炳对此公式做

了改进。加荷过程分为加荷阶段和卸荷阶段[7]。 
第一阶段为加荷阶段，根据结构动力学理论，冲

击荷载作用下黏滞力对动力反应的影响可不计。斯科

特基本方程简化为 
        0Mw Sw+ =   。            (1) 

式中  M 为夯锤质量；w 为接触面沉降量；S 为加荷

弹性弹数， 2

2
1

rES
µ

=
−

， r 为夯锤半径，ν 为泊松比。 

初始条件为 
(0) 0w =  ， (0) 2w V gh= =   。  (2) 

式中  g 为重力加速度； h 为夯锤落距。 
利用式（2）的初始条件，求解式（1）分别得位移

和应力表达式分别为 

sin( )Vw tω
ω

=   ，          (3) 

2 2 sin( )
π π
Mw VS t

r r
σ ω

ω
= − =   ，     (4) 

式中，ω为加荷角频率， /S Mω = 。 

加荷历时为        0
π

2
t

ω
=   。           (5) 

第二阶段为卸荷阶段，当 0t t> 时夯锤作阻尼振

动，基本方程为 

f( ) 0Mw R w S w w′ ′+ + − =   。    (6) 
式中  fw 为残余沉降量；R′为阻尼常数， 20.6πR r′ =  

sulEρ ；S ′为卸荷弹性常数， sul
2

2
1

rE
S

µ
′ =

−
，其中 sulE 为

卸荷弹性模量。 
当 0 0t t t′ = − = 时， w ， w ，和 w 应保持连续。

故可解得 
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式中，ω′为卸荷角频率，
2

2

( )
4

S R
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ω
′ ′

′ = − 。 

由式（7）得残余沉降量为 

f 1V Sw
Sω

⎛ ⎞= −⎜ ⎟′⎝ ⎠
  。           (9) 

由式（8）得卸荷历时为 

 sul 2

1 4arctan 1
( )

MSt
Rω

= −
′

  ，     (10) 

夯击总历时为 

   2

π 1 4arctan 1
2 ( )

MST
Rω ω

= + −
′

  。  (11) 

1.2  改进后的正弦荷载形式 

钱家欢法冲击应力函数在第一阶段为正弦形式，

形式简单，计算方便，但动应力及其峰值偏大；第二

阶段的应力形式复杂，不便于解析计算。于是本文在

钱家欢法的应力形式基础上进行改进，使荷载形式成

为半正弦荷载形式，于是冲击荷载可表达为 

max sin( )tσ σ ω=  ， （ t T≤ ） ， (12) 
式中，T 为加荷总历时，包括上文的加荷历时和卸荷

历时。 
（1）最大冲击应力 maxσ 的确定 
第一阶段冲击应力式（4），可得冲击应力峰值为

maxσ  

max 2 2π π
Mw VS

r r
σ

ω
= − =   。       (13) 

冲击应力达到最大值的时刻即是加荷阶段结束时

刻 0t ，推导公式时在加荷阶段未考虑阻尼影响，而事

实上阻尼存在且不能忽略，故冲击应力峰值会出现偏

大的结果，因此冲击应力峰值须加以修正，可修正如下 
0
max max 2π

VSk k
r

σ σ
ω

= =   。     (14) 

式中  0
maxσ 为修正后的冲击应力峰值；k 为应力修正

系数。 
在强夯荷载作用下，位移和应力是同步发生的，当

应力增大时位移逐渐增大，当应力达到最大值时位移

也达到最大值 maxw ，在第二阶段为卸荷阶段，应力逐

渐减小，位移则出现一定的回弹，上文式（9）已求出

残余沉降量为 wf。 
钱家欢法采取的是弹性假设，在第一阶段末位移

达到最大值，卸荷后位移出现回弹而最终残余沉降为

wf。本文则假定，在第一阶段某时刻 t0 位移达到残余
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沉降 wf 时，不出现回弹而将其作为残余沉降保持不

变，即 w=wf，见图 1。令式（3）与式（9）相等，即 

   1sin( ) 1V V St
S

ω
ω ω

⎛ ⎞= −⎜ ⎟′⎝ ⎠
  ，    (15) 

则可得 

    1
1 arcsin 1 St

Sω
⎛ ⎞= −⎜ ⎟′⎝ ⎠

  。      (16) 

将公式（16）代入式（4），得时刻 1t 冲击应力为 

   1 21
π

S VS
S r

σ
ω

⎛ ⎞= −⎜ ⎟′⎝ ⎠
  。       (17) 

图 1 钱家欢法竖向位移示意图 

Fig. 1 Schematic diagram of vertical displacement of Qian's  

method 

把 1t 时刻产生的位移看成完全塑性变形而不发生

回弹，于是可将时刻 1t 时的应力作为考虑阻尼而修正

后的最大冲击应力（见图 2），即 
0
max 1σ σ=   。            (18) 

将式（17）与式（14）代入式（18），可得应力修

正系数 

      1 Sk
S

= −
′

  。           (19) 

将式（19）代入式（14），得修正后的动应力峰值 

图 2 动应力转化关系示意图 

Fig. 2 Schematic diagram of dynamic stress transformation 

0
max max 21

π
S VSk
S r

σ σ
ω

⎛ ⎞= = −⎜ ⎟′⎝ ⎠
  。  (20) 

将式（20）代入式（12）即可得到正弦函数表达

的冲击应力表达式 

21 sin( )
π

S VS t
S r

σ ω
ω

⎛ ⎞= −⎜ ⎟′⎝ ⎠
  。    (21) 

式中，所有参数指标计算和取值均同钱家欢法。 
通过钱家欢法计算出相关参数取值后，利用式

（21）可方便地求出修正后的冲击应力函数表达式。 
（2）加载总历时 T 的确定 
钱家欢法将加载过程分为两个阶段，作用时间分

别为 0t 和 sult ，二者相差不大，通过有限差分法数值模

拟卸荷历时 t′的不同取值进行对比分析，表明卸荷历

时 t′对孔隙水压力、应力以及位移影响甚微。于是假

定加荷阶段和卸荷阶段历时相等（有些文献称为升压

时间和降压时间），即认为 sul 0t t= ，于是可得总历时 T 

0
π2T t
ω

= =   。           (22) 

2  夯击竖向位移计算 
2.1  竖向位移计算 

强夯冲击荷载作用在地基表面，以纵波方式向下

传递，其传播速度 PC ，用 E， µ 表示如下 

p
(1 )

(1 )(1 2 )
EC µ
µ µ

−
=

+ −
  。      (23) 

夯锤冲击荷载作用于地基表面时，引起应力变化，

假定其应力时程用 n ( )tσ 表示。冲击荷载作用下引起表

面土体表面发生竖向沉降变形，假定土体发生变形的

速度为 n ( )v t 。FLAC3D 在描述动力边界条件上指出，

对于边界上的法向边界条件，速度时程可以通过下式

转化成应力时程[11] 

n p n( ) 2 ( )t C v tσ ρ=   ，         (24) 
反过来，可以将应力时程 n ( )tσ 转化为速度时程 n ( )v t  

n
n

p

( )( )
2

tv t
C

σ
ρ

=   ，          (25) 

式中， PC 为纵波波速， ρ 为土体介质密度。 
假定在强夯加荷历时 [0, ]T 内某时刻 t 的土体变

形速度为 n ( )v t ，由微分学原理，在区间 [ , d ]t t t+ 内速

度可看作常数，于是在[ , d ]t t t+ 内发生的位移可表达为 
 nd ( )ds v t t=   。           (26) 

对式（25）代入式（26），并在区间[0, ]T 上积分，

便可得强夯作用条件下的地面竖向位移为 
n

0
p

( ) d
2

T ts t
C

σ
ρ

= ∫   

n0
p

1 ( )d
2

T
t t

C
σ

ρ
= ∫   。              (27) 
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只要知道冲击荷载的应力函数关系表达式，比如

三角形荷载形式、正弦荷载形式以及其它函数形式，

都通过式（27）求出夯击产生的竖向位移，即夯沉量。 
2.2  正弦荷载形式的位移计算 

将强夯荷载简化为正弦形式后的应力时程式（21）
分别代入式（24）和（27），可分别得出速度时程和竖

向位移表达式 

n 2
p

1 1 sin( )
2 π

S VSv t
C S r

ω
ρ ω

⎛ ⎞= −⎜ ⎟′⎝ ⎠
  ， (28) 

20
p

1 1 sin( )d
2 π

T S VSs t t
C S r

ω
ρ ω

⎛ ⎞= −⎜ ⎟′⎝ ⎠∫  

   [ ]2 2
p

1 1 1 cos( )
2 π

S VS T
C S r

ω
ρ ω

⎛ ⎞= − −⎜ ⎟′⎝ ⎠
。(29) 

又因加荷历时
πT
ω

= ，
S
M

ω = ，将其代入式（29），

化简得 

2 2
p

1 1
π

S VSs
C S rρ ω

⎛ ⎞= −⎜ ⎟′⎝ ⎠
 

2
p

1
π

S VM
S r Cρ

⎛ ⎞= −⎜ ⎟′⎝ ⎠
  。     .   (30) 

又因为 sul
2 2

sul

22 /
1 1

rES rE E
S Eµ µ

= =
′ − −

，故式（30）可

最后化简成 

2
sul p

1
π

E VMs
E r Cρ

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  。       (31) 

可见，夯击引起的土体竖向位移 s ，与初始位

移 V、质量 M 成正比，与面积 A（ 2πA r= ）、密度 ρ
和波速 pC 成反比，并与 sul/E E 成正比例关系。 
 

3  工程实例 
3.1  济南绕城公路工程黄土地基 

济南绕城公路工程，为非自重性湿陷性黄土地基，

重度 19 kN/m3，加荷弹性模量 6 MPa，卸荷弹性模量

24 MPa。3 个试验区分别采用不同的施工参数[12]，强

夯施工参数见表 1。 
表 1 强夯施工参数 

Table 1 Construction parameters of dynamic compaction 
工况 锤重/kN 锤底面积/m2 落距/m 

1 98 3.9 10.0 
2 60 4.0 5.0 
3 170 4.4 13.2 

经计算，纵波波速 pC 为 71.19 m/s， /S S ′ = 

sul/E E =0.25。钱家欢法计算分别得 3 种工况的竖向位

移为 27.0，19.1 和 24.3 cm；采用本文的方法计算分别

得 3 种工况的竖向位移 19.9，8.6 和 34.9 cm。与现场

试验实测第一击竖向位移对比见表 2。  
通过表 2 可看出，对于工况 2 的夯锤重为 60 kN，

落距为 5.0 m，夯击能仅 300（kN·m），接触动应力较

小，强夯产生的弹性变形占较大比重，钱家欢法作为

弹性模型可以考虑卸载阶段土体位移的回弹，因此计

算出的位移与实测位移很接近，新方法计算的竖向位

移却相差很大。 
对于工况 1 和工况 3 夯击能较大时，接触动应力

产生的竖向位移以塑性变形为主，弹性变形可以忽略

不宜再考虑位移回弹，故钱家欢弹性模型计算位移相

对误差急剧增大，相对误差在 30%以上，而本文的方

法很准确，两工况相对误差仅为 1.69%和 6.51%。 
3.2  南通滨海吹填土地基 

南通滨海吹填土地基，地下水位很高，处于饱和、

欠固结状态，采用高真空击密法进行了地基处理。高

真空击密法本身属于强夯法，即先采用真空井点降水

以降低地下水位和地基土含水率，再进行强夯地基加

固。夯锤重量 165 kN，夯锤直径 2 m，降水后土重度

15 kN/m3，加载弹性模量为 7.44 MPa，参考文献[12～
14]卸载弹性模量取为加载模量的 4 倍，即 29.8 MPa。 

经计算，纵波波速 pC 为 87.71 m/s， /S S ′ = sul/E E = 
0.25。钱家欢法计算得竖向位移为 43.89 cm；采用本

文的方法计算得竖向位移 59.24 cm。计算位移与现场

实测第一击竖向位移对比见表 3。 
钱家欢法和新方法计算位移均接近于实测位移，

但本文方法的精度更高，相对误差仅为 9.7%。 
表 2 计算位移与实测竖向位移对比（济南） 

Table 2 Comparison between calculated and measured displacements (Jinan) 
 钱家欢法 新方法 

工况 实测位移/cm 
 位移/cm 相对误差/% 位移/cm 相对误差/% 

1 19.57  27.0 37.97 19.9  1.69 
2 18.35  19.1  4.09  8.6 53.13 
3 37.33  24.3  34.9 34.9  6.51 

表 3 计算位移与实测竖向位移对比（南通） 

Table 3 Comparison between calculated and measured 

displacements (Nantong) 
钱家欢法  新方法 实测 

位移/cm 位移/cm 误差/%  位移/cm 误差/%
54.0 47.07 12.83  59.24 9.70 

4  结    论 
（1）本文在钱家欢加卸载弹性模型基础上，将应

力函数从分段、繁琐的应力形式转变为标准的正弦函

数，新动应力函数形式简单、使用方便，当应用于数
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值计算时有利于提高收敛速度，当应用于解析计算时

便于求导和积分等运算。 
（2）钱家欢模型既可计算应力又可计算位移，

本文则利用改进后的新应力函数形式，基于应力边界

与速度边界相互关系推导出了位移的简计计算公式。 
（3）对于湿陷性黄土，当夯击能很低时（300 

kN·m）强夯，钱家欢计算位移法更接近于实测值；当

夯击能较高时，钱家欢法计算位移误差很大，本文新

方法则非常接近于工程实测。可见，在湿陷性黄土中，

钱家欢法和新方法对夯击能有不同的适用范围，但本

文新方法适用范围更广。 
对于滨海吹填砂性土，新方法和钱家欢法二者的

计算结果均接近于实测位移，但新方法的相对误差明

显小于钱家欢法。 
本文提出的计算强夯位移新方法公式简单、使用

方便，计算结果接近于工程实测。但作为一种新的方

法，其可靠性和适用性需要进一步验证。 
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