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摘  要：有机污染物往往比无机物离子对环境有更大的危害。为了研究填埋场有机污染物在衬垫系统的运移规律，建

立了有机污染物在双层多孔介质中的一维扩散模型，同时考虑有机污染物在介质中的降解作用。针对零浓度和零通量

两种下边界条件，推导出模型的解析解。与数值模型 POLLUTE v7 的比较说明了本文模型的合理性和有效性。基于得

到的解析解，分析了降解作用对有机污染物在成层介质中的运移影响与相关参数的敏感性。结果表明有机污染物的降

解作用能有效地减少有机污染物在土壤衬垫系统中的浓度分布和底部通量。当土层降解半衰期为 5～10 a 时，底部污染

物通量可比不考虑降解时减少 4～8 倍。相对于下层土，上层土降解作用对提高整体的防污性能更有效，能更显著地降

低污染物的浓度。 
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Analytical solutions for contaminant diffusion in two-layered porous media 
considering degradation 
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Abstract: The organic contaminants are always more harmful to the environment than the inorganic ions. One-dimensional 

mathematical model for organic contaminant diffusion through two-layered porous media is developed to investigate the 

behavior of organic transport in the landfill liner system. Degradation of the organic contaminants in the porous media is 

considered. The bottom boundary conditions are assumed to be zero concentration or zero flux. The analytical solutions for the 

mathematical model are obtained by means of the method of separation of variables. The results obtained by the proposed 

analytical solution agree well with those obtained by the commercial software POLLUTE v7. The effect of degradation on 

organic contaminant diffusion through the layered media is investigated on the basis of the proposed solutions. The bottom 

concentration and flux of the soil liners can be greatly reduced when the degradation effect is considered. The bottom flux for 

the liner system with the half-lives of 5-10 years can be 4-8 times less than those assuming no degradation. Compared to that of 

the lower layer, the effect of the degradation of the upper layer is more important on reducing the organic concentration in the 

underlying environment.   
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0  引    言 
城市固体废弃物（MSW）填埋场往往产生多种有

机污染物，这些污染物的迁移已对周围环境及地下水

造成了污染[1-3]。因此，作为防止污染物扩散的衬垫系

统就成为填埋场中最重要的部分之一。影响污染物在

介质中迁移的主要机理有对流、扩散、吸附以及生物

降解等。由于有机污染物往往比无机物离子对环境有

更大的危害，因此，对有机污染物迁移机理的研究显

得尤为重要[4-5]。在环境岩土工程中，经常遇到污染物

在运移参数有很大区别的双层土壤中运移的问题。比

如，填埋场中的渗滤液通过压实黏土（CCL）和下伏

垫层运移[7]，污染物在覆盖层和受污染的沉积层中的
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扩散运移问题[8-9]。 
研究有机污染物在复合衬垫中的扩散问题时，以

往大多采用数值方法进行分析[10-12]。但通过解析解能

对问题的物理本质有更深入和根本的认识，并能揭示

问题的内在规律及可以为数值模型提供一个有效的检

验手段。另外，对于填埋场初步设计，大部分的模型

参数很难获取。在这种情形下，简单的解析解比复杂

的数值模型更合适[13]。 
目前，已经有学者通过拉普拉斯变换法[14-15]、积

分变换法[16]、拉普拉斯变换和二项式定理相结合的方

法[17]求解了双层或多层多孔介质中的扩散或对流-弥
散方程。但这些研究未考虑生物降解作用对污染物运

移的影响。 
目前很多研究指出降解是有机污染物在土体中运

移的一个重要因素[18]。前人试验研究结果均指出许多

类型的有机污染物能在土体中发生剧烈的降解[18-23]。

另外，土体中的生物降解也是减少土体污染的一个非

常有效的办法[24-25]。具有降解功能的生物屏障层被认

为能最大程度地减少城市固体废弃物填埋场及危险填

埋场对环境和公共健康的风险[26]。因此，为了更有效

地设计填埋场的衬垫系统，应着重考虑生物降解的作

用。杨文参等[27]曾获得了双层土中生物降解参数一致

时的污染物运移解。本文考虑了双层土中生物降解参

数的不同，给出了考虑降解作用时有机污染物在双层

多孔介质中的一维扩散解析解，并在这个解析解的基

础上，结合算例对成层衬垫系统对有机物的防污效果

进行分析。 

1  数学模型 
在建立有机污染物在成层介质中的一维扩散模型

时，主要基于以下假设： 
（1）污染物在土中运移的主要方式是分子扩散和

吸附作用，忽略水力传导的作用； 
（2）污染物在土中的扩散是一维的，且遵循费克

第二定律； 
（3）污染物在土中的扩散系数为常数，即扩散系

数不随时间、空间变化； 
（4）土层各分层介质是均质、饱和的； 
（5）介质对污染物的吸附作用均为平衡线性吸

附； 
（6）考虑生物降解对污染物在介质中迁移的影

响。 
基于以上假设，建立了有机污染物在层状土中的

一维扩散模型，如图 1 所示。 

图 1 考虑降解时污染物在双层介质的一维扩散模型 

Fig. 1 Mathematical model for contaminant diffusion in  

two-layered media 

在上述假设的基础上，建立了污染物在土中运移

的控制方程。其中污染物在土层 1 中的运移控制方程

为 

  
     

2*
1 11

1 12
d1

, ,
,

C z t C z tD C z t
t R z


 

 
 

 ， (1) 

其中，  1 ,C z t 为污染物在土层 1 中的浓度，D1
*为污

染物在土层 1 中的有效扩散系数，Rd1是介质 1 对污染

物的吸附阻滞因子，z 为深度方向空间坐标，t 为时间。

1 为土层 1 考虑生物降解作用的衰变系数，由下式确

定： 
    1 1/ 2ln 2 / t    ，              (2) 

式中， 1/ 2t 为污染物在土层 1 中的降解半衰期。 
污染物在土层 2 中的运移控制方程为 

     
2*

2 22
2 22

d2

, ,
,

C z t C z tD C z t
t R z


 

 
 

 ， (3) 

式中，  2 ,C z t 为污染物在土层 2 中的浓度，D2
*为污

染物在土层 2 介质中的有效扩散系数，Rd2 为介质 2
对污染物吸附的阻滞因子， 2 为土层 2 考虑生物降解

作用的衰变系数。 
假设在初始时刻，污染物在土层 1 中的含量为 0，

即 
 1 , 0 0C z   ，               (4) 

在土层 2 中的含量为 0，即 
 2 ,0 0C z   。               (5) 

在上边界，假设渗滤液中污染物的浓度为 C0，则 
 1 00,C t C   。              (6) 

在土层 1 和土层 2 的交界面，必须保持污染物的浓度

连续和通量连续，从而[28] 
   1 1 2 1, ,C h t C h t   ，           (7) 

   1 1 2 1* *
1 1 2 2

, ,C h t C h t
n D n D

z z
 


 

  ， (8) 

式中，h1为土层 1 的厚度，h2为土层 2 的厚度。n1、

n2分别为土层 1 和土层 2 的孔隙率。 
在下边界，即在土层系统的底部采用零浓度的 
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边界条件，即 
 2 , 0C H t    ，           (9) 

式中，H 为土层的总厚度，H =h1+h2。 
当土层系统下方含水层的水流流速较大以致能及

时带走渗漏出的污染物时，可以认为其下边界浓度为

0，适宜采用零浓度下边界条件。 

2  模型求解 
为求解方便，将非齐次的边界条件转化为齐次条

件，根据线性方程的叠加原理，上述关于污染物的扩

散问题可表示为下列问题的叠加： 
     
     

1 1 1 0

2 2 2 0

, ,  
, ,  
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C z t z t z C

 
 

 
  

，

。
        (10) 

式中，  1 ,z t 和  2 ,z t 为满足齐次方程的变量，  1 z
和  2 z 为满足非齐次边界的变量。 
2.1 关于    1 2z z ， 的求解 

关于    1 2z z ， 的问题描述如下： 
满足的控制方程为 

   
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           (11) 

具有的边界条件为 
 1 0 1    ，                (12) 

   1 1 2 1h h    。            (13) 

   1 1 2 1* *
1 1 2 2

d d
d d

h h
n D n D

z z
 

   ，   (14) 

 2 0H    。              (15) 

显然，上述方程的通解为 
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 
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。

(16) 

定义参数： 
*

2 2
*

1 1
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n D

 ， 2 d2

1 d1
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1
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1
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D
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2

Rh
D

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由求解条件式（12）～（15）确定方程解的各系

数如下： 
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1 1

1
1 exp 2

B
K 


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  ，       (17) 

  1 11A B    ，               (18) 

      2 2 2exp 2 1 1/A B c         ，      (19) 
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
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
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2.2  关于    1 2, ,z t z t ， 的求解 

关于    1 2, ,z t z t ， 的控制方程如下： 
     
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  (22) 

具有的边界条件如下： 
 1 0, 0t    ，                (23) 

   1 1 2 1, ,h t h t    ，          (24) 

   1 1 2 1* *
1 1 2 2

, ,h t h t
n D n D

z z
  


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 ， (25) 

 2 , 0H t    ；               (26) 

具有的初始条件如下： 
   
   

1 1 0

2 2 0
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，
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          (27) 

为求解方便，引入如下关系式对控制方程（22）
进行简化： 

     , , expi i iz t W z t t       1,2i   。 (28) 

将方程（23）代入控制方程（22）得到 
   2*

2
d

, ,i ii

i

W z t W z tD
t R z

 


 
   1,2i   。 (29) 

 ,iW z t 具有的边界条件如下： 
 1 0, 0W t    ，             (30) 

 2 , 0W H t    ，            (31) 

       1 1 1 2 1 2, exp , expW h t t W h t t    。 (32) 

   1 1*
1 1 1

,
exp

W h t
n D t

z






 

   2 1*
2 2 2

,
exp

W h t
n D t

z



 


 。   (33)

 
初始条件为 

       1 1 0 2 2 0, 0 ,0W z z C W z z C    ，  。 (34) 

考虑到上述关于    1 2, ,W z t W z t， 问题的控制方

程和求解条件与固结问题相类似，在求解时参考文献

[28]的解法，得到满足上述求解条件的解如下： 

     1 0 1
1

, expm m m
m

W z t C g z t B




    ，   (35) 

     2 0 2 2 1
1

, expm m m
m

W z t C g z t B  




     。(36) 
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式中， 

 1
1
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 
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  ，          (37) 
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  。   (38) 

其中，方程解的各系数如下： 
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      (42) 

m 为下列特征方程的正根： 
       sin cos cos sin 0m m m ma c c         。 (43) 

至此，可以写出满足一切求解条件的  1 ,W z t 和

 2 ,W z t 一般解： 
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



 
  

 
  ，  (44) 

 2 0
1 1

, sinm m
m

H zW z t C A
h






 
  

 
  

 2 1exp m mt B        。   (45)

 
将式（44）、（45）代入式（32）、（33）得 

   1 0 1
1 1

, sin expm m m
m

zz t C t B
h

   




 
      

 
 ，(46) 

 2 0
1 1

, sinm m
m

H zz t C A
h

 




 
  

 
  

 1exp m mt B       。     (47)
 将式（46）～（47）和式（16）代入式（10）得到 

   1 0 1
1 1

, sin expm m m
m

zC z t C t B
h

  




 
       

 
  

1 1 1 1
1 1* *

1 1

exp expR RA z B z
D D
    

       
   

  ，  (48) 

   2 0 1
1 1

, sin expm m m m
m

H zC z t C A t B
h

  




 
       

 


2 2 2 2
2 2* *

2 2

exp expR RA z B z
D D
    

       
   

  。(49)
 

在求得上述浓度解的基础上，通过下式可得到 t

时刻，在土层中任一点 z 处的污染物通量 J(z,t)： 

   * ,
, i

i i

C z t
J z t n D

z


 


  。       (50) 

3  与数值方法的比较 

基于上述解析解，笔者编制了相应的计算程序。并

将本文计算结果与著名污染物运移分析软件 POLLUTE 
v7.0 的结果进行了对比。土层 1 和土层 2 的参数取值

参考了文献[29]，见表 1。渗滤液中的污染物初始浓度

C0=1.0 mg/L，土层 1、2 中污染物初始浓度为 0，有机

污染物在土层中的半衰期分别为工况 1（土层 1 的 t1/2= 
10 a，土层 2 的 t1/2=5 a）、工况 2（土层 1 的 t1/2=5 a，
土层 2 的 t1/2=10 a）和对比工况（土层 1 的 t1/2=0.1 a，
土层 2 的 t1/2=0.5 a）。笔者对本文推导的解析解与分析

软件 POLLUTE v7.0 得出的结果进行了对比，结果如

图 2 所示。 
表 1 土层的运移性质参数 

Table 1 Transport parameters for two porous media 

 

 

土层

类别 

孔隙率

n 

D* 

/(m2·s-1) 

ρ 

/(g·cm-3) 

层厚

h/m 

Kd 

/(mL·g-1) 

土层 1 0.32 5.0×10-10 1.79 0.4 0.70 

土层 2 0.40 8.9×10-10 1.62 0.6 0.28 
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图 2 本文计算结果和 POLLUTE v7.0 计算结果的比较 

Fig. 2 Comprison of computed results by proposed model in this  

paper and those by POLLUTE v7.0 

图 2 给出了两种方法得到的土层中污染物浓度分

布曲线，由图 2 可知，曲线部分表示本文解析解的计

算结果，数据点则表示数值计算软件 POLLUTE v7.0
的计算结果。显然，基于本文解得到的污染物浓度分

布曲线与分析软件 POLLUTE v7.0 得到的分布曲线

较为一致，吻合得很好。这说明了本文解析解的合理

性和可靠性。 

4  参数敏感性分析 
首先考虑有机污染物在土层中的纯扩散问题，即

此时有机污染物的半衰期趋于无穷大，也就是土壤中

不存在有机污染物的降解（工况 5）。为了研究降解对

有机污染物扩散的影响，笔者选取了表 2 中不同工况

的降解半衰期参数，分析了这些参数的不同组合。 
表 2 不同工况下降解半衰期参数 t1/2取值 

    Table 2 Degradation half-lives for different cases    a 

土层类别 参考

工况 
工

况 1 
工

况 2 
工

况 3 
工

况 4 
工

况 5 
土层 1 10 10 5 10 ∞ ∞ 
土层 2 10 5 10 ∞ 10 ∞ 

图 3 比较了不同半衰期时在 z =0.4 m 处有机污染

物浓度的随时间变化曲线。从图 3 可知，有机污染物

的降解对其浓度变化曲线影响很大。在 z = 0.4 m 处，

有机污染物浓度随污染物半衰期的减少而减少，随生

物降解的强度增强而减少。对比参考工况、工况 5 可

以得出，在 10 a 前，生物降解的影响并不显著，但 10 
a 之后其影响逐渐增大。在 10 a 时，工况 5 的有机污

染物浓度为 0.11 mg/L，而参考工况的污染物浓度此时

为 0.07 mg/L，差距并不明显；在 50 年时，工况 5 的

有机污染物浓度则达到了 0.38 mg/L，此时参考工况的

有机污染物浓度仅为 0.14 mg/L。两者相差近三倍。工

况 1、2 分别有部分土壤的生物降解强度要大于参考工

况的强度，而在 z = 0.4 m 处，50 a 时工况 1、2 的有

机污染物分布浓度（分别为 0.12 mg/L，0.08 mg/L）
均小于参考工况的分布浓度（0.14 mg/L）。对比工况 1
和工况 3，工况 2 和工况 4 都能看出这种变化。这些

结果表明，生物降解对有机污染物的浓度分布可以产

生显著的影响，随着生物降解作用的增强，土中的有

机污染物分布浓度会随之下降。 

 
图 3 不同工况下 z = 0.4 m 处污染物浓度随时间变化曲线 

Fig. 3 Variation of concentration at z =0.4 m with time for 

 different cases 

图 4 则给出了生物降解对土壤衬垫底部有机污染

物通量的影响曲线。类似浓度分布曲线的情形，有机污

染物的生物降解对通量变化曲线的影响也非常大。从图

4 可知，在同一时刻，不同强度的生物降解条件下，有

机污染物的通量有很大差异。并且随着生物降解活动的

增强，通量呈急剧下降趋势。在 100 a 时，参考工况下

的土壤衬垫底部通量值约为 2×104 （mg·ha-1·a-1），工况

5 的底部通量值为 7.5×104 （mg·ha-1·a-1），考虑降解与

不考虑降解情形两者的结果相差近 4 倍。生物降解作

用最强烈的工况 2，土壤衬垫底部通量值仅约为 1.0× 
104 （mg·ha-1·a-1）。 

图 5 给出了 20 a 后在几种不同工况下土层中有机

污染物的浓度分布曲线，同样类似在某点处得浓度分

布变化得到的结论。不考虑降解参数的工况 5 的有机

污染物在土层中的浓度分布是最高的，而生物降解强

度最高的工况 2 有机污染物的浓度分布值是最低的，

降解作用强度适中的参考工况，有机污染物的浓度分

布值在诸多情况下也是居中的。这都说明，随着生物

降解作用的增强，土壤中的有机污染物的浓度分布是

逐渐减少的。生物降解作用越弱，有机污染物的浓度

分布就越高。反之，生物降解强度越强有机污染物的

浓度越低。 
通过对比工况 1、2 和参考工况，发现土层 1 的降

解参数对整个土层的浓度分布影响更明显，即增强土
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层 1 中的生物降解作用强度，可以更有效地降低土壤

中的有机污染物的浓度分布。增强土层 2 中的生物降

解作用强度，有机污染物的浓度分布曲线变化相对不

显著。同样，对比工况 3、4、5，也能得出相同的结

论。所以，有机污染物的浓度分布对土层 1 中的降解

参数更敏感。 

 
图 4 不同工况下土层底部污染物通量变化曲线的比较 

Fig. 4 Variation of bottom flux with time for different cases 

 
图 5 20 a 后在不同工况下土层中有机污染物的浓度分布曲线 

Fig. 5 Soil concentration profiles of 20 years for different cases 

5  结    论 
本文建立了有机污染物在双层介质中的一维扩散

模型，同时考虑了有机污染物在土壤衬垫中的降解作

用，针对零浓度的下边界条件，推导了模型的解析解。

与数值模型的比较说明了本文模型的合理性和有效

性。 
基于得到的解析解，分析了降解作用对有机污染

物在成层介质中的运移影响与相关参数的敏感性。结

果表明有机污染物的降解作用能对污染物的运移产生

显著影响，并能有效地减少有机污染物在土壤衬垫系

统中的浓度和底部通量。上层土壤中的降解作用对提

高整体的防污性能更有效，能更显著地减少有机污染

物的浓度。 
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