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一个考虑剪胀性和应变软化的土体非 
线性弹性模型 

陈  成，周正明 

（中国科学院武汉岩土力学研究所 岩土力学与工程国家重点实验室，湖北 武汉 430071） 

摘  要：区别于金属等材料，土体具有压硬性和剪胀性两个基本性质，为非胡克材料，其应力应变关系也区分为应变

硬化型和软化型两种。针对三轴排水剪切试验情况，提出了一种新的剪切曲线描述模式和一种新的体变曲线描述模式，

两种描述模式均包含 4 个参数，各参数的物理意义明确且容易确定。结合沈珠江提出的三参数非线性弹性模型，初步

提出了一种修正模型。利用一组三轴排水剪切试验数据对提出的修正模型进行了验证，结果表明，该修正模型能较准

确地反映土体的应变软化特性和剪胀性，同时还可以描述土体小应变条件下表现出的刚度高度非线性和高模量特征。 
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Nonlinear elastic model for soils incorporating both dilatancy and           
strain softening 
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Sciences, Wuhan 430071, China) 

Abstract: Different from the metal and other materials, the soils have two basic propertios: pressure-sensitivity and dilatancy, 

and they do not obey the Hook’s law. Their stress-strain relationship is also divided into two types: the strain hardening and 

strain softening. For drained triaxial shear tests, a new shear curve describing mode and a new volume deformation curve 

describing mode are proposed respectively. Each mode contains four parameters, and the physical meaning of each parameter is 

clear and easy to identify. Combined with the three-parameter nonlinear elastic model by Sheng Zhu-jiang, a modified model is 

proposed initially. The modified model is verified by the data of a set of drained triaxial shear tests. The results show that the 

modified model can reflect both strain softening and dilatancy of soils reasonably. In addition, it can also describe the features 

of soils at small strain state, high nonlinearity of stiffness and high modulus accurately. 

Key words: nonlinear elastic model; strain softening; dilatancy; small strain 

0  引    言 
相较金属等其他材料，土具备压硬性和剪胀性两

个基本性质[1]，即所谓的应力球张量–应变偏张量和

应力偏张量–应变球张量之间存在交叉影响效应。受

这种交叉效应的影响，土体的应力应变关系可以区分

为应变强化型和应变软化型两种基本类型。一般而言，

剪切过程中，若土体出现剪缩现象，其应力应变关系

往往对应为应变硬化型；若表现为剪胀，其应力应变

关系对应为应变软化型。为了描述土体复杂的力学变

形特性，各国学者经过不懈努力提出了各种不同的本

构模型。 

为了描述土体的剪胀特性，大量学者进行了研

究。如基于塑性理论的沈珠江双屈服面模型[2]，殷宗

泽双屈服面模型[3]等。然而多重屈服面的设置增加了

模型复杂性并限制了这类模型的推广。相比之下，非

线性弹性模型因其简洁直观，物理意义明确，参数容

易确定等优点在工程实践中得到了广泛的应用。例如

基于双曲线应力应变关系描述的 Duncan-Chang（D-C）
模型[4-5]。然而，D-C 模型是基于广义胡克定律推导得

到的，无法反应土体的剪胀特性。为此，一些学者开
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展了相关的研究，如沈珠江基于初应变法提出的三参

数（切线单轴压缩模量、杨氏模量和剪胀系数）模型[6]；

陈展林等基于 Rowe 剪胀方程提出的三参数（体变模

量、剪切模量和剪胀模量）剪胀模型[7]等。另外，相

较硬化型应力应变关系，如双曲线型应力应变关系，

软化型应力应变关系的研究开展较少，较突出的有沈

珠江提出的三次驼峰型曲线[8]，然而该曲线无法准确

反应土体变形特征，特别是无法描述小应变情况下土

体刚度的高度非线性和高模量等特征。 
针对三轴排水剪切情况，本文提出了一种能反映

应变软化特性的剪切曲线描述模式和能反映剪胀特性

的体变曲线描述模式，并在此基础上对沈珠江提出的

三参数模型进行了修正。 

1  沈氏三参数模型 
为了在非线性模式下考虑土体的剪胀性，沈珠江

建议把剪胀应变当作初应变来处理，提出了一种三参

数模型，模型的具体形式为 
        0D         ，    (1) 

式中，   T
0 d d d/ 3 / 3 / 3 0 0 0        ，

d     i 表示剪切引起的体应变，  为剪胀系

数， i 为与偏应力对应的广义剪应变，即 
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轴对称条件下，利用室内常规 K0压缩试验（CT）
和三轴排水剪切试验（TST-CD），可以确定表达式（1）
中的参数，即 
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式中， t 1 1d / dM   ， t 1 3 1d( ) / dE     分别压缩试

验和三轴排水试验中定义的切线单轴压缩模量和切线

杨氏模量； t 为三轴排水试验中体积应变增量与轴向

应变增量的比值，即 t v 1d / d   。 

 

2  应力应变关系拟合 
通过拟合常规压缩试验得出的压缩曲线 1 1 

以及常规三轴试验得出的剪切曲线  1 3 1    和体

变曲线 v 1  ，可以很容易地求出上述模型中的 3 个

参数 tM ， tE 和 t 。 
2.1  压缩曲线拟合 

本文采用幂曲线对压缩曲线进行拟合，即 
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利用式（6）求导可得 
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式中， aP 为大气压力， 1 m ，  1 1 mm k 分别为双

对数坐标下压缩曲线 1 1  的斜率和截距，由此可求

出m 和 mk 。 
2.2  剪切曲线拟合 

不同于驼峰型曲线，本文提出如下表达式来拟合

三轴排水条件下的剪切曲线  1 3 1    和体变曲线

v 1  ，即 
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图 1 为上述曲线的示意图。相较于沈珠江提出的

三参数驼峰型曲线，本文提出的新的应力应变关系涉

及 4 个待定参数，因而其拟合精度更高，特别是在描

述土体小应变（10-5～10-2）情况下表现出的刚度高度

非线性和高模量等特性方面。图 2 为一组高质量的原

位伦敦黏土的应力应变关系[9]拟合结果。可以看出，

本文提出的新的应力应关系的拟合精度明显优于驼峰

型曲线。 

图 1 剪切曲线和体变曲线示意图 

Fig. 1 Illustration of shear curve and volume deformation curve 
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图 2 伦敦黏土的应力应变关系拟合结果 

Fig. 2 Fitting results of stress-strain relation of London clay 

对表达式（8）、（9）求导可得 
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式（8）中参数 1a ， 1b ， 1c 和 1d 与初始切线模量

maxE 、残余强度 rq 、峰值应变 1p 和峰值强度 qf 之间

有下列关系： 
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式（9）中参数 2a ， 2b ， 2c 和 2d 与最大体应变 vm ，

与 vm 相应的 1m 、和残余体应变 vr 之间有下列关系： 
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另外，剪切曲线  1 3 1    的峰值点 p 往往对

应着最小的体应变变化率 p点[10]，如图 1 所示，即 
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通过建立 1a ， 2a 等 8个参数与初始切线模量 maxE ，

残余强度 rq 等值之间的关系，表达式（12a）～（12d）、
（13a）～（13d）赋予了 1a ， 2a 等 8 个参数具体的物

理意义。下面将给出 maxE ， rq 等参数的确定方法。 
ref 0.5

max ref ( / )E E p p   。      (14) 

式中  refp 为参考应力，一般可取为 100 kPa； refE 为

参考应力 refp 下对应的初始切线模量； refE 可通过共

振柱（Resonant Column，RC）、弯曲元（Bender 
Elements，BE）等动力试验获取，也可通过具备局部

变形测量装置（LDT）的静力三轴试验确定。 
1 3 a( / )p a b P      ，        (15) 

式中， a，b 分别为曲线 3 a/ P – 1p 的截距和斜率，

可通过常规三轴试验确定。 
3

f
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
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
  ，      (16) 

式中， c ， 分别为土体剪切破坏时的黏聚力和内摩

擦角，可通过常规三轴试验确定。 
1m 3 a( / )d e P     ，         (17) 

式中， d ， e分别为曲线 3 a 1m/ P  的截距和斜率，

可通过常规三轴试验确定。 

vm 3 a( / )P      ，          (18) 

式中，ln ， 分别为曲线 3 a vmln( / ) lnP  的截距和

斜率，可通过常规三轴试验确定。 
另外，残余强度 rq 和残余体应变 vr 分别为轴向应

变趋于无穷大时的偏应力和体应变，此时土体进入临

界状态，因而可以利用临界状态土力学理论进行求解。

对于排水三轴试验，有 
r 03 /(3 )q Mp M    ，        (19) 

式中， 0p 为初始平均应力，M 为 p q 平面内临界状

态线的斜率，可通过常规三轴试验确定。当然，对于

不同的应力路径， rq 的表达式并不相同，因而必须根

据具体的应力路径进行推导。另外，对于 vr 可通过临

界孔隙比 cre 以及孔隙比与体积应变之间的关系[11]确

定，即 
 cr rlne N p    ，         (20) 
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式中  e0 为土体初始孔隙比，pr 为临界状态下土体所

受的平均应力，可利用 pr = qr/M 确定；λ 为 ecr - lnpr

平面内临界状态线的斜率；N 为 pr = 1kPa 时的临界孔

隙比。，N 可通过常规三轴试验确定。 
至此，模型的所有参数均具备了明确的物理意义，

模型参数及其确定方法参见表 1。 

3  单元试验验证 
对一组密实的渥太华砂（Ottawa sand）的排水三

轴压缩试验结果[12]进行模拟，以验证模型的有效性。

试验材料的基本物性指标参见表 2。试验的初始围压
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分别为 200，500，800 kPa，试验的剪切曲线和体变曲

线参见图 3。 
表 1 模型参数汇总 

Table 1 Summary of model parameters 

曲线类型 压缩曲线 剪切曲线 体变曲线 

模型参数 1 Mt Et μt 

模型参数 2 — 
Emax, qr 

ε1p, qf 

εvm, 

ε1m, εvr  

材料常数 m, km  Eref 
a,b, c,φ 

M, N, λ 

d, e,  

α, β 

确定方法 CT RC TST TST 

图 3 渥太华排水三轴压缩砂试验结果 

Fig. 3 Results of drained triaxial compression tests on Ottawa sand 

根据试验结果，利用表达式（15）～（21）求出

相应的模型参数值，参见表 3 和图 4。利用这些参数

拟合试验测出的剪切曲线和体变曲线，如图 3 所示。

可以看出，拟合值与实测值基本重合，较好地描述了

土体三轴排水剪切试验中出现的应变软化现象和体积

剪胀现象。初步验证了模型的合理性。 
表 2 试验材料物性指标 

Table 2 Physical indices of test materials 

级配指标 初始孔隙比 e0 界限孔隙比 比重 

Gs Cu Cc 200 500 800 emax emin 

2.65 1.66 1.02 0.53 0.54 0.59 0.74 0.52 

表 3 渥太华砂的模型参数 

Table 3 Model parameters of Ottawa sand 

a b d e α β 

0.0057 0.0388 0.002 0.0048 0.0024 0.3821 

M c/kPa φ/(°) N  λ Eref/kPa 

1.1 0 37.9 0.7761 0.0191 475 

图 4 模型参数确定 

Fig. 4 Determination of model parameters  

4  结    语 
在非线性弹性模型研究范畴内，本文在沈氏三参

数模型基础上，针对三轴排水剪切试验条件，提出了
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一种新的剪切曲线描述模式和一种体变曲线描述模

式。前者可以准确地描述土体的应变软化特性，同时

还能反映小应变情况下刚度的高度非线性和高模量等

变形特征；后者可以准确地反映土体的剪胀特性。通

过对一组单元试验的模拟，初步验证了模型的合理性。

当然，模型的适用性还需进一步对不同具体工程实例

的计算来加以检验。 
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