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摘  要：考虑真空度沿竖井的发展是一个深度的函数，同时堆载所引起的附加应力既随时间变化也随深度变化，还考

虑了地基的径竖向渗流以及扰动区土体水平渗透系数的 3 种变化模式，推导了真空联合堆载预压下竖井地基固结度的

一个较普遍的解析解，并分析了在真空度沿竖井线性下降，堆载线性施加和附加应力沿深度梯形分布等情况下的地基

固结性状。结果表明，荷载线性施加时，真空度对地基固结度有较大影响，真空度越大，沿深度衰减越慢，固结越快；

而在荷载瞬时施加时，真空度对固结度没有影响。在地基井径比和水平渗透系数与竖向渗透系数之比较小时，地基的

竖向渗流对地基的固结度有较大的影响。 
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 Analytical solution for consolidation of vertical drains by vacuum-surcharge 
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Abstract: A general analytical solution is obtained for the consolidation of vertical sand foundation under vacuum preloading 

considering simultaneously the variation of vacuum degree, the coupled variation of stress increment with depth and time, the 

horizontal and vertical drainage and the variation of horizontal permeability coefficient of soil. Furthermore, detailed solutions 

are obtained for the excess pore water pressure and average degree of consolidation under the particular situation that the 

vacuum degree linearly changes along the vertical drain depth, the stress increment linearly changes along the column depth 

and the loading is applied in a single-stage way. Finally, the consolidation behavior of the vertical drain foundation is analyzed. 

The results show that if the loading is applied linearly, consolidation degrees of foundation have something to do with the 

vacuum degree, the larger the vacuum is, the faster the consolidation is, the slower the reducing of vacuum is, the faster the 

consolidation. If the loading is applied instantaneously, consolidation degrees of foundation have nothing to do with the vacuum 

degree. Ignoring the vertical flow within the soil will under-estimate the consolidation rate. Furthermore, the less the radius 

ratio is and the less the ratio of horizontal permeability to vertical permeability is, the greater the under-estimated value is. 
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0  引    言 
真空预压法是由瑞典皇家地质学院 Kiellman[1]在

1952 年提出的一种有效的软土地基处理方法，并可与

堆载预压联合应用。要达到相同的处理效果，真空联

合堆载预压可有效减小所需的堆载荷载；并且真空预

压时土体的有效应力是等轴增大的，对应的侧向变形

表现为向内压缩，因此可有效降低地基剪切破坏的风

险。 
在早期的研究中，真空预压被当作均匀分布在地
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基表面的作用力，但试验表明，真空度会沿着竖井向

地基深处传递，但真空度不断减小[2]。Indraratna 等[3-4]

考虑了这一因素，推导了只考虑地基径向渗流情况下

地基的固结解析解。Rujikiatkamjorn 等[5]考虑了地基

的径向和竖向组合渗流，得到了解析解，但假设真空

度沿竖井深度均匀分布。 
在目前的研究中，均假设堆载是瞬时施加的，并

且其所产生的附加应力沿深度不变。但实际上堆载施

加往往需要经过一段时间，所产生的附加应力也是沿

深度变化的。 
针对以上情况，本文考虑真空度沿竖井的发展是

一个深度的函数，同时考虑堆载所引起的附加应力既

随时间变化也随深度变化，还考虑了地基的径竖向渗

流以及扰动区土体水平渗透系数的 3 种变化模式，推

导了真空联合堆载预压下竖井地基固结度的一个较普

遍的解析解。并分析了在真空度沿竖井线性下降，堆

载线性施加和附加应力沿深度梯形分布情况下的地基

固结性状。 

1  固结方程及求解条件 
图 1 为真空联合堆载预压下砂井地基固结简化模

型。在本文的推导过程中，做了以下假定：①土体是

完全饱和的；②土颗粒和水都不可压缩，土体的变形

完全由孔隙水的排出引起；③土体压缩模量以及竖向

渗透系数保持不变；④土中水的渗流服从 Darcy 定律；

⑤等应变条件成立；⑥真空预压瞬时施加，在砂井中

沿深度的传递函数为 ( )p z ；⑦堆载在地基中引起的

附加应力为深度和时间的函数 ( , )z t 。 

 

图 1 真空联合堆载预压竖井地基固结简化模型 

Fig. 1 Simplified model for consolidation of vertical drains by  

..vacuum-surcharge preloading 

根据等应变条件，有 
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式中  v 为地基竖向应变； sE 为土体压缩模量； ( )q t
为上部荷载；u为土体任一深度处的平均超静孔压，
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式中， wr 为砂井半径， er 为砂井影响区半径，u为土

体任一点的超静孔压。 
砂井地基的固结方程为 
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式中  vk 为土体竖向渗透系数； m ( )k f r 为土体水平向

渗透系数，其中 mk 为未扰动区水平渗透系数， ( )f r 为

描述渗透系数随 r变化的函数。 
其径向边界条件为 
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将式（3）两边对 r积分，并利用边界条件式（4）
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再将式（6）两边对 r积分，并利用边界条件式（5）
可得 
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将式（7）代入式（2）可得 
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将式（1）代入式（8）并整理可得 
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式（9）即为本文真空联合堆载预压下砂井地基固

结问题的控制方程，其边界条件为 

 0 : 0z u p    ；      (10) 

: 0uz H
z


 


  。        (11) 
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初始条件为 
 0 : ,0t u z    。        (12) 

 

2  方程求解 
设控制方程式（9）的解的形式为 
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式（13）已经满足边界条件式（10）、（11），将其

代入初始条件式（12），有 
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将式（14）两边同乘以sin M z
H
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并在 0, H 上对

z积分，并利用三角级数的正交性可得 
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同样将式（17）两边同乘以sin M z
H
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并在 0, H

上对 z积分，并利用三角级数的正交性可得 
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A，B同前文，代入式（20）得 
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式中， vc 为竖向固结系数， v s v wc E k r 。 
式（18）为关于 ( )mT t 的一阶线性微分方程，式（15）

为其定解条件，其解可写为 
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将式（23）代入式（13）可得 
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由式（7）、（8）可得地基任意一点孔压为 
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将式（24）代入式（25）可得 
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按应力定义的总平均固结度可表示为 

p
( )
( )
tU 





 

 ，           (27) 

式中， ( )t  为 t时刻地基土的有效应力增量， ( )  
为地基土最终有效应力增量。 

根据有效应力原理可得 
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令 t，则 u  ， ( , ) ( )u z t p z ， u 为外

部荷载达到最终值后在地基中产生的附加应力。可得

地基最终有效应力增量为 
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于是可得应力定义的总平均固结度为 
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 
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按变形定义的总平均固结度可表示为 
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令 t，同样有 u  ， ( , ) ( )u z t p z ，可

得地基最终沉降为 

 u0
s

1 ( ) ( ) d
H

S z p z z
E

    。   (34) 

于是可得变形定义的总平均固结度为 

 
0 0

s

u0

( , )d ( , )d

( ) ( ) d

H H

H

z t z u z t z
U

z p z z










 


 。   (35) 

可见按应力定义的固结度与按变形定义的固结度

相等。 

3  特例求解 
（1）如真空度不随深度变化，堆载引起的地基附

加应力不随时间和深度变化，即有 
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将式（36）代入式（24）、（26）、（31）可得地基

某一深度处的平均孔压、地基任意一点的孔压以及地
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式（37）、（38）即为 Rujikiatkamjorn 在文献[5]给出的

解，这验证了本文解的正确性。 
（2）如果真空度不随深度变化，堆载瞬时施加，

在地基中的附加应力呈梯形分布，如图 2 所示。即有 
0

u T T B

( ) (0)  

( , ) ( ) ( )  

p z p p
zz t z
H

    

  



    

，

，
 (40) 

式中， T ， B 分别为砂井地基顶面和底面的附加应

力。 

图 2 地基附加应力沿深度分布图 

Fig. 2 Additional stress in soil along depth 

将式（40）代入式（24）、（26）可得径向平均孔

压及任意一点孔压为 

0
1

2e( , ) sin
mt

m

Mu z t p z
M H





     
 

   

1 T B
0 T( ) ( 1)mp

M
 

       
 ，   (41) 

2
e 0 0

2 2
1e w a

( ) ( ) 2e( , , ) sin
( )

mt

m

r A r B r Mu z r t z
r r F M H





      
  

1 T B
0 T 0( 1)mp p

M
 

        
( )  。  (42) 

又有 

 u T T B 00 0
( ) ( ) d ( ) d

H H zz p z z p z
H

           

 T B 02
2
H p      ，            (43) 

T T B0 0
( , )d ( ) d

H H zz t z z
H

           

         T B( )
2
H

     ，        (44) 

  0 20
1

2 e, d
mtH

m

Hu z t z Hp
M





        

1 T B
0 T( ) ( 1)mp

M
 

       
  。    (45) 

将式（42）、（43）、（44）代入式（31）可得地基

的固结度为 

2
1T B 0

4 e1
( 2 )

mt

m
U

p M



 





  
    

     1 T B
0 T( ) ( 1)mp

M
 

       
 。  (46) 

（3）如堆载瞬时施加，附加应力呈梯形分布，真

空度沿深度线性减小，如图 3 所示。即有 

 

u T T B

( ) (0) (0) ( )  

( , ) ( ) ( )  

zp z p p p H
H

zz t z
H

    

   

   


，

，

     (47) 



第 6 期                     郭  彪，等. 真空联合堆载预压下竖井地基固结解析解 

 

1049

式中， (0)p ， ( )p H 分别为砂井顶面和底面的真空度。 

 

图 3 砂井真空度沿深度分布图 

Fig. 3 Vacuum degree of vertical drains along depth 

将式（47）代入式（24）、（26）可得地基某深度

的平均孔压及地基任意一点孔压为 

1

2( , ) (0) sin
m

Mu z t p z
BM H





     
 

  

1 ( )( 1) (1 e )mtm p p H
M

    


(0)  

1 T B
0 T( ) ( 1) e mtmB p

M
 

          
。(48) 

 ( , , ) (0) (0) ( ) zu z r t p p p H
H

      


2

1e 0 0
2 2

1e w

( ) ( ) 2 sin ( 1)
( )

m

m

r A r B r M z
r r Fa BM H






         
  

 1
0 T

(0) ( ) (1 e ) ( ) ( 1)mt mp p H B p
M

  
       

 T B e (0) ( )mt zp p H
M H

         
 。 (49) 

又有 

 u0
( ) ( ) d

H
z p z z    

T T B0
( ) (0)

H z p
H

      

 (0) ( ) dzp p H z
H

   

 T B (0) ( )
2
H p p H      ，   (50) 

20
1

2( , )d (0)
H

m

Hu z t z Hp
BM





     

1 (0) ( )( 1) (1 e )mtm p p H
M

    


 

1 T B
0 T( ) ( 1) e mtmB p

M
 

          
 。 (51) 

将式（44）、（50）、（51）代入式（31）可得地基

固结度为 

 
T B

T B

2 (0)
(0) ( ) 2

U p
p p H

 
 

  
   

 

1
2

1

2 (0) ( )( 1) (1 e )mtm

m

p p H
BM M








   


   

1 T B
0 T( ) ( 1) e mtmB p

M
 

          
 。 (52) 

（4）如真空度沿深度线性减小，堆载单级线性施

加，附加应力呈梯形分布，如图 4 所示。 

 

图 4 地基中附加应力随时间和深度变化图 

Fig. 4 Variation of additional stress in foundation with time and  

..depth 

堆载引起的附加应力可写成 

T T B c
c

T T B c

( )     )
( , )

( )   ( )

z t t t
H tz t
z t t
H

  


  

      
   

，(

。

，

 (53) 

其中， T ， B 分别为堆载达到最终值时砂井地基顶

面和底面的附加应力， ct 堆载达到最终值的时间。 
在初始时刻： 

 0 : ,0 0t z    。    (54) 

将式（47）、（53）、（54）代入式（24）、（26）可

得砂井地基某深度处的超静孔压和地基任意一点的超

静孔压表达式为 
当 ct t 时： 

1

2e( , ) 0 sin
mt

m

Mu z t p z
BH H





     
 

( )  

1 1
T2

c

(0) ( )( 1) ( ( 1)m mp p H BHH
M t M

       


 

T B 1) (e 1) (0)mt

m

HBp
M M

 


   


  ，  (55) 

 ( , , ) (0) ( ) (0)zu z r t p p H p
H

     

 
2

e 0 0
2 2

1e w a

( ) ( ) 2(0) ( )
( ) m

r A r B r zp p H
r r F H BH





     
 



1
T2

c

(0) ( )sin ( 1)mM p p H BHz H
H M t M

      
 

 

1 T B 1( 1) (1 e ) (0) em mt tm

m

HBp
M M

  


       
 

。 

(56) 
当 ct t 时， 
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 1

1

2( , ) (0) sin ( 1)m
m

Mu z t p z
BH H






      
 

  

1
T2

c

(0) ( ) (1 e ) ( 1)mt m

m m

p p H H BH
M M t

 
 

        

 T B e e (0) em c m mt t t tHBp
M M

               
，(57) 

 ( , , ) (0) ( ) (0)zu z r t p p H p
H

     

 
2

e 0 0
2 2

1e w

( ) ( ) 2(0) ( )
( ) m

r A r B r zp p H
r r Fa H BH





     
 

  

  1
2

(0) ( )sin 1 (1 e )m
m t

m

M p p H Hz
H M




       

 
 

1 T B
T

c

(0) e ( 1)mt m

m

H BHBp
M M t M

  



        

 

  ce em mt t t        。                (58) 

固结度求解： 

 u T T B0 0
( ) ( ) d ( )

H H zz p z z
H

        

 (0) (0) ( ) dzp p p H z
H
  

 

 T B (0) ( )
2
H p p H       。   (59) 

当 ct t 时， 

T T B0 0
c

( , )d ( ) d
H H z tz t z z

H t
             

       T B
c

( )
2
H t
t

    ，         (60) 

 1

0
1

2( , )d (0) ( 1)
H m

m
u z t z Hp

BM






    

1 T B
T2

c

(0) ( ) ( 1)mp p H BHH
M t M M

 
        
 

 

     1 1 e (0) em mt t

m

HBp
M

 


    


( )   。    (61) 

将式（59）、（60）、（61）代入（31）可得 

p T B
T B c

2 ( )
(0) ( ) 2

tU
p p H t

 
 


  

   

1
T2

1 c

2 (0) ( )(0) ( 1)m
m

p p H Bp
BM M t M








    
  

1 T B 1 (0)( 1) (1 e ) em mt tm

m

Bp
M M

  


       
 

。 

(62) 
当 ct t 时 

0
1

2e( , ) d (0)
mtH

m
u z t z Hp

BM





       

  1
2

(0) ( )( 1) (1 e )mtm

m

p p H H
M




 

  


 

1 T B
T

c

(0) e ( 1)mt m

m

H BHBp
M M t M

  



        
  e em c mt t t        。            (63) 

将式（44）、（59）、（63）代入（31）可得 
T B

p
T B

( )2
(0) ( ) 2

U
p p H

 
 

 
   

 

1
2

1

2 (0) ( )(0) ( 1)m
m m

p p Hp
BM M 






 
  


  

 T
c

(0)(1 e ) em mt t

m

Bp B
M M t

  


         

 c( )1 T B( 1) e em mt t tm

M
              

。  (64) 

4  水平渗透系数的几种模式 
本文考虑土体水平渗透系数的 3 种模式，如图 5

所示。3 种模式均将土体分为涂抹区和未扰动区，不

同的是模式 1 认为涂抹区水平渗透系数保持不变，如

图 5（a）；模式 2 假设涂抹区水平渗透系数随 r线性

增大，如图 5（b）；模式 3 认为涂抹区水平系数随 r增
大而呈抛物线变化，如图 5（c）。 

 

图 5 影响区土体水平渗透系数 

Fig. 5 Horizontal permeability coefficient in influence zone 

根据参考文献[6，7]，3 种模式下 aF 值分别为： 
模式 1 中， 

2

a 2 2 4

3 1 1 1ln 1
1 4 4

nF n
n n n 

           
 

2 4

2 4

1 1ln
4

s ss
n n

  
   

 
  ，          (64) 

式中， e w/n r r ， s w/s r r ， n m0 / 1k k ＜ ＜ ， sr 为
涂抹区半径， nk 为砂井与土体交界面处土体水平渗透

系数， mk 为未扰动土体的水平渗透系数。 
模式 2 中， 



第 6 期                     郭  彪，等. 真空联合堆载预压下竖井地基固结解析解 

 

1051

2 2

a 2 2

1 ( 1)ln
1 1 (1 )

n s sF s
n s n


 
  

  
  

 

2 2 4

2( 1)( 1) 1 2( 1)ln
(1 ) (1 )

s s s
n n


  

  
 

 
 

3 2

4 2

1 1 ( 1)( 1)
3 2 (1 )

s s s s
n




    
     

 

2 2

2

1 ( 1)( 1) ( 1) 1ln
2 1 (1 )

s s s s 
  

    
     

 

2 2 2 2 2 4

4 4

( )(1 ) 3 4ln
(1 ) 4 4

n s s n n s s
n s n

  
   

 
。 (65) 

模式 3： 

 
2 2 4

a a
a 22 1

n a F n FF
n

 



  ，           (66) 

式中，
2

2
a 2 2 2 2 2 4 2

1 1 1ln
2 2
sF s s

a b s a b b s
 

        
 

1
2

bs  

2
2

2 4

1ln
2 2
a abcsb

n b


 
   

  

1 3
2

bs  
 

2
2 3ln

2 2
a abcsb 

 
   

  
，

2
2

a 2 2 2

11 sF a
n a b

      
 

 ln s    

2

2 2 2

1 3ln ln
2 4
bcs n s

n b a s n
       

 
 

4

44
s
n

， 1/(1 )ia   ， 1/( 1)b s  ， ln[( 1) /c a   

( 1)]a  。 

5  地基固结性状分析 
图 6～8 是附加应力分布形式对砂井地基固结度

的影响。从图中可以看出，竖井地基顶面的附加压力

越大，固结越快，底面附加应力越小，固结越快。附

加应力呈正三角形分布时固结最慢，呈倒三角形分布

时固结最快。并且还可以看出当土体水平渗透系数为

模式 3 时，固结最快，模式 2 次之，当水平渗透系数

为模式 1 时，固结最慢。 

 

图 6 附加应力分布形式对固结度的影响(模式 1) 
Fig. 6 Influence of additional stress distribution on consolidation  

rate (pattern 1) 

图 7 附加应力分布形式对固结度的影响(模式 2) 

Fig. 7 Influence of additional stress distribution on consolidation  

.rate (pattern 2) 

图 8 附加应力分布形式对固结度的影响(模式 3) 
Fig. 8 Influence of additional stress distribution on consolidation  

rate (pattern 3) 

图 9～11 是加荷历时对砂井地基固结的影响。可

以看出，在最终荷载相同的情况下，达到最终荷载的

时间越长，固结越慢。当 0hcT  时，为荷载瞬时施加，

固结最快。 

图 9 加荷历时对固结度的影响(模式 1) 
Fig. 9 Influence of hcT  on consolidation rate (pattern 1) 

 

图 10 加荷历时对固结度的影响(模式 2) 
Fig. 10 Influence of hcT  on consolidation rate (pattern 2) 
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图 11 加荷历时对固结度的影响(模式 3) 
Fig. 11 Influence of hcT  on consolidation rate (pattern 3) 

图 12～14 是真空度对砂井地基固结的影响。可以

看出，真空度对砂井地基固结的影响是跟堆载加荷历

时相关的。在荷载瞬时施加时，真空度的大小对砂井

地基的固结度没有影响；荷载逐渐施加时，真空度越

大，砂井地基固结越快。并且加荷历时越长，真空度

对固结度影响越大。 

图 12 真空度对固结度的影响(模式 1) 
Fig. 12 Influence of vacuum degree on consolidation rate 

(pattern 1) 

图 13 真空度对固结度的影响(模式 1) 
Fig. 13 Influence of vacuum degree on consolidation rate   

(pattern 1) 

图 14 真空度对固结度的影响(模式 1) 
Fig. 14 Influence of vacuum degree on consolidation rate 

(pattern 1) 

图 15～17 是真空度沿深度的衰减数速度对竖井

地基固结的影响。可以看出，与真空度对地基固结度

的影响类似，真空度沿深度的衰减速度对地基固结度

的影响也是与堆载加荷历时相关的。在荷载瞬时施加

时，真空度的衰减率对砂井地基的固结度没有影响；

荷载逐渐施加时，真空度衰减越慢，砂井地基固结越

快。并且加荷历时越长，对固结度影响越大。 

图 15 真空度下降率对固结度的影响(模式 1) 

Fig. 15 Influence of reducing rate of vacuum degree on  

..consolidation rate (pattern 1) 

图 16 真空度下降率对固结度的影响(模式 1) 

Fig. 16 Influence of reducing rate of vacuum degree on  

..consolidation rate (pattern 1) 

 

图 17 真空度下降率对固结度的影响(模式 1) 

Fig. 17 Influence of reducing rate of vacuum degree on  

..consolidation rate (pattern 1) 

由此可知，在荷载瞬时施加时，无论是否采用真

空预压，真空度或大或小，其沿深度的衰减速度或快

或慢，固结度始终不变。而荷载逐渐施加时，采用真

空联合堆载预压比只采用堆载预压固结要快，真空度
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越大，沿深度衰减越慢，固结越快。并且荷载加荷历

时越长，其对固结度的影响越大。 
图 18～20 是地基深度与砂井影响区半径之比

eH r 对砂井地基固结度的影响。从图中可以看出，

eH r 越小，地基固结越快，与不考虑地基竖向渗流时

的差别越大。 

 

图 18 eH r 对固结度的影响(模式 1) 

Fig. 18 Influence of eH r  on consolidation rate (pattern 1) 

 

图 19 eH r 对固结度的影响(模式 2) 

Fig. 19 Influence of eH r  on consolidation rate (pattern 2) 

 

图 20 eH r 对固结度的影响(模式 3) 

Fig. 20 Influence of eH r  on consolidation rate (pattern 3) 

图 21～23 是地基径竖向渗透系数之比 m vk k 对

砂井地基固结度的影响。可以看出，在 mk 不变的情况

下， vk 越大，地基固结越快，与不考虑地基竖向渗流

时的差别越大。 
可以看出，在地基 eH r 和 m vk k 较小时，地基的

竖向渗流对地基的固结度有较大的影响，如忽略会明

显低估砂井地基的固结度。 

图 21 m vk k 对固结度的影响(模式 1) 

Fig. 21 Influence of m vk k  on consolidation rate (pattern 1) 

图 22 m vk k 对固结度的影响(模式 2) 

Fig. 22 Influence of m vk k  on consolidation rate (pattern 2) 

图 23 m vk k 对固结度的影响(模式 3) 

Fig. 23 Influence of m vk k  on consolidation rate (pattern 3) 

6  结    论 
本文考虑真空度沿竖井的发展是一个深度的函

数，同时考虑堆载所引起的附加应力既随时间变化也

随深度变化，还考虑了地基的径竖向渗流以及扰动区

土体水平渗透系数的 3 种变化模式，推导了真空联合

堆载预压下竖井地基固结度的一个较普遍的解析解。

并分析了在真空度沿竖井线性下降，堆载线性施加和

附加应力沿深度梯形分布情况下的地基固结性状。得

到以下 5 点结论。 
（1）本文按应力定义的竖井地基固结度等于按

变形定义的地基固结度。 
（2）在单面排水条件下，砂井地基顶面的附加压

力越大，固结越快，底面附加应力越小，固结越快，

附加应力呈正三角形分布时固结最慢，呈倒三角形分
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布时固结最快。 
（3）在最终堆载相同的情况下，达到最终堆载

的时间越长，固结越慢。 
（4）在荷载瞬时施加时，无论是否采用真空预压，

真空度或大或小，其沿深度的衰减速度或快或慢，固

结度始终不变。而荷载线性施加时，采用真空联合堆

载预压比只采用堆载预压固结要快，真空度越大，沿

深度衰减越慢，固结越快。并且堆载达到最终值所用

的时间越长，真空度对固结度的影响越大。 
（5）在地基 eH r 和 m vk k 较小时，地基的竖向

渗流对地基的固结度有较大的影响。 
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