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饱和砂土相变状态边界面本构模型 
张卫华，赵成刚，傅  方

 

(北京交通大学土木建筑工程学院，北京 100044) 

摘  要：为了很好地描述砂土的应力应变特征，通常利用以临界状态孔隙比为基础的状态参数建立弹塑性本构关系，

但是对于密砂排水试验，临界状态参数很难测到。相变状态作为一特征状态，相关参数较容易测得。基于相变状态定

义状态参量，并考虑应力诱发的各向异性，建立饱和砂土的边界面本构模型。最后，利用提出的模型参数得到的模拟

结果与试验结果相吻合，较好地反映了密砂的应变强化和软化力学特征。 
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Bounding-surface constitutive model for saturated sands based on            
phase transformation state 
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Abstract: To well describe the stress-stain behaviour of sands, generally, a state parameter based on the critical state void is 

used to establish the elastoplastic constitutive relations. However, it is difficult to obtain the critical state parameter in the 

triaxial drained tests for dense sands. For the phase transformation state, being a characteristic state, its related parameters are 

easy to be measured. Based on the phase transformation state and considering the stress-induced anisotropy, the state parameter 

is defined, and a bounding-surface constitutive model for saturated sands is established. Finally, utilizing the provided model 

parameters, the simulated results fit well with the test ones and realistically reflect the strain hardening and softening 

characteristics for dense sands. 
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0  引    言 
砂土区别与其它固体材料最重要的特征即为砂

土的剪胀现象。Rowe [1]和 Roscoe 等[2]分别提出不同的

砂土剪胀方程 ，其基本形式均为 ( )D D c ，  
（ = /q p ，在三轴空间， p q， 分别为有效平均应力

和偏应力，c表示固有的材料常数），标志着土力学的

发展。之后，剪胀方程被广泛用作弹塑性模型的流动

法则。直到今天，大部分塑性模型都是基于 Rowe 或

Roscoe 等的剪胀方程，例如文献[3～11]等。 
利用上述剪胀方程建立土的本构模型，就正常固

结黏土而言取得了较好的模拟效果，但对于砂土，其

模拟效果并不理想。产生这种状况的主要原因是，对

于正常固结黏土，其体变趋势是单向的（不断剪缩），

因此，当应力比等于常量时，孔隙比 e和 p 的关系

是单调唯一的。但对于砂土，情况发生了变化，当应

力比等于常量时， e和 p 的关系并不唯一。研究表

明，当砂土处于密实的状态时，确定后， e随剪应

力的变化有变大的趋势（体胀）。而对同样的砂土当它

处于很松的状态时，值与前述密实砂土相同，但e却
随剪应力的变化有变小的趋势（剪缩），也就是说砂土

的剪胀比D值不仅依赖于， p 和材料常数c，而且

还依赖于其松密状态，如图 1 所示，剪胀随材料状态

（密实度、围压）的变化而变化。如果忽略砂土的这

种松密状态而讨论其剪胀性，就会导致应力比等于

常量时，e和 p 的关系并不唯一。这主要是由于独立

状态变量不完备，忽略砂土的这种松密状态的影响而

引起的。实际上，进一步研究表明[12-14]，除了砂土的

密实状态，在不同的加载条件下，例如拉伸和压缩条

件以及加载和卸载条件下，砂土的剪胀行为也是完全

不同的，而且内在各向异性使得砂土的剪胀行为更加

复杂。 
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由上述分析可知，砂土剪胀比的计算首先应考虑

砂土的松密状态才有可能达到完备。而如何判断具有

不同密实程度（即不同状态）的砂土在剪切应力作用

下其体积变化的趋势（即剪胀还是剪缩），是近些年研

究所关注的问题。一些学者对砂土的体积变化趋势不

但依赖于土的应力状态，而且还依赖于土的松密程度

这一问题进行了深入的研究，并提出了一些砂土剪胀

性判别和定量描述的方法[16-18]，这些方法都是以 e–
lg p平面上的临界状态线（CSL）为参照建立的。 

 
图 1 剪胀随材料状态的变化而变化

[15]
。 

Fig. 1 Variation of dilatancy with material state[15] 

砂土的相变状态是密砂或中密砂在不排水过程中

出现的状态，是指孔隙水压力由增加到减小的突变状

态。而砂土的特征状态是密砂或中密砂在排水过程中

出现的状态，是指土体体积变形由压缩到开始膨胀的

突变状态。Chu[19]通过试验证明相变状态和特征状态

其剪胀的性质是等价的。对于松砂来说，一般也可以

认为相变状态（特征状态）等同于临界状态，为方便

表达，本文统一采用相变状态。通过上述分析可知，

排水情况下在相变状态点上砂土的体积变化为 0（对

于不排水情况，则是孔隙水压力变化为 0）。试验数据

表明，当材料处于密实状态时才可能出现相变状态。

图 2 清楚地表明，相变状态时的应力比 ptM 是一个变

化的量，并不等于临界状态应力比M 。砂土越“松散”，

相变 ptM 越大，越接近于临界状态应力比。图 3 也清

楚地表明，砂土越“松散”，e– lg p相变线越接近临

界状态线。 

 
图 2 相变比伴随着材料状态的变化而变化

[15]
 

Fig. 2 Variation of phase transformation stress ratio with material  

state[15] 

 
图 3 相变状态时的 e–p关系[15] 

Fig. 3 Relationship between e and p  in phase transformation  

..state[15] 

 
图 4 三轴排水试验条件下砂土的力学行为 

Fig. 4 Mechanical behavior of sands under drained triaxial  

.conditions 

以排水试验为例，从理论上讲，不论是松砂还是

密砂在剪应力作用下开始时它总是剪缩的。如图 4 所

示，松砂与密砂由于其初始状态不同，在剪切过程中

体变规律的区别主要表现为密砂的剪缩过程较短（越

密实，其剪缩过程越短），到达相变状态点后，开始转

入剪胀阶段，最后达到临界状态而破坏。而松砂的剪

缩过程较长（越疏松，其剪缩过程越长），达到相变状

态点后，剪缩过程消失，开始进入剪胀阶段，但很快
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也达到临界状态而破坏，这里 ce 为临界状态孔隙比，

很松散砂土的相变状态实际上已趋近或等于临界状

态。因此对于密砂，其相变状态较为明显，而疏松的

砂土，相变状态已经与临界状态重合。 
前面给出的判断砂土密实程度的方法均是以临界

状态线作为划分标准，并用于判断砂土体积总的变化

方向和趋势。但这些方法存在以下问题：砂土由初始

状态发展到最后的临界状态而破坏，其应力路径必然

要先经过相变状态然后才能到达临界状态，也就是说

对中密砂（或密实砂）先由初始状态达到相变状态，

这一阶段砂土处于剪缩状态；而后继续变形再到达临

界状态，而在这一阶段砂土处于剪胀状态。因此，在

初始时刻判断砂土的松密程度和变形趋势以及何时开

始发生由剪缩到剪胀的变化，这种情况应该以相变状

态作为划分砂土松密程度的分界点，或更确切地说，

砂土变形的变化趋势的分界点才是比较合理的。另外

众所周知，在三轴应力条件下密实砂土是很难最后到

达临界状态的，因此以砂土临界状态线作为砂土松密

程度的划分标准理论上是可行的，但实际上很难实现。

用三轴仪确定相变点却相对容易得多，因此以相变状

态作为划分砂土松密程度分界点或更确切地说划分砂

土变形的变化趋势的分界点，从实验或实际的角度看

是一种更合理的选择。 
如图 5，以密砂为例，对于围压恒定的密砂排水

三轴压缩试验，在剪应力作用下，首先压缩固结至 A
点，A 点状态即为通常所说的相变状态，应力比

ptM  ， ptM 为相变处应力比，剪胀比 0D  ，紧接

着，伴随着剪应变的进一步发展到达（或接近）峰值

点，应力比 pkM  ， pkM 为峰值应力比，而此时剪胀

比 maxD D ，最后随着剪切变形的发展，逐渐到达残

余或者是临界状态，此时 M  ，M 为三轴压缩条件

下临界状态应力比， 0D  。因此正确地描述从状态 A
至状态B的应变硬化以及从状态B至状态C的应变软

化过程，抓住明显的受力特征点：相变点、峰值点，

也即密砂的应变强化和软化受力特征，是建立砂土本

构关系的重要部分。 

 
图 5 三轴排水试验下应力比、体变及其剪胀比示意图

[20]
 

Fig. 5 Schematic illustration of stress ratio, volumetric strain and  

dilatancy ratio[20] 

 

1  相变状态参数 
为了更好地描述砂土的力学特性，以往已经有一

些学者将状态参数引入砂土的本构模型。状态参数是

由 Wroth 等[21]首先提出，随后 Been 等[16]采用 Wroth
等的概念，将砂土的临界状态作为参考，定义状态参

量 ce e   描述土的当前状态，引入状态参数使得所

建立的本构模型能够考虑加载过程中与材料状态变化

相关的行为。 
从上述分析可以得知，以往的学者采用的状态参

数 都是以临界状态时的孔隙比 ce 为参考。由于砂土

的复杂特性，砂土临界状态的测试是一项比较艰难的

任务，尤其是密实砂，在剪切变形到达临界状态以前

多数情况下已经不再是均匀变形甚至破坏，而相变状

态通常是中密砂及密砂在发生很小轴应变时出现的一

种状态，此时土体处于均匀变形状态，此状态的相关

参数较容易测得，因此本文在三轴压缩空间采用相变

状态时的孔隙比 pte 及其相应的应力比 ptM 来描述三

轴排水试验中中密或密实砂土的变形特性。 
为了较好地反映砂土的力学特性，首先回顾一下

Wroth 等[21]采取状态参数的办法，Wroth 等建议取距

离 c （ c 表示 e– lg p平面上当前状态与临界状态映

射点之间的距离）作为土体变形的控制变量，如图 6
所示，于是得到 

2

2
c cr,i

cr,i

( ) lg pe e
p


  

           
2

2

cr,i cr,i

11 lg
( )

p
p e e





  

           

。         (1) 

式中   参数  定义为体积变化的程度；    
d / d(lg )e p ；下标 cr i， 表示临界状态的映射点；

cr,i( )e e 表示当前孔隙比 e和临界状态映射孔隙比 cr,ie
的差异，在排水条件下，   ，上述等式简化为

c cr,i( )e e   ，而且进一步假定 c 随着剪应变的变化

而发展，也就是 qc ( )f  。 
在本文中，参照 Wroth 等的做法，为了研究方便，

克服密砂临界状态参数不易获取的困难，利用相变状

态，根据 Verdugo 等[15]、Ishihara[18]和 Yoshimine 等[22]

的试验结果，在 lge p 平面上设相变线PTL ，如图 6
所示，设距离 pt ， pt 表示 lge p 平面上当前状态 e与
相变状态映射点 pt,ie 之间的距离，则有 

2

2
pt pt,i

pt,i

( ) lg pe e
p


  
         

   

    

2
pt,i

pt,i
pt,i

1
ee e

e 

   
         

 

。    (2) 
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因为
d

d(lg )
e
p

  ，则有 

2

2
pt,i

pt,ipt

pt,i pt,i

22

pt,i pt,i

pt,i

( ) lg

1 lg

pe e
p

e e

e p
e p

e



  
        

    
              

 

2

pt,i

1= 1 1+e
e 

          
  。  .     (3) 

 

图 6 状态参数示意图 

Fig. 6 Schematic illustration of state parameter 

本文设
pt,i

= 1e
e


 

  
 

，且在排水条件下，满足

  ，则式（3）化简为
pt

pt,ie


 ，于是参数  的物 

理意义在于它以相变状态孔隙比为参照标准，以一个

比值来表示土当前状态点到相变线的远近，综合考虑

了应力水平和材料状态的影响。因此，本文以相变状

态线作为参考线，并结合临界状态，引进状态参量
描述土的变形，表示为 

             
pt

( )= 1
( )

e p
e p

    ，          (4) 

式中， pt ( )e p 表示当前变形过程中，对应于相同平均

应力 p下的相变映射孔隙比。 
基于Rowe的剪胀理论，研究表明[5，23]剪胀比 D

实质上与当前应力比 与相应 p下虚拟的剪胀应力比

dM 差异成比例，于是，对 Li 等[24]提出的剪胀方程

0 (exp( ) / )D d m M   加以修正，将以相变为基础的

状态参量 引入剪胀方程，建立与内部状态和应力水

平相关的剪胀方程表达式，即 
0 pt d( exp( ) )D D M m      。    (5) 

剪胀应力比 dM 为 

d pt dexp( )M M m    ，         (6) 

式中， ptM 对应于相变点处 /q p值，是与初始孔隙比 0e

和围压相关的函数， 0D 和 dm 均为非负常量，由试验

确定。上述剪胀应力比 dM 的表达式与 Li 等[24]提出的

剪胀应力比表达式 d exp( )M M m 相似，区别在于前

者是以相变状态为基础，而后者则是以临界状态为基

础。许多试验数据表明，松砂在剪应力作用下，处于

剪缩状态，直至发展到临界状态，也就是说相变状态 

与临界状态重合，即 pt c = e e ， pt  = M M ，
pt

1=0e
e

   ，

此时 0D  ，在此状态之前砂土处于剪缩状态。 
同理，本文设边界应力比 bM 为 

pt
b

bexp( )
M

M
m 




  ，      (7) 

式中，参数 bm， 为非负常量。 
对于密砂排水试验，如图 7 所示，当 ptM  时，

0  ， 0D  ，砂土处于剪缩状态； ptM  时， 0  ，

0D  ，砂土处于相变状态；而当 ptM M  时，

0  ， 0d  ，砂土处于剪胀状态；如图 7（a）所示，

当 pkM  时（ pkM 为三轴压缩空间峰值应力比），边

界应力比 bM  ，屈服面趋向边界面发展，屈服应力

不断提高，应变硬化直至与边界线相交，此时应力达

到峰值， pkM  ，之后 bM  ，屈服应力不断降低，

应变软化。由此，根据上述分析，则当剪应变 q 接近

20%时， 接近临界状态，即 =M ， 0D  ，这时 

c

pt

= 1e
e


 

  
 

，且满足： 

pt d

pt
pt pt

d
c pt

exp( )  

ln ln
=  

M m M
M Me

M M
m

e e





 



  

，

。

         (8) 

将式（8）与 Li 等 [24]提出的剪胀方程 D   

0 exp( )d m
M


  
 

相比较，则有 

  d ptm me   。                (9) 

当达到排水试验的峰值应力比时，边界应力比曲

线与当前应力比曲线相交于峰值点 A，如图 7 所示，

于是有 

 

pk b

pt

pk

ln
 b

M M
M
M

m




 



 

，

。

           (10) 

结合 Li 等提出的剪胀、边界应力比表达式

d bexp( ) exp( )M M m M M n   ， ，下面分析参数

b dm n m m， ， ， 之间的相互关系。 
当应力达到峰值时，边界应力比等于峰值应力比，

即 pkbM M ，此时孔隙比为 pke ， pk c=e e  ，则有 
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b pk

pk

pk pt pt c pk

pt pk pt
pt c pk

pt

pt pk pt pk
pt c

pt

pk
pt pt c

pt

 

exp( )  

exp ( )  

( )
exp exp ( )  

( )
exp exp ( )  

exp( ) exp ( )  

=

M M
M n M

M n e e e e M

ne e e
M n e e M

e

ne e e M
n e e

e M

M
ne n e e

M

ne









 

      
  

      
  

  
      

  

    



，

，

，

，

，

，

pk
pt c

pk
pt c

pt

ln exp ( )  

ln exp ( )
               

M
n e e

M

M
n e e

M
ne


















        
 

    
   



，

。

(11) 

 

图 7 边界应力比 bM 、剪胀应力比 dM 、相变状态参数  、剪 

胀比 D与剪切应变 q 关系示意图  

Fig. 7 Schematic illustration of relationship among bounding  
stress ratio bM , dialtancy stress ratio dM , phase transformation 

state parameter  , dilatancy ratio D and shear strain q  

 
当达到相变状态时，满足 ptd =M M ，此时

pt c=e e  ，于是由 d exp( )M M m ，可得 

pt pt cexp ( )M M m e e       。     (12) 

将式（12）代入式（11），可得 

pt
pt c

pk
pt

ln exp ( )( )
M

m n e e
M

ne


       
    。 (13) 

将式（13）与式（10）相比较，并综合式（9），
可得 

  
pt c

b pt

d pt

exp ( )( )  

 

 

m n e e

m ne
m me

       
 

，

，

。

     (14) 

结合式（14）、（12）、（7），可得出结论：当达到

临界状态时，即 ce e 时，剪胀应力比线和边界应力比

线趋与重合于C， b dM M M  ，如图 7 所示。 
由式（14）可知， d bm m， ， 均与相变孔隙比 pte

密切相关，在剪应力作用下，密砂从初始状态很快发

展到相变状态，此时发生的轴应变很小，因此也可以

说初始孔隙比 0e 直接影响 d bm m， ， 的大小。上述公

式同时适用于松砂，松砂在排水过程中，土体体积变

形一直为压缩状态，因此，松砂的相变状态等同于临

界状态，那么： pt pt c, , 1M M e e      。 
 

2  三轴应力空间本构模型 
在三轴应力空间，依据标准的三轴应力和应变变

量建立模型框架， 1 3( 2 ) / 3p    ， 1 3( )q    ，

v 1 3( 2 )    ， q 1 32( ) / 3    ，这里 2 3  ，

2 3  ，所有的应力分量都认为是有效应力分量，在

小变形范围内，不考虑弹塑性耦合，于是总的应变率

可以分解为弹性和塑性两部分：  

          
e p

q q q

e p
v v v

d d d  

d d d  

  

  

  


  

，

，
           (15) 

式中，上标 e或 p分别表示弹性和塑性。 
2.1  屈服函数 

试验研究[25-26]表明，当应力水平没有引起颗粒明

显破碎时，恒定应力比作用下围压的增加只会引起很

小的塑性体积变化，只有应力比的变化才会引起砂土

颗粒的剪切滑动，发生塑性剪切和体积变形，因此，

基于上述考虑，本文根据 Manzari 等[5]以及 LI 等[24]

的研究工作，定义的屈服面应该既能考虑各向同性硬

化又能考虑随动硬化，如图 8 所示，定义的楔形屈服

面函数为 
0f q p mp     ，       (16) 

m     ，               (17) 
式中， m， 均为应力比量。式（16）、（17）在 p q
平面为一“楔形”，楔形张开的值为 2mp， 位于楔

形角的等分线上，用虚线表示，也就是说当应力比
等于 m   或 m   时，应力点位于屈服面上。

 位于楔形内部，当d 0  时，只引起弹性变化，当
满足式（17）时，且d指向楔形外部时，也就是说，

d 0  在顶部线 oc或 d 0  在楔形底部线 od 时，塑
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性变形发生。式（17）为锥形应力比屈服准则，可以

表示反向加载。 为背应力比，定义在三轴应力空间

屈服面的中心，表示由于应力诱发的各向异性而产生

的随动硬化， 1 2=   ， 1 ， 2 3=  分别为各向异

性二阶张量（一般应力空间） 在三轴空间的主值。

m是各向同性硬化参数，一般是一个很小的值。整个

楔形屈服面和沿着一定的应力路径下的应力比点一起

移动。 
2.2  边界线和剪胀线 

如图 8 所示，除了屈服线、临界状态线，本文基

于相变状态又建立双线：剪胀线 dM 和边界线 bM （峰

值线）。在三轴空间，来自于原点的这些射线均与背应

力比 有关，满足 m   ，也就是随动应力比 与

相应的剪胀、边界、临界线均有关系，它们在 p q 平

面以顶点在原点的开放的楔形形式分布，形状决定于

d 和 b 的斜率。于是，与状态相关的剪胀应力比 c/e
dM

和边界应力比 c/e
bM 分别为 

      
c/e c/e
d d

c/e c/e
b b

 

 

M m

M m





  


  

，

，
          (18) 

式中，上标 c/e表示压缩或拉伸空间。为了简化，一般

在压缩空间讨论，所以这里只是用M ， bM 和 dM 来

表示临界状态、边界和剪胀应力比。 

 

图 8 p q 空间屈服、剪胀、临界状态、边界线示意图 

Fig. 8 Schematic illustration of yield, dilatancy, critical state,  
bounding lines in p q  space 

因此，需要在应力空间边界面上或剪胀面上定义

一个应力形式的映射点，在三轴空间，当前背应力比

 在边界面或剪胀面上的映射点分别是 b 和 d ，根

据式（17），d d  ，也就是说应力比的变化即为背

应力比 的变化。 
2.3  弹塑性模型 

（1）弹性部分 
对于模型的弹性部分，采用各向同性弹性假设，

得到： 

    

e
q

e
v

dd  
3
dd  

q
G
p
K





 




，

，

                (19) 

式中，G K， 分别为弹性剪切模量和弹性体积模量，

均为有效应力 p和孔隙比 e的函数[27]。弹性剪切模量

可以表示为有效应力 p和当前孔隙比 e的函数： 

   
2

0.5
0 at

2.97 ( )
(1 )

eG G p p
e





（ ）  ，    (20) 

式中， 0G 为材料常数， e为当前孔隙比， atp 为参考

压力，为方便起见，经常设定为大气压力， atp   
101 kPa ，实际上， atp 也可以设为其他值。基于弹性

理论，弹性体积模量 K为 
2(1 )  

3(1 2 )
K G 





   

，

           
(21) 

式中， 为泊松比，通常设为一常数。 
（2）塑性部分 
a）流动法则 
塑性本构关系需要定义塑性加载的方向（流动法

则）L以及塑性模量 pK ，二者均为状态函数，进而定

义加载指数 L： 

      p

1 : dL
K

 L   ，           (22) 

式中， pK 为塑性模量，当 0L  ， 0L  或者 0L  分

别为塑性加载、卸载和中性加载，加载指数 L中包括

pK 考虑到了软化行为，当标量 : dL  和 pK 均为负值，

但 0L  ，塑性应变增量为 

     
pd L  R  ，            (23) 

1= +
3
DR n I

 
，

           
(24) 

这里括号    为 McCauley 符号，保证 L  为一非负数，

R为应变增量方向，n为偏应变方向，于是，式（23）、
（24）可以进一步转化为 

 
p 1d ( + )

3
L D  : : n n I n

 
。

     
(25) 

于是，在三轴空间可以得到广义剪应变和体应变

增量分别为 
p
q

p p
v q

d  

d d  

L

D



 

 


 

，

。
             (26) 

b）剪胀比D  
剪胀比 D描述了应力比 在三轴空间剪缩或剪

胀的整个范围。根据 Rowe 的应力剪胀理论以及由

Nova 等[28]建议的不变量形式，通常认为剪胀比D与

差值 d( )M  成比例，也就是说， 0 d( )D D M   。

上述等式适用于三轴单调加载情况。形如随动硬化“距

离”值 b( )  ，基于映射的剪胀背应力比 d 的定义，

可以定义“距离”为 d( )  ，于是剪胀比 D可以写

为 

0 d 0 pt d( ) exp( )D D a D M m         
 
。(27) 
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观察式（27），由于 0D 为非负常量，可以看出D的正

负性直接与 d( )  相关。在三轴压缩试验中，如果
位于剪胀面内（压缩）， d  ，即 dM  ，那么D为

正值，如果 位于剪胀面外（剪胀），那么， d  ，

剪胀发生。 
c）背应力比  
对于密砂饱和三轴排水试验，在剪应变很小时，

塑性剪胀就开始发生，很明显，表示各向异性程度大

小的背应力比参数 不是一个常数，而是一个随着轴

向应变变化的量。Desai[29]认为，在剪应力和平均应力

的共同作用下，岩土材料的各向异性程度首先增长，

但随着进一步加载，当平均应力相对大小增加时，各

向异性程度必定会减小。文献[30，31]进一步表明，

在变形的初始阶段，颗粒方向以及相应的孔隙方向将

沿着最大主应力方向排列，因此各向异性也在此方向

发展。但是，发生一些变形之后，当颗粒之间的滑动

不再受限于特定的方向时，各向异性程度减小，同时

相应的剪胀和应力比减小。以上这些结论说明 必将

随着剪应变变化，开始为 0（因为材料最初假定为各

向同性），然后增加到最大值，紧接着逐步减小，也就

是应变强化和软化阶段。根据上述描述，可以认为d
指向边界映射点 b ，则d 依赖“距离”（ b  ），

因此，随动硬化参数的发展表示为 
p
q bd d ( )h      
p
q pt bd ( / exp( ) )h M m       ，   (28) 

式中， h为状态变量函数，最简单的选择是假定 h为
常数。实际上，为了得到更准确的模拟效果，应采用

状态变量的非线性函数，基于 Dafalias[32]和 Manzari 
等[5]的证明，对于砂土，为了更加进一步描述砂土的

非线性行为， h其将随着孔隙比 e和有效平均应力 p
以及应力比 的变化而变化，因此， h可以表示为 

0 in

0.5
0 0 0 at

/(  

(1 )( / )  

h b

b G h e p p

 


  


  

，

，

)     
       (29) 

式中， 0h 为材料常数，e为孔隙比， in 为加载过程中

的应力比初始值 
d）各向同性硬化参数m  
硬化参数m定义了屈服面的弹性范围，通常孔隙

比减小伴随着m的增大，弹性体积变形不影响m，而

m的变化率直接与孔隙比 e的塑性变形有关， pde   
p

0 v(1 )de   ， 0e 为初始孔隙比，因此，m的变化率为 

 

p p
s s 0 v s 0d d (1+ )d = (1 )m c e c e L c e D      ， (30) 

式中， sc 为正值，在大部分实际应用中，m为一很小

的常数即可满足要求，即 s 0c  ，且 0.05m M ，M 为

临界状态应力比 。对于三轴压缩试验 ， =M  
6sin (3 sin )  ， 为砂土的内摩擦角。 

e）一致条件、塑性模量 
在三轴空间，为了保证在塑性加载过程中，应力

仍保持在屈服面上，因此屈服面应满足一致性条件，

d 0f  ，并结合式（17）、（28）得 

p
qp

q

p
q s 0p

q

p

p p

p s 0p
q

d d d d d

   d d d d

   d d d (1 )

   d d 0 

1 d( d  

(1 )

f f f ff p q m
p q m
f f f fp q m
p q m
f f f fp q L L c e D
p q m
f fp q K L
p q

f f pL p
K q q K

f fK c e
m







 




 




 

   
   
   
    

   
    

    
        
    

 
     
 

 
  

 

  
   

  

，

，

b s 0     ( ( ) (1 ) ) 

D

p h c e D 




















    。

  (31) 
如式（30）所述，m一般取常数即可满足要求，

s 0c  ，则式（31）中塑性模量 pK 可简化为 

p s 0 bp
q

(1 ) ( )f fK c e D ph
m


 

 
  

     
  

 。(32) 

所以，综合式（26）、（19）、（31）、（32），可得

应变增量的表达式： 

    

e p
q q q

p

e p
v v v

p

d dd d d
3

d dd d d

q
G K

p D
K K


  

  

    


   


，

。

    (33) 

进一步转化为矩阵的形式为 
2

q
2

v

P

dd 3 0 9 31
0d d3

3  

q G G KG
Kp H KGD K D

H K G K D






                             
   

，

。

 

(34) 

3  模型参数的确定 
本模型包括 9 个参数： d 0 b0 ptD m h m M， ， ， ， ， ， 

m， 0G ， ，可通过三轴试验来确定。其中 0G ， 独立

于本文给定模型的常数，为一般性常数；其余参数则

是针对本文提出的模型，它们分别为相变应力比 ptM ，

剪胀参数 0D ，与剪胀应力比相关的参数 dm ，与边界应

力比相关的参数 bm ，与塑性模量相关参数 0h 和 。 
材料剪胀参数 0D 的确定：在保持围压不变的情况

下，利用三轴排水试验的 q  曲线和 qv  曲线，

分别测出相变处孔隙比 pte 和相变应力比 ptM ，忽略小
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弹性变形，根据式（5）则有 
p

v v
0 pt dp

q q

d d
exp( )

d d
D D M m 

 
 

     。(35) 

这里参数 0D 控制着剪胀比–应力比( D  )曲线的倾

斜度，由 qv  曲线并结合 q  曲线可以确定 0D 。 
参数 dm 的确定：对于给定砂土，其峰值应力比

pkM 及其对应的 pke 很容易得到，并且根据 v q  曲

线，可求出此点的斜率，即 maxD ，则   

  

0 pt d pk max

pt d pk max 0

pk max

pt pt 0
d

( exp( ) )  

( exp( ) )  

ln +
( )

 

D M m M D
M m M D D

M D
M M D

m







  


  


  
      

，

，

。

 (36) 

弹性材料常数 0G 可通过三轴试验的应力–应变

曲线确定。本文中， 0G 可结合式（20）和 qq  曲线

在初始状态的切线值得到。 
本模型中假定小应变泊松比 为常数，精确地确

定小应变泊松比需要高精度的局部应变传感器，因此，

这些数据在大部分试验中很难得到。实际上， 在砂

土中并没有很大的变化性，所以通常取为常数。 
参数 0h ， 的确定：本文假定材料初始状态为各

向同性状态，所以 in =0，由式（32）可得 
pt

p bp
q q

d d / exp( )
d d

M
K p h m   

  
 

    
 

 (37) 

通过 q  曲线斜率并结合模型表达式（37）和（29），
反复尝试取得系数 0h ， 。  

参数 bm 的确定：排水试验的峰值应力 pkM 处， pK  
=0， p

vd d  ，利用 v q  曲线，测得对应于峰值应

力 pkM 处的体应变 vpk ，得到 pke ，于是则有 

pt
b

pk

pt
b

pk

pt
b

pk

pt
pt

pk
b

pk pt

exp( ) 

exp( )  

ln  

ln
 

M
m

M
M

m
M

M
m

M
M

e
M

m
e e

 










 








 



  

，

，

，

。

           (38) 

对于密砂不排水试验，Chu[19]所作试验表明对于

初始状态相同的密砂其相变状态等同于排水试验的相

变状态，只是在排水试验中，相变点对应于 v q  曲

线的峰值点，而不排水试验，则对应于 qu   的峰值

点（这里u为孔隙水压力），二者与此相对应的相变比

ptM 是相同的，此时 pte 则可根据 pt lge p （Ishihara[18]）

近似的直线关系确定，这里 p为相变点处有效平均应

力，其余参数则根据上述分析一一求得，因此，本文

就不再一一赘述了。 
通过上述分析并结合式（14）可知，以上确定的

模型参数同时适用于不同密实度和应力下的同种材

料，对于初始孔隙比 0e 比较接近的同种材料，可以采

用一组相同的参数。对于初始孔隙比 0e 差异较大的同

种材料，则可以根据给定的初始孔隙比 0e 进行相应的

比例换算，得到参数，因此没有必要分别校核处于不

同初始状态的同种材料。 

4  模型验证 
本文利用上述分析提出的模型模拟密实 Ottawa

砂三轴排水试验[33]，并利用试验结果加以验证，模型

中包括 9 个参数，上述参数都可以通过三轴试验确定。

Ottawa 砂为圆形石英颗粒，其相关物理参数为比重

s =2.65G ， max min0.74 0.52= =e e， ，内摩擦角  32°。 
根据上节模型参数的确定方法，由 qv  曲线并

结合 q  曲线可以确定相变孔隙比 pte 、相变应力比

ptM 和剪胀参数 0D ；利用式（36）～（38），可以分

别求得 0d hm ，， 和 bm ；各向同性硬化参数 m = 
0.05M 。于是，经验证，模型参数为 0G =125， =0.25，
m=0.07， 

图 9，10 为 Ottawa 密砂三轴排水试验的试验与

模拟对比图，二者均取得较好的拟合。对照表 1 的试

验参数，可以看出，对于同一种砂土，在不同围压和

孔隙比下，除了在围压 3 =50 kPa 时，参数有较大差

异以外，其它情况下，起决定性作用的参数 d bm m ， ，

的变化幅度并不大，因此，在今后的计算中，对于

d bm m ， ， 可以取平均值。从图 9 可以看出，初始孔

隙比 0e 一定的情况下，围压 3 越小，越易发生剪胀，

峰值应力比 pkM 越大，剪胀性越大。从表 1 试验数据

分析可以得知，初始孔隙比 0e 一定时，相变应力比 ptM
随围压的增大而增大，与图 2 的试验结果相吻合。从

第二组数据（ 3 = 3000，200，800 kPa）分析得知，

初始孔隙比 0e 对于相变应力比 ptM 的影响超过围压

3 对其的影响。 
表 1 不同围压和孔隙比下模型参数 

Table 1 Model parameters under different confining pressures and  

.void ratios 

3  
/kPa 0e  ptM  dm  0D    bm  0h  

  50 0.520 0.98 2.50 1.59 0.58 2.27  3.25 
 500 0.520 1.14 1.55 1.69 0.75 2.01  4.29 
3000 0.520 1.21 1.55 2.50 0.85 1.61 10.41 
 200 0.528 1.23 1.60 1.97 0.77 1.61  3.20 
 800 0.535 1.24 1.55 1.99 0.79 1.55  3.11 
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综上所述，基于本模型参数得到的模拟曲线可以

较好地反映密砂应力–应变曲线的特征点：剪胀点和

峰值点，较合理地描述了砂土在三轴试验中不同密实

度和围压下的力学行为的变化。 

 
图 9 Ottawa 砂排水试验 q  ， v q  模拟与试验结果对比图 

0 0.52=e  

Fig. 9 Comparsion between simulations and experimental results  
    for drained tests on Ottawa sands with 0 0.52=e  q    

and v q   

 

图 10 Ottawa 砂排水试验 q  ， v q  模拟与试验结果对比 

图 0 0.52  0.528  0.535=e ， ，  

Fig. 10 Comparsion between simulations and experimental results  
     for drained tests on Ottawa sands with 0 0.52=e ， 0.528，  

0.535 q  and v q   

5  结    语 
本文从砂土的变形特性入手，分析了密砂在排水

试验中的变形特征，即存在相变点、峰值点两个特征

状态点。为了反映砂土的应力应变关系，通常是采用

以临界状态时的孔隙比为参考的状态参数来建立本构

方程，但由于砂土的剪胀特性，尤其是中、密砂，其

临界状态的测试是一项比较困难的任务，在到达临界

状态之前通常已经破坏，所以在一般的试验室很难测

得临界状态的相关参数。相变状态则是在试验中较容

易得到的一种状态，因此为了更好地理解砂土的力学

性质，本文利用相变状态定义状态参量 ，在三轴应

力空间建立随动硬化边界面本构方程。基于本文模型

参数得到的模拟结果与试验结果达到较好的吻合，正

确描述了密砂在三轴排水试验中所反映的力学特征，

因此采用以相变状态为基础的状态参数建立的本构模

型可以较好地描述砂土的应变强化和软化行为。 
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