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摘  要：降雨是导致边坡失稳的最主要的环境因素，研究降雨入渗对边坡稳定性的影响，关键和难点是计算降雨入渗

在边坡土体中引起的渗流场。采用 Fourier 积分变换分别对降雨强度小于和大于土体饱和渗透系数情况下的斜坡入渗解

析解进行了推导，并给出了这两种情况下斜坡入渗解析解的统一表达式。该解不仅能反映非饱和土特性及斜坡的影响，

还能反映当降雨强度大于土体饱和渗透系数时，坡面边界由流量边界转化为水头边界的动态变化过程，便于更全面地

对降雨情况下斜坡的入渗规律进行研究。通过与有限元软件的计算结果进行对比，证明该解是稳定可靠的，且其形式

简单，计算效率高；该解可精确计算坡面积水时间及任意时间点及空间点的孔隙水压力值，并用于评估降雨入渗对非

饱和土斜坡稳定性的影响。 
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Analytical solutions for rainfall infiltration into homogenous infinite slopes 
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Abstract: Rainfall is the main environmental factor for the failure of slopes. To study the effect of the rainfall on the slope 

stability, the most important thing is to obtain the seepage field in slopes under rainfall condition. By using the Fourier integral 

transform, the analytical solutions for water infiltration into the slopes under rainfall, of which the intensity is less or more than 

saturated permeability coefficient of soils, are developed, and the unified analytical expression for water infiltration into the 

slopes under the two rainfall conditions is presented. The analytical solution can consider the dynamic changing process, in 

which the boundary condition of slopes changes from flux boundary to pressure one, as well as the properties of unsaturated 

soils and the effect of slopes. It is convenient to study the laws of water infiltration into slope more comprehensively. By 

comparing the analytical solutions with those obtained from numerical simulation, it is proved that the analytical solutions are 

reasonable, simple and efficient in computation. They can be used to calculate the ponding time and the pore water pressure at 

arbitrary point of the slope at any time, as well as to evaluate the effect of the rainfall infiltration on the stability of unsaturated 

soil slopes. 
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0  引    言 
中国是一个滑坡灾害频发的国家，据资料统计显

示，中国有新老滑坡约 30 万处，其中灾害性的约 1.5 
万处，每年损失高达 100 亿元以上[1]。众多的事实表

明，降雨是影响边坡稳定性，导致边坡失稳的最主要和

最普遍的环境因素，是浅层滑坡最关键的触发因素[2-3]。

研究降雨入渗对边坡稳定性的影响，问题的关键和难

点在于如何计算降雨入渗在边坡土体中引起的渗流

场[4-5]，因此对降雨条件下斜坡渗流场进行研究具有重

要意义。 
荣冠等[6]、谭新等[7]分别采用数值模拟对降雨条件

下岩质与土质边坡的渗流场进行了研究；李兆平等[8]、

吴长富等[9]在分别对降雨条件下边坡渗流场进行数值

模拟的基础上，结合刚体极限平衡法对边坡的稳定性

进行了分析。 
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与数值解相比，解析解更清晰简洁，能更直观地

显示定解问题对边界条件的响应，且便于对各影响因

素进行参数敏感性分析，并能对数值解的结果进行验

证[10-11]。Basha 利用 Green 函数法得到了规定边界条

件下多维非稳态入渗解析解[12]。Srivastava 等通过拉普

拉斯变换法得到了降雨条件下一维瞬态入渗解析解[13]。

Chen 等通过 Fourier 积分变换法得到了任意降雨边界

条件下多维入渗解析解[14]。但是这些解析解均是在地

表水平的情况下推出的，均未能考虑斜坡的影响。 
针对以上问题，Chen 等[15]通过对 Green-Ampt 入

渗模型进行改进，提出了斜坡的 Green-Ampt 入渗模

型，并推导了稳恒与非稳恒降雨下斜坡的入渗公式。

但该模型假定存在明显湿润锋，且湿润锋以上土体的

含水率是相同的，这种假定与实际的入渗情况相比是

不严格的。Iverson[16]基于严格的 Richards 控制方程提

出了一个斜坡的降雨入渗模型。但模型中假定非饱和

土渗透系数等于其饱和渗透系数，未能体现出土体的

非饱和特性。詹良通等[10]在合理简化的基础上，推导

了无限长斜坡降雨入渗解析解，该解析解采用了较严

格的 Richards 控制方程并能反映土体的非饱和特性，

同时还考虑了斜坡的影响，更适宜于进行降雨条件下

斜坡渗流场的分析研究。但是该解析解只考虑了坡面

边界条件为恒定流量的情况，这在降雨强度小于土体

饱和渗透系数时是合适的；但当降雨强度大于饱和渗

透系数时，初始时刻降雨强度小于土壤入渗能力，坡

面为流量边界条件，当降雨持续一段时间以后，降雨

强度将大于土壤入渗能力，此时坡面将出现积水或径

流，坡面变为水头边界条件[17-18]；该解析解并不能反

映这种在一次降雨过程中坡面边界条件由流量边界条

件转变为水头边界条件的动态变化过程。因此对于这

种情况下的斜坡入渗解析解，还需要作进一步的研究。 
为了更全面地对降雨情况下斜坡内的入渗规律进

行研究，在文献[10]的基础上，采用 Fourier 积分变换

分别对降雨强度小于和大于土体饱和渗透系数情况下

的斜坡入渗解析解进行了推导，并给出了两种情况下

斜坡入渗解析解的统一表达式，该解析解既考虑了坡

面倾斜的影响，同时还考虑了不同的降雨形式：低强

度降雨（降雨强度小于饱和渗透系数）和高强度降雨

（降雨强度大于饱和渗透系数）。最后通过与有限元数

值模拟结果进行比较，对得到的解析解的正确性进行

了验证。 

1  降雨入渗条件下无限长斜坡内水分

运移模型 
1.1  模型建立的基本假定 

采用与文献[10]相同的假定：①假定斜坡的长度

为无限长；②假定斜坡中主地下水位及负孔隙水压力

等值线平行于坡面；③本模型考虑的是一场均匀降雨，

即降雨过程中雨强保持不变。 
1.2  控制方程的推导 

图 1 所示为二维坐标下的无限长斜坡，其中 为

斜坡倾角， x与 z为标准笛卡尔坐标系， *x 与 *z 为旋

转后的坐标系，两坐标之间的关系为 
*

*

cos sin

sin cos

x x z
z x z

 

 

  


  

，

。
          (1) 

对于各向同性土来说，二维非饱和控制方程为 

k k k
x x z z t

                     
 ， (2) 

式中，k为土体的渗透系数，θ为土体的体积含水率，

 为孔隙水压力水头。 

 

图 1 均质无限长斜坡示意图 

Fig. 1 Coordinate system for homogeneous infinite slopes 

将式（1）代入式（2）可得 

* * * * * *cos sink kk k
x x z z z x t

  
 

                        
。

(3) 
根据假定②可知，孔隙水压力仅随 t和 *z 改变，

因此式（3）可以写为 

* * * coskk
z z z t

 


           
  。     (4) 

非饱和土土水特征曲线和渗透系数方程参照文献

[10]，均用指数函数来描述： 
 r s r e        ，       (5) 

sek k    。                (6) 
将式（5）、（6）代入式（4）可以得到无限长斜坡

非饱和渗流控制方程： 
 2

s r
*2 *

s

cosk k k
z z k t

  
 

  
 

  
 ，  (7) 

以上推导及所得公式均参考文献[10]。 

为了计算简便，令 *cosz z   ，t 
2

s

s r

cos k t 
 

 

s

kk
k

  ，并将其代入式（7）可得 
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2

2

k k k
z z t
    
 

    
  。         (8) 

式（8）还可以进一步简化，令 2 4e
z t

k k
 


  ，可得 
2

2

k k
t z
  


  
  。              (9) 

1.3  初始条件的推导 

由于初始状态为稳态，因此其控制方程可由式（8）
变换得到 

2

2 0k k
z z
  
 

  
  。      (10) 

初始时刻下边界条件为恒定孔隙水压力水头 0
（如图 1 所示），即 

0
' 0 ezk 
              (11) 

上边界条件采用与文献[10]相同的做法，假设其

前期雨强为 aq ，则 
a

s
z H

qkk
z k 

  


  ，      (12) 

式中， *cosH H   。 
联立式（10）、（11）、（12）并求解可得 

0a a

s s

e e zq qk
k k

  
    

 
 ，     (13) 

由式（13）可进一步得 
0 2a2 2 2

' 0
s

e (e e ) e
zz z z

t
qk k
k


      

 
     。(14) 

1.4  边界条件的确定 

下边界条件始终为恒定孔隙水压力水头 0 ，则有 
0 4

0 e
t

zk


  
 

    。         (15) 

上边界条件将根据降雨强度与土体饱和渗透系数

的关系而定。 
（1）降雨强度小于饱和渗透系数 
设此时的降雨强度为 bq ，且 b sq k 。这种情况下，

雨水将全部入渗，坡面不会产生积水，则上边界条件

为流量边界条件： 

b 2 4

s

e
2

H t

z H

qk k
z K

 


 

 
 


  。    (16)

 

（2）降雨强度大于饱和渗透系数 
降雨强度大于饱和渗透系数时，当降雨持续一段

时间后，坡面将出现积水，设积水时间为 pt 。 
当降雨时间 pt t 时，此时坡面还未积水，则上边

界条件为流量边界条件，其表达式可用式（16）表示。 
当降雨时间 pt t 时，此时坡面出现积水，由于坡

面的存在，设积水全部流走，则上部水压为 0，则上

边界条件为水头边界条件： 

2 4e
H t

z Hk
 


    。         (17) 

由此可以看出，该情况下随着降雨时间的增长，

上边界条件将由流量边界过渡到水头边界。 

2  不同降雨条件下的解析解 
2.1  降雨强度小于饱和渗透系数 

当降雨强度小于饱和渗透渗透系数时，坡面不会

出现积水，因此联立式（9）、（14）～（16）并利用傅

里叶积分变换法[19]，可以求得 
2 2

1 1 10
1
e ( , ) ( ) e ( , )dm m

tt t
m m m

m
k K z F A t t   

 



        ， 

                                        (18) 
式中， m 满足 cot 0.5m mH     ；以下将分别给出式

（18）中其他符号的计算公式及其结果： 
   1 , sinm m mK z B z     ，   (18a) 

式中，    
 

2

2

2 0.25

0.25 0.5
m

m
m

B
H









  
。 

   1 1 ' 00
, d

H

m m tF K z k z 


   。 (18b) 

将式（14）代入式（18b）可得 

   
0a2

1 2
s

e sin e
0.25

H
m

m m m
m

B q
F H

k


  


 
       

，                                         

(18c) 

  1
1 0 0 1,

2m z z z H z H
K k kA t k K
z z

         

           
。                                         

(18d) 
将（15），（16）代入式（18d）可得 

  4
1 1( , ) e

t

m mA t C    ，        (18e) 

式中，     0 2
1 e sin e

H
b

m m m m
s

q
C B H

k
   

 
   

 
。 

求得 ''k 后，可进一步求得斜坡内孔隙水压力的解

析表达式： 

   2 0.25 '2
1 2

1 1

1, ln sin e sinm
z

t
m m

m m

z t e D z D z  


    

 

          
 

                                (19) 

式中，      1
1 1 2 0.25

m
m m

m

C
D B F


 


 

   
，  2 mD B    

 1
2 0.25

m

m

C 
 

。 

2.2  降雨强度大于饱和渗透系数 

降雨强度大于饱和渗透系数时，降雨持续一段时

间后，坡面将出现积水或径流。根据式（19），利用

  ' ', 0z Hz t    ，可以求得积水时间 pt 以及此时的水

压分布： 

 
p

2
1

1

1, ln e sin
z

t t m
m

z t B z 


 

 


 
    

 
  ， (20) 
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式中，
2

s p
p

s r

cos k t
t

 
 

 


，
 2

p0.25
1 1 2e m tB D D  
  。 

当降雨时间 pt t 时，此时还未出现积水，上边界

条件仍为流量边界条件，此时的水压仍采用式（19）
计算。 

当降雨时间 pt t 时，令 pt t t    ，并以 t作为时

间变量，则式（9）可改写为 
2

2

k k
t z
  


  
  。            (21) 

同样以 t作为时间变量，则式（20）可改写为 

  2
'' 0 1

1

1, e sin
z

t m
m

z t In B z 


 




 
    

 
 ，(22) 

由式（22）可进一步得 

  0 1
1

, sint m
m

k z t B z





      。   (23) 

式（23）即为新时间变量下的初始状态，联立式（15）、
（17）、（21）、（23），并利用傅里叶积分变换法[19]，

可以求得 

     2 2

2 2 20
1
e , e , dn n

tt t
n n n

n
k K z F A t t   

 



        ， 

(24a) 
式中 n 满足sin 0nH   ，以下将分别给出式（24a）
中其他符号的计算公式及其结果： 

 2
2, sinn nK z z
H

  


  ；      (24b) 

   2 2 '' 00
, d

H

n n tF K z k z 


   ；  (24c) 

将式（22）代入式（24c）可得 

       2 1
1

sin2 cos m
n n n m

m m n m n

HF H B
H


   

   






 

    ；

                                         (24d) 

  2 2
2 0 ' 0,

'n z z z H z H
K KA t k k
z z

        

     
 

；(24e) 

将（15），（17）代入式（24e）可得 

    4
2 2, e

t

n nA t C    ，        (24f) 

式中，   0 2
2

2 e e cos
H

n n nC H
H

  
 

    
。 

求得 k 后，又有 pt t t    ，可进一步求得斜坡内

孔隙水压力的解析表达式： 

   2 0.252
3 4

1 1

1, ln e sin e sinn
z

t
n n

n n
z t D z D z

  


    

 

          
  ，

                                          (25) 

式中，      2
p0.252

3 2 2

2 e
0.25

n tn
n

n

C
D F

H





 
    

， 4D   

 2
2

2
0.25
n

n

C
H


 

。 

2.3  降雨条件下斜坡解析解的统一形式 

由式（19）、（25）可以看出，在降雨条件下，不

论降雨强度是大于还是小于土体饱和渗透系数，坡体

内水压剖面的解析解形式是一致的，只是系数选取不

同。因此降雨条件下斜坡剖面水压解析解可以写成如

下统一形式： 

   2 0.252
1 2

1 1

1, ln e sin e sini
z

t
i i

i i
z t E z E z

  


    

 

       
  
  。

(26) 
式中  当降雨强度小于土体饱和渗透系数或降雨强度

大于饱和渗透系数且降雨时间 pt t 时， i n  ，

1 1E D ， 2 2E D ；当降雨强度大于土体饱和渗透系

数且降雨时间 pt t 时， 1 3E D ， 2 4E D 。 

3  解析解与数值模拟对比 
参照文献[10]，假定斜坡非饱和土层的垂直厚度

为 2 m，斜坡水平长度为 40 m，倾角 =30°，饱和

系数 0.01   /cm，饱和含水率 s 0.45  ，残余含水

率 r  15%，孔隙水压力水头 0 100    cm，前期雨

强 aq 为 0。以下将分别对降雨强度小于和大于土体饱

和渗透系数时的解析解与有限元数值模拟（采用

GEOSLOPE-SEEP/W 进行模拟）的结果进行比较，从

而验证推导解析解的正确性。 
3.1  降雨强度小于饱和渗透系数 

计算中采用饱和渗透系数 3
s 3.6 10k    m/h，后

期雨强 bq 为 32.16 10  m/h，此时的降雨强度小于土

体饱和渗透系数。采用 GEOSLOPE-SEEP/W 进行数值

模拟，并与计算得到的解析解进行对比。 
图 2 给出了降雨强度小于土体饱和渗透系数时，

不同时刻的解析解与数值解模拟得到的孔隙水压力沿

斜坡面方向的孔隙水压力分布情况（其中点值为解析

解，线值为数值解）。从图 2 中可以看出，在降雨强度

小于土体渗透系数情况下，利用推导的解析解得到的

孔隙水压力结果与数值模拟得到的结果基本是一致

的。 

图 2 不同时刻斜坡内孔隙水压力分布（ b sq k ） 

Fig. 2 Distribution of pore water pressure at different time 
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3.2  降雨强度大于饱和渗透系数 

计算中采用饱和渗透系数 3
s 3.6 10k    m/h，后

期雨强 bq 为 21.08 10  m/h，此时的降雨强度大于土

体饱和渗透系数。采用 GEOSLOPE-SEEP/W 进行数值

模拟，并与计算得到的解析解进行对比。 
解析解得到的积水时间为 11.297 h；数值模拟由

于设定了一定的时间步，因此其积水时间不能精确得

出，只能根据坡面水压变化情况得到在某 2 个时间步

之间出现积水，经计算可得其积水时间为 11.2～11.3 
h；解析解得到的积水时间正好落在数值模拟得到的这

个时间段内，说明两者的计算结果是吻合的。 

图 3 不同时刻斜坡内孔隙水压力分布（ b sq k ） 

Fig. 3 Distribution of pore water pressure at different time 

图 3 给出了降雨强度大于土体饱和渗透系数时，

不同时刻的解析解与数值解模拟得到的孔隙水压力沿

斜坡面方向的孔隙水压力分布情况（其中点值为解析

解，线值为数值解）。从图 3 中可以看出，在降雨强度

大于土体渗透系数情况下，利用推导的解析解得到的

孔隙水压力结果与数值模拟得到的结果也是一致的。 
通过以上比较可以看出，在两种降雨形式下，解

析解与数值模拟的结果均吻合较好，说明第 2 节得到

的解析解是正确的。 

4  结    语 
在文献[10]的基础上，采用 Fourier 积分变换得到

了降雨强度小于及大于土体饱和渗透系数下的斜坡入

渗解析解的统一表达式；该解析解不仅反映了土体的

非饱和特性及斜坡的影响，还在文献[10]解析解的基

础上更进一步，能够反映当降雨强度大于土体饱和渗

透系数时，坡面边界由流量边界转化为水头边界的动

态变化过程，便于更全面地对降雨情况下斜坡的入渗

规律进行研究。 
通过解析解与数值模拟的对比可以看出，该解析

解是稳定可靠的；可用于预测降雨强度小于及大于土

体饱和渗透系数时斜坡内孔隙水压力随降雨时间的变

化规律，并可用以确定积水时间；得到的孔隙水压力

还可用于评估降雨入渗对非饱和土斜坡稳定性的影

响。 
在计算效率方面，得到的解析解形式简单，便于

进行编程计算，与采用大型有限元程序进行计算相比，

其计算效率比较高；在计算精度方面，从 3.2 节中对

积水时间的计算上可以看出，有限元只能得到积水时

间的一个大概范围，而解析解则可以得到具体的积水

时间数值。这是由于数值解采用了离散的网格及时间

步，所以在计算某一非结点的空间点或非时间步的时

间点上的孔隙水压力值时，会出现困难；而解析解则

可比较精确地给出任意时间点及空间点的孔隙水压力

值。但由于解析解的边界相对简单，因此其适用范围

没有数值解广泛。  
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