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摘  要：连续排水边界可以修正边界透水与不透水这两种极端理想化的边界问题。在 Terzaghi 一维固结理论的基础上，

结合连续排水边界给出了连续排水边界下不排水对称面一维固结的解析解答。基于 ABAQUS 有限元软件开发了一维连

续排水边界条件的子程序，对不排水对称面位置变化的影响因素包括边界透水性能、排水时间和渗透系数进行研究，

得到了不排水对称面的变化规律。最后将该数值分析方法引入饱和软黏土中不同深度设置排水砂层进行比较，结果表

明在不排水对称面位置处设置排水砂层时土体的固结速度是最快的。连续排水边界的引入有利于确定不排水对称面的

位置，所得的结论和文中的有限元分析过程对促进固结理论的发展具有重要的实际价值和意义。 
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Finite element analysis of one-dimensional consolidation of undrained            
symmetry plane under continuous drainage boundary  
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Abstract: The continuous drainage boundary can correct the pervious and impervious boundaries which are extremely idealized. 

Based on the Terzaghi’s one-dimensional consolidation theory and the continuous drainage boundary, an analytical solution of 

one-dimensional consolidation of undrained symmetry plane under continuous drainage boundary is given. One-dimensional 

subroutine of continuous drainage boundary is written based on the finite element analysis of ABAQUS. The influence factors 

of undrained symmetry plane is studied, including boundary permeability, drainage time and permeability coefficient. The 

variation of the undrained symmetry plane is obtained. Finally, the location of setting sand layers at different depths in saturated 

soft clay is compared by the method of finite element analysis. The results show that the rate of consolidation is the fastest 

when the sand layer is set at the location of undrained symmetry plane. The continuous drainage boundary can help to 

determine the location of undrained symmetry plane. The results and the process of finite element analysis are of practical and 

important value and significance for the development of soil consolidation theory.  
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0  引    言 
在实际工程中对淤泥、淤质土、冲填土等饱和黏

性土的处理常常在土层顶面铺设砂垫层以加速软基排

水固结，从而大大缩短软基的固结时间。一般求解时，

常将该垫层作为透水边界，然而当垫层透水性不良时，

在紧紧相邻的土层顶面会形成不同程度的透水边界，

在计算这种地基的沉降时往往造成了计算不准确而导

致沉降预测不准确。如何计算这种不同程度的透水边

界已经成为需要解决的实际问题。 
目前对于一维固结问题的研究如 Terzaghi[1]经典

固结理论主要针对透水与不透水这两种理想化的边界

条件，但实际工程中土层的边界条件多是介于透水与 
不透水之间的，且透水边界条件应该是和时间相关联

的。虽然 Terzaghi 经典固结理论对于固结现象的描述

是合理的，不少学者在经典 Terzaghi 理论的基础上进

行了研究[2-6]，所得的相关解析解也为实际工况和室内

试验所验证，但对于经典理论的修正和补充，也一直

是土力学理论研究的一个方向。黄文熙[7]曾经提出过

一种半透水边界，但由于解答太深奥和复杂，在实际
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中使用相对较少。梅国雄等[8]、郑昱等[9]基于上述认

识提出了连续排水边界且已对相应的连续排水边界下

一维固结方程给出了初步的解析解答，验证了连续排

水边界理论的正确性。所谓的连续排水边界条件，是

基于使边界条件更符合实际工况这一目的所做的研

究。 
吹填土在吹填过程中，泥砂结构遭到破坏，以细

小颗粒的形式缓慢沉积，因而具有塑性指数大、天然

含水率和孔隙比大，重度小，压缩性高，渗透性小等

特点。由吹填土构成的地基，强度很差，一般不能直

接用于工程建设，需要进行地基处理。在进行吹填土

的软基处理时，假如让吹填土在吹填过程中就能在重

力作用下快速固结，比如在吹填过程中土层内部预先

加入一层排水砂层，而计算排水砂层在何种深度位置

才能达到最佳排水面的问题，也是解决诸如吹填土软

基快速固结的实际工程问题之一。本文研究所谓不排

水对称面的目的是为了在饱和软黏土中找到竖向深度

最佳排水砂层的位置，进而将此引入实际工程。 
本文在 Terzaghi 一维固结理论的基础上，结合连

续排水边界对不排水对称面一维固结的解析解进行了

推导，并利用 ABAQUS 有限元分析平台与自主开发

的连续排水边界子程序，分析比较不同排水边界参数

比值、排水时间和渗透系数的变化对不排水对称面的

影响，进而讨论在排水边界对称和不对称两种情况下，

不排水对称面与在饱和软黏土中不同深度设置最佳排

水砂层的关系。 

1  连续排水边界的提出 
文献[8]提出如下从透水到不透水的连续排水边

界条件： 
( ,0) exp( )u t p bt    ，           (1) 
( ,2 ) exp( )u t h p ct    。          (2) 

式中  u (t，0)为顶部边界t时刻的孔压；u (t，2h)为底

部边界 t 时刻的孔压，任意深度的土层孔压是关于时

间的指数函数，其孔压在顶部和底部边界与时间的指

数关系能大体反映土体固结过程的总体趋势；p为边界

的初始条件即外荷载条件；b，c是反映边界排水性状

的参数，和边界上下土体材料性质有关，其值可通过

试验模拟或工程实测反演得出，且 0b  ， 0c  。 
由式（1）、（2）可知该边界条件具有如下特点：

以其中顶部边界条件为例，当 t  0 时，u (0，0)=p，
符合边界的初始条件既外荷载刚加载的情况；随着固

结时间 t 的增长，u (t，0)逐渐减小，当 t 时，u (，

0) 0，满足时间无限长，孔压消散完成的基本规律；

在式（1）或（2）中，当反映边界排水性状的参数 b

或者 c 取值较小时，可近似描述不排水边界条件；当

b 或者 c 时，u (0，0) 0，可描述典型的排

水边界条件。   
从上面的分析可以看出，典型的排水边界条件和

近似描述的不排水边界条件是式（1）或式（2）的上、

下限，而介于此上下限之间的不同程度的透水边界条

件，也可由式（1）或式（2）来较好地描述，通过调

整边界参数 b，c 的值可模拟实际土层从透水到不透水

的不同透水性边界的排水特性。 

2  不排水对称面的概念 
黄文熙[10]对经典的 Terzaghi 固结理论曾提到过这

样一个问题，认为双面排水中孔压的分布可以看做是

由 2 个单面排水组成，但其前提是在对称荷载的作用

下，如图 1（a）。笔者将理想状态下双面排水中间流

速为 0 的平面定义为不排水对称面。需要说明的是，

当排水边界或荷载不对称时，不排水对称面的竖向位

置不一定对称（处于中间位置）。目前某些土力学书[11]

中对于 Terzaghi 一维固结的单面排水和双面排水问题

因仅考虑排水边界问题，而忽略了荷载的对称问题，

从而出现了一个错误的认识：如图 1（b）所示，认为

两者的固结过程是等效的。正确的应该是在荷载和上

下边界透水性能都完全对称的情况下两者才有系统的

固结性状，如图 1（c）所示。 

 

 

 

图 1 单面排水和双面排水的比较 

Fig. 1 Comparison between single-drainage and double-drainage 
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由不排水对称面的定义可知，该土体平面处的水

流速度为零即 / 0u z   ，不排水对称面的位置也是孔

压出现峰值的位置，且 2 2/ 0u z   （曲线存在拐点）。 
需要强调的是，理想状态下 Terzaghi 的单面排水

中由于土体底面存在着绝对的不排水面，孔压分布曲

线中没有拐点，故对于 Terzaghi 的单面排水来说并不

存在不排水对称面。Terzaghi 的双面排水是在对称荷

载作用且土体上下边界透水性能是相同的，这种情况

下的土体固结排水是关于土层中间对称的，任意时刻

的孔压分布曲线也都是关于土层中间对称的，不排水

对称面在土层的中间位置。然而在实际情况中，即便

在作用对称荷载下，由于上下排水面的透水性能不一

致，不排水对称面会随着各种因素的改变而发生向上

或者向下的移动，如图 2。 

 

图 2 不排水对称面的分布 

Fig. 2 Distribution of undrained symmetry plane 

3  连续排水边界下不排水对称面的解

析解答 
对 Terzaghi 一维固结方程的边界条件进行修正： 

固结方程为    
2

V 2 (0 2 )u uC z h
t z

 
  

 
  ；   (3) 

初始条件为 
        (0, )u z p   ；             (4) 

边界条件为 
             ( ,0) exp( )u t p bt   ，          (5) 

            ( ,2 ) exp( )u t h p ct    。        (6) 
式中， vC 为土的竖向固结系数（m2/d），h 为地基土

层最大竖向排水距离。 
这是一个非齐次边界方程，在不考虑重力作用下，

假设荷载是一次施加且为瞬间对称施加，最后得出了

连续排水边界下 Terzaghi 一维固结方程的解[8]为 

1
4 (2 )sin (2 1)π / 2( , ) exp( )

2 (2 1)( )π
4 sin (2 1)π / 2

exp( ) exp( ) exp( )
2 (2 1)( )π

[ ][

[ ]] [ ]
k

bp h z k z hu t z bt
h k D b

cpz k z h
Dt ct Dt

h k D c


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 


     

 
(2 ) exp( ) / 2 exp( ) / 2h z p bt h pz ct h    ，(7) 

其中， 2
v (2 1)π / 2[ ]D C k h    。 

由不排水对称面的定义可知 / 0u z   ，令式（7）
孔压 ( )u t z， 对深度 z 求偏导等于 0，则可得到不排水

对称面位置深度 z 的方程为 

2

1
2 sin (2 1)π / 2

exp( ) exp( )
(2 1)π

2 cos (2 1)π / 2
exp( ) exp( )

(2 ) exp( ) exp( ) exp( )

[ ]{ [ ]
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k
p k z h c ct Dt

k h D c
p k z hb bt Dt

D b h
h z b zcbt Dt ct
D b D c



 
   

 


    




     
 

  exp( ) exp( ) exp( ) 0
2
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h

      。    (8) 

存在不排水对称面的前提需符合 2 2/ 0u z   ，从

Terzaghi 控制方程式（3）中可以得到 / 0u t   ，而

孔压随时间的变化曲线总是递减的，其曲线的切线斜

率也必然小于 0。 
由于方程的复杂性，只能给出连续排水边界下不

排水对称面的隐式解析解答。从式（8）中可以看出，

不排水对称面的位置不仅和时间、固结系数即渗透系

数有关，还和边界条件中给出的参数 b，c 的值有关。

令边界参数 b=c，解式（8）可以得到 z=h，即不排水

对称面在土层的中间位置，验证了该解析解答的正确

性。 

4  不排水对称面的影响因素分析 
从上节式（8）解析解答可知，不排水对称面的影

响因素包括上下边界透水性能参数、排水时间和渗透

系数。运用有限元程序 ABAQUS 以及自行开发的连

续排水边界子程序对连续排水边界下均质地基一维固

结问题进行数值模拟。文献[12]已成功将连续排水边

界退化为经典 Terzaghi 固结的排水和不排水边界，并

通过与连续排水边界下的 Terzaghi 一维固结解析解进

行对比，验证了该连续排水边界子程序的正确性。 
结合 Terzaghi 一维固结理论在不考虑重力作用且

在瞬间对称荷载的基础上，分析比较不同排水边界参

数比值、排水时间和渗透系数的变化对不排水对称面

位置的影响，并将所得的结果与理想状态下的

Terzaghi 一维固结理论进行对比分析。 
4.1  计算模型 

计算模型如图 3 所示。模型高度取 10 m，土体表

面一次瞬时施加对称均布荷载 p=100 kPa，土层为单

一的软弱土层，土层的初始孔隙比为 1.5，土体取为线

弹性体，弹性模量 E=10 MPa，泊松比 =0.3，采用四

节点四面体单元和 Standard标准模块中的 Soil 分析步

进行分析，利用 ABAQUS 自定义边界条件子程序

DISP 接口对土体顶面和底面引入自定义连续排水边

界条件。 
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图 3 计算模型 

Fig. 3 Calculation model 

4.2  计算方案 

令边界参数 b=0.01， c=0.003，渗透系数 k= 
57.4 10 m/d，取固结度达到 80%的排水时间约为 500 

d 作为标准进行分析，并将所得的结果与理想状态下

的 Terzaghi 一维固结理论进行对比，由于 Terzaghi 的
单面排水中存在绝对的不排水面，孔压分布曲线没有

拐点，故不存在不排水对称面，只与 Terzaghi 的双面

排水进行对比。计算方案如表 1 所示。 
表 1 计算方案 

Table 1 Calculation scheme 

方

案 影响因素 边界参数 
比值 c/b 

取排水时

间 T/d 
渗透系数

1/(m d )k   

A 边界透 
水性能 

c/b=0.3 
c/b=0.5 
c/b=1 

500 7.4×10-5 

B 排水时间 c/b=0.3 
10 

100 
1000 

7.4×10-5 

C 渗透系数 c/b=0.3 500 
1×10-6 
1×10-5 
1×10-4 

（1）边界透水性能的影响：对边界参数的分析中

存在 b，c 两个变量，由于对两个变量同时进行分析情

况较复杂，故固定其中一个变量，并利用比值的形式

讨论上下边界参数对不排水对称面的影响。如方案 A
所示，令渗透系数 k= 57.4 10 m/d，固定参数 b=0.01，
将边界参数 c 作为变量，取 3 组不同边界参数比值

（0.003，0.005，0.01）进行计算比较，并取排水时间

500 d 进行分析。 
（2）排水时间的影响：如方案 B 所示，令边界

参数 b=0.01，c=0.003，渗透系数 k= 57.4 10 m/d 进行

计算，按照数据处理的需要和不违背规律的基础上,
不妨按对数形式选取代表固结的初期、中期以及末期

的时间，即时间 T=10，100，1000 d（土体固结度已

接近 98%）3 种情况所得的结果进行对比分析。 
（3）渗透系数的影响：如方案 C 所示，令边界

参数 b=0.01，c=0.003，将土体渗透系数作为变量，同

样按照数据处理的需要和不违背规律的基础上取 3 组

不同渗透系数（1×10-6，1×10-5，1×10-4）进行计算比

较，并取排水时间 500 d 进行分析。 

4.3  不同边界参数 c/b 比值对不排水对称面的影响 

连续排水边界可以描述介于 Terzaghi 的单面和双

面排水这两种极限状态之间的边界条件。图 4 为当时

间 T=500 d 时不同边界参数 c/b 比值下的不排水对称

面分布曲线图。Terzaghi 的单面排水中不存在不排水

对称面，而对于 Terzaghi 的双面排水来讲，不排水对

称面的位置在土层中间 5 m 深度处。从图 4 中可知，

当 b=0.01，随着参数 c 不断增大，不排水对称面的位

置在沿深度方向不断移动；当边界参数 c/b 比值等于 1
时，类似于 Terzaghi 的双面排水，不排水对称面也在

土体中部 5 m 深度位置。这说明当上下边界排水性能

接近时，不排水对称面接近于土层的中部位置，边界

排水性能的好坏和上下边界排水性能的差异对不排水

对称面的位置变化影响较大。 

 
图 4 不同边界参数 c/b 比值下的不排水对称面分布曲线 

Fig. 4 Distribution curves of undrained symmetry plane under  

..different boundary parameters c/b 

4.4  排水时间对不排水对称面的影响 

图 5 描绘了随着排水时间的增加，不排水对称面

位置的分布曲线。在 Terzaghi 的双面排水中不排水对

称面并不会随着时间的改变而发生移动，但在接近实

际情况的连续排水边界下不排水对称面将随着时间发

生变化。从图 5 中可以看出，在边界参数 b=0.01，
c=0.003 的情况下，当时间从 T=10 d增加到 1000 d时，

不排水对称面的位置从深度约 5 m处移动到了 9 m处

左右，变化的范围较大。这说明接近实际情况下在固

结的初期不排水对称面在土体的中部位置附近，随着

排水时间的不断增加，不排水对称面的位置在朝着上

下边界排水性能相对较弱的方向移动。                  
4.5  渗透系数对不排水对称面的影响 

图 6 给出了不同渗透系数下不排水对称面位置变

化的分布曲线图。从图 6 中可知，Terzaghi 的双面排

水中不排水对称面不会随着渗透系数的变化而变化；

而在连续排水边界 b=0.01，c=0.003 下的不排水对称

面位置从中部 5 m 逐渐变化到了 9 m 左右，变化的范

围较大。随着渗透系数的增大，不排水对称面的位置

同样在朝着上下边界排水性能相对较弱的方向移动。 
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图 5 不同排水时间下的不排水对称面分布曲线 

Fig. 5 Distribution curves of undrained symmetry plane under  

..different drainage time 

 

 
图 6 不同渗透系数下的不排水对称面分布曲线 

Fig. 6 Distribution curves of undrained symmetry plane under  

..different permeability coefficients 

事实上，上述算例的边界参数 b=0.01，c=0.003
属于上下边界排水性能相差较大的情况，从图 5（b）
和图 6（b）也可以看到，这种情况下的不排水对称面

随排水时间和渗透系数变化的范围均较大；而当上下

边界相差较小即边界参数 c/b 比值接近 1 的情况，其

极限状态类似于 Terzaghi 的双面排水，不排水对称面

将在土体中部 5 m 深度附近变化，排水时间和渗透系

数变化对不排水对称面的影响均较小。从上述对上下

边界透水性能、排水时间和渗透系数的分析可以得出，

只要上下透水边界和荷载均是对称的，排水时间和渗

透系数并不会影响到不排水对称面的位置变化。当上

下边界透水性能相差越大，排水时间和渗透系数对不

排水对称面的影响也越大；反之，当上下边界透水性

能相差越小，排水时间和渗透系数对不排水对称面的

影响也越小。 

5  不同深度位置设置排水砂层的比较 
通过分析比较不同上下边界透水性能、排水时间

和渗透系数的变化对不排水对称面位置的影响，进而

考虑在排水边界对称和不对称两种情况下，不排水对

称面与在饱和软黏土中不同深度设置最佳排水砂层的

关系。 
5.1  计算模型 

运用有限元程序 ABAQUS 以及自行开发的边界

子程序，在饱和软黏土内部设置厚度为 20 cm 的排水

砂层进行模拟，各土体参数列入表 2，同样采用四节

点四面体单元和 Standard标准模块中的 Soil 分析步进

行分析，利用 ABAQUS 自定义边界条件子程序 DISP
接口对土体顶面和底面引入自定义连续排水边界条

件，计算模型如图 7。考虑在排水边界对称和不对称

两种情况下分别设置排水砂层进行计算比较。 

 

图 7 计算模型 

Fig. 7 Calculation model 

表 2 土体物理力学参数 

Table 2 Parameters of soil properties 

土层 3/(kN m )   s / MPaE    1/(m d )k 
软黏土 18.1  10 0.3 7.4×10-3 
砂层 17.7  10 0.3 1 

5.2  排水边界对称情况下的对比分析 

由上节的影响因素分析可知，在不考虑重力作用、

荷载和上下透水边界都完全对称的情况下，类似于
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Terzaghi 的双面排水，土体排水是关于中间对称的，

不排水对称面在中部 5 m深度处且不会随着时间的变

化而发生移动。令土体表面作用瞬间对称均布荷载

p=100 kPa 且边界参数比值 c/b=1，做 4 组数值模拟试

验进行对比，分别在深度 2.5，5，7.5 m 处设置排水

砂层以及不加排水砂层进行分析。 
考虑到对于一维固结线弹性土体平均固结度按沉

降定义和按平均孔压定义是一致的[13]，故只对按沉降

定义的平均固结度进行计算： 

s t /U S S   。 
图 8 为在排水边界对称的情况下，在不同深度位

置设置排水砂层土体的平均固结度随时间的变化曲

线。从图 8 中由对称性可知，在深度 2.5 m 处和 7.5 m
处设置排水砂层时两者的固结速度是相同的；而在 5 
m 深度即不排水对称面位置设置排水砂层时，土体排

水固结速度是最快的，对 Terzaghi 的双面排水同样可

以得到类似结论。这说明在不排水对称面位置处设置

排水砂层时土体的固结速度是最快的。 

 

图 8 排水边界对称情况下设置排水砂层的对比图 

Fig. 8 Comparison of setting sand layers under symmetric  

.boundary 

分析这种现象的原因，可能是因为不排水对称面

的位置即为孔压出现峰值的位置，当在不排水对称面

位置处设置排水砂层时，孔压峰值处的排水渗流速度

要比其他部位快，所以土体固结的速度也是最快的。 
5.3  排水边界不对称情况下的对比分析 

当土体的上下排水边界参数和渗透系数均固定

时，不排水对称面的位置将仅受排水时间的影响。在

接近实际情况的连续排水边界下，当上下边界透水性

能不对称时，不排水对称面将随着时间的变化而发生

移动。由于设置排水砂层的位置是固定的而不排水对

称面是变化的，故在不排水对称面约走过路径的一半

位置设置排水砂层。 
令土体表面作用瞬间对称均布荷载 p=100 kPa 且

边界参数比值 c/b=0.3，由上节时间的影响因素分析可

知，这种情况下的不排水对称面随时间变化的范围较

大，故在不排水对称面约走过路径的一半位置设置排

水砂层。例如上述图 5（b）中在上下边界参数比值

c/b=0.3 时的不排水对称面随时间变化从约深度 5m移

动到了 9 m 的位置，故在土体深度约 7 m 左右的位置

设置排水砂层。为与上节边界对称的情况保持一致，

则在 7.5 m 处设置排水砂层，并另外做 4 组数值模拟

试验进行对比，分别在深度 2.5，5，9 m 处设置排水

砂层以及不加排水砂层进行分析。 
图 9 为在荷载对称而边界不对称情况下，不同深

度位置设置排水砂层土体的平均固结度随时间的变化

曲线。从图 9 中可以看出，与上节边界对称的情况不

同，在 7.5 m 处设置排水砂层土体的固结速度要快于

2.5 m 处。在固结度达到 50%之前，在深度 5 m 中部

位置设置排水砂层土体的固结速度是最快的。当固结

度达到 80%～90%时，在深度 7.5 m 处设置排水砂层

土体的固结速度是最快的。在深度 9 m 处设置排水砂

层时，在固结的初期土体的固结速度较慢，固结后期

又逐渐加快。这是由于在固结的初期，边界处孔压还

未消散，孔压沿深度方向的峰值即不排水对称面的位

置在土体中部附近，因而此时在土体中部位置设置排

水砂层土体的固结速度是最快的。随着时间的增加，

不排水对称面逐渐向土体底面移动，故在固结的后期

深度 9 m 处设置排水砂层时土体固结速度又逐渐加

快。对于土体固结度达到 80%～90%的固结速度，在

不排水对称面约走过路径的一半位置设置排水砂层是

最优的。 

 

图 9 排水边界不对称情况下设置排水砂层的对比图 

Fig. 9 Comparison of setting sand layers under asymmetric  

boundary 

上述算例是在边界参数比值 c/b=0.3 属于上下边

界相差较大的情况。当上下边界相差较小即边界参数

c/b 比值接近 1 时，其极限状态类似于 Terzaghi 的双面

排水，不排水对称面将在土体中部 5 m深度附近变化，

此时在土体中部 5 m深度处设置排水砂层相差结果并

不会太大。由上述可知，在边界不对称的情况下，当

上下边界排水性能相差较小时，在土体中部位置设置
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排水砂层是较优的；当上下边界排水性能相差较大时，

对于土体固结度达到 80%～90%的固结速度，在不排

水对称面约走过路径的一半位置设置排水砂层是最优

的。连续排水边界的引入有利于不排水对称面的确定，

进而解决实际工程中有关快速排水固结的问题。 

6  结    论 
（1）通过推导连续排水边界下不排水对称面一维

固结的解析解答，得出了不排水对称面的影响因素包

括上下边界透水性能、排水时间以及渗透系数。 
（2）采用自行编制的连续排水边界条件子程序对

经典固结理论理想化的边界条件进行修正，分析比较

不同边界透水性能、排水时间以及渗透系数对不排水

对称面位置的影响，得出了不排水对称面的变化规律。 
（3）模拟在连续排水边界下的饱和软黏土中不同

深度设置排水砂层进行比较分析，得出在不排水对称

面位置处设置排水砂层时土体的固结速度是最快的。

在边界不对称的情况下，当上下边界排水性能相差较

小时，在土体中部位置设置排水砂层是较优的；当上

下边界排水性能相差较大时，在不排水对称面约走过

路径的一半位置设置排水砂层对于土体固结度达到

80%～90%时是最优的。 
（4）本文只考虑了荷载对称的固结问题，而对于

荷载不对称的固结问题，比如考虑土体的自重作用，

将是笔者下一步进行研究的方向，并同时将对不排水

对称面在理论上做进一步深入研究。 
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