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摘  要：在饱和冻土多孔多相介质理论构架的基础上，通过引入 Clapeyron 方程描述温度梯度对冻结区水分迁移影响，

并结合寒区工程的实际特点，对数学耦合模型中的应力平衡方程、连续性方程、能量方程进行了适当的简化，从而建

立了实用化的饱和冻土温度场、水分场、变形场耦合分析的数值模型。据此开发了能够反应各种外因（外载、温度）

作用下土体多场耦合机制的有限元分析程序，利用研发的程序对经典试验进行了分析，初步验证了模型及分析程序的

可行性与合理性，为模型的工程应用奠定了基础。 
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Abstract: Based on the theoretical frame of multi-phase porous medium for saturated frozen soils, the momentum equilibrium 

equation, the continuity equation, and the energy equation of the coupled model for frozen soils are simplified through the 

introduction of Clapeyron equation to describe the temperature gradient on the moisture migration in freezing zone and 

considering the actual engineering characteristics in cold regions. The program of the FEM resolution for the coupled 

heat-moisture-deformation model for civil engineering in cold zone is established under the plane strain. The simulated results 

for analyzing Penner's lab heaving tests are introduced to check and validate the rationality and reliability of the proposed 

model. 
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0  引    言 
我国西部广大寒区的众多工程冻害问题本质上是

多孔多相介质带相变的固、液、气、热耦合问题[1]。

从 20 世纪 50 年代后期至今，众多国内外学者对寒区

冻土水热迁移问题进行了比较深入的分析研究，提出

了各种水、热、力耦合模型： 
（1）Chen 等[2]在冻胀的物理本质基础上，考虑

冻胀经验公式，从而建立起各种半经验模型。 
（2）Guymon 等[3]学者把复杂的冻土的冻胀融沉

机理的综合影响因素简单的归结在冻土中未冻水含量

随温度的关系上，提出了冻土中热质迁移与水分迁移

相互作用的流体动力学模型。 
（3）Nixon[4]、Sheng 等[5]学者，基于次冻胀理论

与冰分凝理论，提出和发展了在不可变形的“刚性”

冰和线性稳定温度场假定基础上的刚冰模型。 
（4）苗天德等[6]、郭力等[7]从热力学、混合物理

论的角度出发，建立起固、液两相介质带相变的水、

热二场耦合模型，可以模拟水分迁移与热质迁移的二

场的耦合机制。 
（5）Duquennoi 等[8]提出了热力学水、热、力三

场耦合模型，并由 Fremond 等[9]进一步发展完善，该

模型从热力学的角度出发，以多孔多相介质的混合物

理论为基础，建立起了冻土微元体中土、冰、水三相

介质的质量守恒、能量守恒及熵不等式，从而进一步
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提出了多相介质的相应的自由能和耗散能表达式与多

相介质的本构方程。 
（6）张玉军等[10]建立了考虑饱和–非饱和介质

的二维三场耦合模型，考虑了膨胀力但未考虑除水外

其它各相的连续方程。 
（7）许强等[11]根据 R.L.Harlan 水热耦合模型等

推导了温度场方程和体积应变计算公式，但未建立起

真正的三场耦合控制微分方程，且未考虑温度变化对

土体变形的影响。然而这些模型中对相变潜热以及温

度梯度引起的水分迁移等问题还考虑不足，相关模型

的实用化数值分析软件相关报道也较少。 
（8）陈波等[12]推证了多孔介质三场耦合数学模

型微分方程，开发了相应的三场耦合分析软件 CDST，
并验证了该软件的可靠性。陈飞熊等[13-14]根据传统的

多孔多相介质力学研究方法，推导出了冻土体的有效

应力原理、连续性方程及各相成分的能量转换与传递

方程，本文在此基础上，通过引入 Claperyon 方程描

述冻结区温度梯度对水分迁移的影响，并结合冻土工

程特点对模型进行适当的简化，试图建立实用化的寒

区饱和冻土的三场耦合数值分析模型，开发出相应的

三场耦合数值分析软件，并通过与经典试验成果对比

分析，验证模型及分析程序的合理性和实用性，为进

一步工程实用推广奠定基础。 

1  饱和冻土三场耦合模型 
（1）应力平衡方程 

s w(1 χ) χ 0ip p X        


， (1) 
式中， s 为岩土骨架有效应力， wp 为未冻水压力， ip
为冰相压力， 为冻土体的密度，X


为冻土体体积力，

 为未冻水压力系数，在冻结区，则有： 0  ，在

未冻区，则有： 1  。 
（2）连续性方程 
单位时间冻土微元体的变形等于流入的水分的体

积与土体内的未冻水相变成冰后增加的附加体积之

和。 
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   
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式中， v 为冻土体体积应变， wv 为水分迁移速度场，

w ， i 分别为水、冰的密度， win 为冰水相变速率，

在未冻区， win =0。 
（3）能量方程 
假定冻土体内各相成分之间的变形保持一致，且

每个分析单元上各相成分的混合温度为 T，则有 
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  
            


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式中  左边第 2 项、第 3 项分别表示土骨架、未冻水

的流动对能量方程的影响（对流项）；右边第 1 项为传

导项，第 2 项为单元体热胀冷缩效应所做的功，第 3
项为未冻水的孔隙水压力变化时所做的功；第 4 项为

单元体的应变能，第 5 项为相变潜热。 sv 为冰的变形

速率， i 为冰项压力，u为单元体的变形，L 为水的

相变潜热； 1C 为冻土中固体相的等效热容，

1C  s s s i i in C n C  ， 2C 为未冻水的等效热容为 2C   

w w wn C ，冻土的等效热容 3 1 2C C C  ；固体相的等

效热胀冷缩系数为 s s i in n    ； s s i in n      

w wn  （其中， sn ， in ， wn 分别为土粒、冰和未冻水

的体积含量， iC ， sC ， wC 分别为土粒、冰和未冻水

的热容， s ， i ， w 分别为土粒、冰和未冻水的热

传导系数）。 

2  模型简化 
2.1 Claperyon 方程的引入 

负温条件下未冻水含量对于冻土体的物理、化学

和力学特性是至关重要的。因此对前述三场耦合模型

求解的关键在于确定冻结区水分迁移情况。本文假定

冻结区未冻水的能量状况可通过水压力、渗汲势、冰

压力、温度和融化热焓的 Clapeyron 方程来描述，即 

     w i

w i 0 w

ln
p p TL

T


  
    ，        (4) 

式中， 为渗吸力，B. D. Kay 等[15]指出：在没有约束

的条件下，基于平衡态，让 ip 等于零（即大气压下），

式（4）应用的正确性是无疑的。然而，如果土体有约

束且有外荷载的条件下，则土固体颗粒、冰和液相水

间的应力分布需要确定之。考虑到在一般的寒区岩土

工程中的外荷约束较小，以至于对土–水系统的作用

可忽略不计，以绝对温度 0T 为参考点，液相压力可表

示为 
w

w
0

d d d
Lp T T
T


   ，        (5) 

其中， w

0

L
T


   1220 kPa/℃， 0T 为 0℃的绝对温度

（273 K）。 
根据式（5），式（4）可以简化为 

w w
w i i

i 0

1.09
Lp p T p T
T

 



     ，   (6) 

即有      i w w
1

1.09 1.09
p p T p T

     ，     (7) 

将式（7）代入式（1）式可得 

s w (1 )p X T          ，     (8) 

未冻水压力表示为 
w wf wp p p    ， 
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式中， wfp 为温度梯度下水分驱动力， wp 为冻土体发

生变形时使土体内的水分受压或受拉而产生的超孔隙

水压力，简称为超孔隙水压力或固结孔压。 
2.2  连续性方程简化 

根据冻土体的各相成分体积含量变形协调条件，

可得 

wi i i i i i
i w s w

w s s w s
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 


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式中  sn ， wn ， in 分别为土颗粒、未冻水、冰的体积

含量； sn ， wn ， in 分别为土颗粒、未冻水、冰的体积

含量变化速率。 s0n 为初始土颗粒体积含量。 
把式（9）～（11）代入式（2），得 

s
s w w

w w
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 
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式中， s0
s w 2

s s

1 in n
n n
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 
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式中，
2
s

4 2
w s s0

1 (1 )in nC
n n





   ， w i     。 

2.3  能量方程的简化 

耦合模型中能量方程是一个高度的非线性方程，

这给模型的数值求解及相应程序编制带来极大的困

难，结合相关理论及寒区工程的实际特点，对其进行

简化处理是十分必要的。 
根据热传导和质量迁移理论，若不考虑土中水汽

蒸发耗能和其他化学势的作用，仅考虑水分迁移和冰

水相变问题，并且据 Nixon[16]和 Guyman 等[17]，Taylor
等[18]的研究，传导项比对流项大 2～3 个数量级，对

流项的作用忽略不及，并不考虑未冻水的可压缩性以

及土骨架和冰的热胀冷缩效应，则冻结过程的温度场

方程可以简化为 

 2 wi
3 s s i i i
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t t t
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将式（9）、式（12）代入式（14）可得 
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考虑到冻结过程中含水率 wn 是温度 T 的函数，即 

w wn n T
t T t
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把式（16）带入式（15），得 
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其中，
2

5
ss

(1 )i inC L
n




  ，
2

s0
6 2

ss

i nC L
n




 。 

把式（5）代入式（17）可得 
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
  。          (18) 

2.4 简化的控制微分方程 

式（8）、（12）、（17）便构成了的简化的控制微分

方程，即 

 
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。

 (19) 

3  冻土本构关系 
饱和土体的非线性应力–应变关系假定为 

          0E       ，      (20) 
式中， 0 为考虑非线性时的土体的初应变，  E 表

示应力–应变关系的弹性矩阵。 
假定土体符合线弹性本构关系， 

   

1 2 y

2 1 y
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x x

y x
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
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， 2E   

(1 )(1 2 )
E

  
，

3 2(1 )
EE G


 


，E 为弹性模量，G 为剪切模量，

为泊松比。 
 

4  三场耦合控制微分方程 
根据式（19）建立的控制微分方程，并加上土体

的本构关系式（21），可建立的最终饱和冻土三场耦合

控制微分方程为 
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(22)

 上式的推导中，把总变形（u ，v ）分成两部分：

附加变形（ au ， av 及 a ）（即由于土体内产生了水分

迁移和水相变成冰体积发生膨胀而造成的变形）和力

学变形（u ，v ）（即产生力学效应的变形，也是总变

形中扣除附加变形的剩余变形）。两者的关系式为 

 

a

a
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，         (23) 

将式（23）代入式（22）得 
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               (24) 
根据附加变形和力学变形的物理意义，可把冻土

体的连续性方程写为 
2f

4 w
w

2a a wf
4 wf

w w

0
ku vC p

t x y

u v nk TC p
t x y T t
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
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。

 (25) 

用总变形表达的控制微分方程为 
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(26) 

温度影响下水分驱动力 wfp ，可由试验获得，

w w i( , )n n T p 也可根据试验确定；方程组中，考虑冻

土体的本构关系已知后，基本的未知量：T， wn ， wp ，

u（或 v）4 个变量，而方程组为 3 个加上未冻水体积

含量 w w i( , )n n T p 共 4 个，因此是一个封闭方程组，

可以求解。 
在考虑空间域的有限元离散及时间域的差分离散

后，可得到三场耦合控制微分方程的有限元求解格式。

本文在大型岩土工程软件 Final 的基础上，按以上有

限元的解析格式，开发出了饱和冻土变形场、水分场

和温度场全耦合求解的有限元分析软件 3G2011。 

5  数值分析流程 
求解三场耦合问题的有限元方程是一个非常复杂

的过程[19-21]。必须根据具体的实际过程来确定计算用

的有限元网格和计算时步长，确定好初始条件和边界

条件后，才能求解。本文求解过程的具体步骤如下： 
①根据温度场的边界条件求解 Laplace 方程，得到初

始温度场；②根据初始温度场确定各计算参数（包括

水、热、力参数），并判断冻结区和未冻区；③根据初

始温度场和边界条件，假定应变能为零，求解式（26）
中的第 4 项，得到下一时刻的温度场；④根据此温度

场确定各种水、热、力计算参数，判断冻结区和未冻

区；⑤根据假定的水分驱动力模型，计算出水分驱动

力，并由此计算由水分驱动力造成的水分迁移，在加

上在本时步长内的水分原位冻胀，从而利用式（25）
得到由水分迁移和冰水相变造成的附加变形 a ，并在

由此附加变形确定等效节点力 a
xF  ， a

yF  ；⑥根

据边界条件、由附加变形造成的等效节点力，以及修

正后的计算参数，求解（26）式前 3 项，从而得到冻

土体中的孔隙水压场 wp 和总变形场u ，v ；根据总变

形场和附加变形场（ au ， av 或 a ），求解冻土体中的

应力场 s （或固体相等效应力 s ）；⑦根据此总变形

场、附加变形场和应力场所确定的应变能，重新求解

温度场方程（26）第 4 项，得到新的温度场；⑧重复

第④步至第⑦步，进行循环迭代直到稳定；⑨逐时步

进行计算，直到所需时间，得到整个过程的温度场、

水分场和应力场、变形场。 

6  算例分析 
为了检验三场耦合模型的可行性及其有限元解析

和程序设计的正确性，以 E. Penner[22]的实验资料为基

础进行全面验证。 
6.1  E.Penner 的室内实验 

E. Penner 在研究冻土体内的冰透镜体的形成和发
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展情况中，对开放系统中长 10 cm、直径 10 cm 的圆

柱体饱水土试验试样，在 50 kPa 的外荷载条件下，进

行的由下向上的单向冻结的冻胀试验。分析模型见图

1。 
本文借用此实验成果检验所建立的三场耦合模型

及开发程序的正确性和数值分析结果的合理性，并进

一步把本文的分析成果与 Shen 等[23]所采用的 Harlan
修正模型对此实验进行的分析成果及陈飞熊未简化前

的分析结果进行了对比分析。 
6.2  试样土质特性和边界、初始条件 

针对该实验的有限元模型及计算分析参数如图 1
和表 1 所示。 

图 1 E.Penner 实验试样的有限元数值分析模型 

Fig. 1 FEM mesh 

表 1 分析计算热力学参数[23] 

Table 1 Thermal parameters of soils in calculation[23] 

参数 
成分 

热容 C/(J·m-3·k-1) 
传导系数

 /(W·m-1·k-1) 
土颗粒 2.2×106 1.95 

水 4.18×106 0.602 

冰 1.93×106 2.22 

土体的初始含水率为 0.35。冻土中的未冻水含量

与温度的关系，可通过温度用两点法求得[24]或冻土中

水分迁移的实验研究[25]。在本文的分析中采用的未冻

水含量与温度的关系为 

 

o

w 0.5564 o

0.35, 0.11 C

0.104109 , 0.11 C

T
n

T T

   
  




， 

到目前为止，有关导水系数应力效应的资料很少，因

此仅考虑其为温度的函数，利用 Horiguchi 等[26]的实

验资料，可有 
11 13.438 o

13 o

3.072 10 e , 0.3 C

3.453 10 , 0.3 C

T T
k

T





   
  

 


， 

k 的单位为 m/s。 
未冻土的杨氏模量取为 11.2 MPa[27]。冻土的应力

应变关系仍假定为线弹性关系，并把冻土体的等效杨

氏模量参照 Zhu 等[28]的实验结果假定为 

0.6362
0 4 10E T  ， 

冻土和未冻土的泊松比均取为 0.3。 
温度场的初始条件、边界条件如下：土体顶部为

上边界，为暖端；底部为下边界，为冷端，土体进行

由下向上冻结。温度的边界条件如图 2 所示。为了模

拟冻结试验前试样的初始状态，本文把时间 t=0 时刻

时的上边界和下边界温度作为初始边界温度，利用初

始边界温度条件和计算区域土体的热参数及其它特性

参数求解 Laplace 方程，求得计算区域温度场的估计

值，修正参数，再求解此 Laplace 方程，直至最终稳

定的温度场作为初始温度场。 

图 2 温度边界条件 

Fig. 2 Boundary conditions of temperature 

水分场的边界条件为：土体内为饱和土体，当土体

冻结时，不但土体内水分进行迁移，而且有外界（从

暖端）的水分进行补给。 
变形场的边界条件：土体底部为约束边界，土体

的左右两侧为法向位移约束，顶部为自由位移边界。 
6.3 分析结果 

冻结深度（温度为 0℃的深度）随时间的关系曲

线如图 3 所示。由图 3 可见，在模拟冻结深度上，本

文所分析的计算值较 Shen 等[23]的计算值好，更接近

于实验成果，略小于陈飞熊的分析结果。 

图 3 不同冻结时刻下试样的冻结深度 

Fig. 3 Freezing depths at different time 

7000，16000 min 时沿深度上的温度分布曲线见

图 4，由图可见，随着时间的发展，温度逐渐下降，

冻结深度逐渐向上发展，由本模型分析的计算值与实

验值吻合得相当好。土体内沿深度上的温度分布从



第 10 期                     何  敏，等. 饱和冻土水热力耦合模型解析及验证 1863 

 

2000 min 起，基本上是呈直线分布。 
冻胀量随时间的关系曲线如图 5 所示。从图 5 可

看出，分析的冻胀量符合冻胀规律，分析的成果与实

测值基本吻合。本文分析成果与 Shen 等[23]的分析成

果相比，从冻胀量的绝对值来看较 Shen 等[23]的分析

成果为差，但从冻胀量的发展规律上来看，较 Shen
等[23]的分析成果为好，同陈飞熊的分析结果规律一

致。在 7000，160000 min 时的变形场如图 6 所示。由

图可见，冻胀量随时间的变化，初始阶段分析计算值

明显小于实测值，并随时间的发展，差值逐渐变大，

随后又逐渐缩小，最终基本保持稳定，与工程经验相

吻合。  

图 4 试样沿深度上的温度分布曲线 

Fig. 4 Distribution of temperature along depth  

取土的干重度为 1750 kg/m3，可得到在 7000，
14000 min 时沿深度上的水分分布曲线（图 7，8）。从

图中可见，本文的分析值普遍较 Shen Mu 的为小，分

布的规律基本一致，略小于陈飞熊的分析结果，但规

律基本一致。随着冻深的增加，在冻结前沿附近总含

水率达到最大值。 

图 5 冻胀量随时间的变化曲线 

Fig. 5 Variation of heave deformation with time 

冻结过程中，土体的应力场（扣除了初始的 50 kPa
的均匀外荷载的影响）如图 9 所示。在冻结前，土体

内的应力状态呈均匀分布。当土体发生部分冻结后，

由水变成冰和未冻区的水分向冻结区迁移，引起冻土

层体积膨胀，改变了土体中的应力状态。水分迁移对

应力的影响主要发生在冻结区，而在未冻区，由于没

有水分在此聚集，因此土体内的应力状态没有发生变

化。 

图 6 不同时刻下试样的冻胀变形场 

Fig. 6 Heave displacement fileds at 7000 and 16000 min 

图 7 试样冻结 7000 min 时的含水率分布曲线 

Fig. 7 Distribution of moisture along depth at 7000 min 

图 8 试样冻结 14000 min 时的含水率分布曲线 

Fig. 8 Distribution of moisture along depth at 14000 min 

随着时间的推移，冻结深度逐渐向上发展，冻结

区也逐渐向上扩大，发生的应力扰动区也逐渐向上扩

大，相应的应力值也逐渐增大。通过图 7，8 的水分场

和图 9 的应力场的对比分析可见，应力场和水分场的

变化是完全协调的，含水率大的地方冻胀量大，相应 

图 9 不同冻结时刻下试样的冻胀应力场 

Fig. 9 Heave stress fileds at 7000 and 16000 min 
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的冻胀应力也就大。由于试样顶部是自由的，而侧面

是刚性约束的，所以，冻胀应力主要表现为侧向应力，

而垂向应力则由于试样的垂向自由冻胀而释放。 

7  结    论 
（1）通过引入 Clapeyron 方程描述温度梯度对水

分迁移的影响，并从工程实用化角度出发对耦合模型

进行了简化处理，建立了实用化的寒区饱和土温度场、

水分场、变形场耦合数值模型，并在大型有限元分析

平台 Final 上开发了相关程序。   
（2）利用开发的饱和冻土三场耦合程序进行了经

典算例分析，分析成果与 E. Penner 的实验资料以及

Shen Mu 等人的模拟分析成果的对比表明：①模拟的

试样在冻结过程中温度场的变化规律与室内试验结果

一致；②分析得到的冻结过程中试样由于水分迁移引

起的冻胀变形规律也与室内试验结果较吻合；且量值

上也保持了 80%左右的精度，大部分数据点比 Shen 
Mu 的分析结果更接近于实验结果；③在冻结过程中

冻结锋面附近的水分剧烈迁移区，分析结果与 Shen 
Mu 等人的分析结果基本一致，虽然当前尚无试验结

果对比，但其分布规律与工程经验相吻合。 
（3）简化后的分析结果较陈飞熊的分析结果略

小，但分布规律基本一致，能够很好的反应土体的冻

胀规律，验证了简化正确性。同原模型相比简化后的

模型相关参数少、计算速度快、适用性更强。 
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