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基于自适应加权光滑约束与 PCG 算法的 

三维电阻率探测反演成像 

刘  斌，李术才，聂利超，李利平，刘征宇，宋  杰，隋  斌，周宗青 

（山东大学岩土与结构工程研究中心，山东 济南 250061） 

摘  要：三维电阻率探测在实际工程中日益受到重视，但存在着深部分辨率低、反演效率低等关键问题，严重制约了

三维电阻率探测技术的应用和推广。针对深部分辨率低的问题，提出了一种随三维模型网格尺寸自适应调整的加权光

滑约束，改善了深部网格的电阻率差异容许程度，实现了对不同深度网格约束的差异化加权处理，有效的提高了深部

反演的分辨率和成像效果。针对反演计算耗时长、效率低的问题，基于预条件共轭梯度法求解快速稳定的优势，提出

了三维电阻率快速稳定反演成像算法。在该算法中，将雅可比迭代中的对角阵作为预条件矩阵，其具有求逆方便、无

需内存空间的特点，显著加快了收敛速度。最后，利用合成算例和隧道导水裂隙探测的工程实例验证了上述反演方法

的可行性与有效性，表明借助于自适应调整加权光滑约束和预条件共轭梯度算法，有效的提高了深部分辨率和计算效

率，显著改善了反演效果。 
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Inversion imaging of 3D resistivity detection using adaptive-weighted                    

smooth constraint and PCG algorithm 
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(Research Center of Geotechnical & Structural Engineering, Shandong University, Jinan 250061, China) 

Abstract: Three-dimensional resistivity detection is increasingly concerned in actual projects. However, its application and 

extension is excessively restricted because of some key problems such as low deep resolution and low inversion efficiency. For 

the problem of low deep resolution, an adaptive-weighted smooth constraint is proposed, which is adjusted adaptively to the 

mesh size in a three-dimensional model. It improves resistivity difference tolerance of deep grids and achieves difference 

weighted processing of grid constraints at different depths. With the adaptive-weighted smooth constraint, the deep resolution 

and inversion imaging quality are improved effectively. For the problem of time-consuming and low inversion efficiency in 

inversion, a rapid and stable method of 3D resistivity inversion and imaging based on preconditioned conjugate gradient (PCG) 

algorithm is proposed. The diagonal matrix in Jacobi iteration is used as the preconditioned matrix for speeding up the 

convergence speed significantly. The inversion of the preconditioned matrix is convenient to be solved and doesn’t occupy 

memory spacing. At last, the inversion method is applied in a synthetic example and water flowing fracture detection in tunnel 

engineering for checking its feasibility and effectiveness. The results show that the deep resolution, calculation efficiency and 

inversion quality of 3D resistivity detection are improved effectively by using the adaptive-weighted smooth constraint and the 

PCG algorithm. 

Key words: 3D resistivity inversion; adaptive-weighted smooth constraint; deep resolution; PCG algorithm; water flowing 

fracture detection

0  引    言 
近年来，地球物理探测技术在铁路公路交通、水

利水电、市政建设、矿山能源等领域发挥着越来越重
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要的作用，特别是在复杂地形地质条件下，工程项目

的前期地质勘察、施工期病害探查与质量控制、运营

期健康监测与病害诊断，均需要地球物理探测技术的

支撑，由此产生了一系列新的技术难题，对工程地球

物理探测技术提出了新的要求。 

作为一种重要的工程地球物理探测技术，直流电

阻率法以其适应性强、方便快捷、成本低等诸多优点

被广泛应用于岩土工程勘察、地质灾害监测、环境岩

土工程评价等领域中，随着探测条件复杂性的增加和

服务对象的拓展，一维或二维电阻率勘探的精度和速

度已经无法满足工程需要，对电阻率探测技术提出了

“三维化、精细化、快速化”等更高的要求，因此，

研究快速有效的三维电阻率反演成像方法具有重要的

理论和工程意义。 

目前国内外许多学者对三维电阻率反演成像方法

进行了研究，其中 中心法和Born近似理论要求介质

的电阻率变化不宜过大[1-2]，大大降低了其实用性。

Zohdy法不需计算敏感度矩阵，计算量较小，但它是

一种直接拟合法，反演精度有待提高[3-4]。最小二乘反

演方法是目前主要的三维电阻率反演方法，Sasaki在

最小二乘准则中加入光滑约束[5]，系统的研究了敏感

度矩阵、光滑度矩阵的计算方法，为使用有限单元法

和最小二乘法进行电阻率反演奠定了基础，阮百尧、

吴小平、底青云、黄俊革、宛新林、Jie Zhang 等分别

从敏感度矩阵求解方法、反演方程求解方法等方面对

最小二乘线性反演方法进行了发展和完善，使得三维

电阻率探测反演速度、效果有了显著进步[6-13]。随着

计算技术和最优化理论的发展，非线性反演方法被引

入到电阻率反演研究中（模拟退火法、神经网络法、

遗传算法等），但非线性反演方法耗时巨大，主要集中

在一维或二维反演方面，目前未见到关于三维电阻率

非线性反演的报道[14-20]。 

上述研究工作为三维电阻率反演奠定了基础，但

是三维电阻率反演还存在一些未能很好解决的关键问

题，如：①深部分辨率低，严重影响了三维电阻率法

对深部目标体的探测和识别能力，不能满足“精细化”

的要求，亟待提出一种提高深部网格反演分辨率的方

法；②反演耗时较长，制约了三维电阻率探测在实际

工程中的推广，无法实现“快速化”，急需提出一种

快速稳定的反演算法，以提高三维电阻率探测的效率。 

针对上述问题，本文提出了以网格间距因子自适

应加权光滑约束控制深部分辨率的方法，改进了传统

三维电阻率反演的光滑约束，显著改善了深部网格的

反演效果。同时，提出了基于预条件共轭梯度法的三

维电阻率反演算法，实现了三维电阻率观测数据的快

速稳定反演。另外，结合合成数据与实测数据的反演

算例，验证了本文反演方法的可行性与有效性。 

1  基于自适应加权光滑约束的反演方程 
1.1  三维电阻率反演问题的线性化 

本文的三维电阻率反演以有限元正演模拟为基

础，首先建立三维有限元模型，如图1，为了突出探测

核心区域，并且兼顾无穷远边界的模拟，将三维模型

分为目标核心区域与边界区域，其中目标核心区域的

网格尺寸较小，且相邻网格尺寸相同或相差不大，以

保证目标核心区域的反演具有足够的精度冗余；而边

界区域的网格尺寸步长增幅较大，以较少的边界网格

数量达到无穷远边界模拟的要求。 

 

图 1 三维有限元模型示意图 

Fig. 1 Schematic map of 3D FEM meshes 

假设三维模型中参与反演的网格参数(即网格电

阻率值)为 T

1 2( , , )mm    ，观测数据(即视电阻

率值)为 T

obs s1 s2 s( )nd    ，其中m 为参与反演

的网格数量， n 为观测数据的数量。 

直流电阻率探测的反演是典型的非线性问题，将

该问题线性化并正则化，得到反演方程（式（1））及

其对应的目标函数（式（2））： 
T TA A m A d     ，             (1) 

T( ) ( )d A m d A m         ，   (2) 

式中， d 为实际观测数据与正演理论观测数据的差向

量， m 为模型参数的增量向量， A 为n m 阶矩阵，

称为偏导数矩阵，表示模型的理论观测数据对模型参

数的偏导数，设 ijA 为矩阵 A 的元素，如下： 

1,2, 1,2,si

ij

j

A i n j m





  


。(3) 

线性方程组（1）就是将非线性反演问题线性化的

结果，由于在线性化过程中产生了截断误差，需要经

过反复迭代才能得一个最佳解[21]。 

1.2  基于网格间距因子的自适应加权光滑约束 
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对于方程（1）而言，观测数据的个数往往小于未

知参数的数目，即n m ，且由于观测数据存在误差等

原因，导致在m 个方程中往往存在较强的相关性，即

min( , ) Am n r ，其中
Ar 是矩阵 A 的秩，因此反演问题

表现为混定问题，往往造成矩阵 TA A的条件数较大，

导致方程（1）呈现出较高的病态程度[21]。 

为解决病态方程的问题，需在模型构制中施加光

滑约束作为先验信息。以往研究中多采用简单的平均

光滑约束形式，使相邻网格之间的电阻率光滑“过渡”，

对于第i个网格而言（如图2，红色部分为第i个网格），

光滑约束如式（4）： 

( F B L R U

i i i i i iR m m m m m        

6 ) / 6D

i im m     ，               (4) 

式中，
im 为第 i 个网格的模型参数修正量，

F B L R U D

i i i i i im m m m m m     ， ， ， ， ， 分别表示第 i 个

网格的前、后、左、右、上、下的网格的电阻率修正

量。 

 

图 2 相邻网格位置图 

Fig. 2 Schematic map of 3D adjacent grids 

对式（4）进行分析，这种约束可以保证相邻的网

格之间的电阻率差异极小，构制“简单”的三维模型，

具有天然的合理性，对于相邻网格尺寸相同的情况尤

为合理。然而，随着深度的增加或向边界的靠近，网

格的尺寸逐渐增加，网格代表的地质空间范围亦增大，

相邻网格间的电阻率过渡差异容许范围应随之增加，

但是光滑约束（4）表征的相邻网格间的电阻率差异程

度却保持不变，从而导致深部大尺寸网格间的“过渡”

过于光滑，分辨率受到严重的影响。 

针对上述问题，本文提出了一种基于网格间距因

子的自适应加权光滑约束的形式，表示如下： 

(
F B L R U

i i i i i

i

F B L R U

m m m m m
R

l l l l l

    
       

) / 6
D

i

i

D

m
m

l



    ，                (5) 

式中， Fl ， Bl ， Ll ， Rl ， Ul ， Dl 分别表示中心网格与

其前、后、左、右、上、下相邻网格间的中心距离，

1 1 1 1 1 1

F B L R U Dl l l l l l
       。 

可见，该约束利用相邻网格的中心间距因子作为

光滑约束的加权，在理论上讲，随着深部网格尺寸的

增加，网格间的电阻率差异容许程度增加，实现了不

同深度网格电阻率差异程度的差异化处理，分辨率也

应得到提高。 

整个模型的光滑约束可用矩阵形式表示，如下： 

ΔR C m   ，              (6) 

式中，C 为光滑度矩阵，假设 ijC 为C 的元素，则 

1/

0

ij ij

ij

C l j i

C j i






网格与网格相邻

网格与网格不相邻
 

1

 
m

ii ij

j

C C


  ，                      (7) 

式中， ijl 为网格 i 与网格 j 的中心间距。 

施加光滑约束后，三维电阻率反演的目标函数表

示如下： 
T T( ) ( ) ( ) ( )d A m d A m C m C m           ，(8) 

式中，为拉格朗日常数。 

目标函数（8）对应的反演成像方程如式（9） 
T T T( )A A C C m A d     。     (9) 

2  基于预条件共轭梯度法的三维电阻

率反演成像算法 
共轭梯度法是一种常用的最优化方法，在此基础

上发展起来的预条件共轭梯度法具有求解快速稳定的

显著优势，本文以目标函数（8）和反演方程（9）为

出发点，形成了基于预条件共轭梯度法的三维电阻率

快速反演算法，其流程如图 3，其中包括两个相互嵌

套的迭代过程：反演迭代过程和反演方程求解迭代过

程。 

2.1  反演迭代 

首先设定反演模型初值，通过有限元模拟得到对

应于已有模型参数的理论观测数据
md ，然后进行收敛

判断，若满足收敛判据 invrus  ( rus 为观测数据 obsd

与正演理论值 md 之间的均方误差，
inv 为反演收敛的

容许值)，则输出反演结果；若不满足收敛判据，则求

解反演方程，得到新一代模型参数，直到满足收敛判

据时停止反演迭代，输出反演结果。 

在反演迭代中，每计算一次偏导数矩阵 A ，需要

进行 n 次点源电场的有限元模拟，耗时巨大。 n 次点

源电场的正演模拟中需要求解 n 组大型线性方程组，

每组方程组的系数不变，而右端向量彼此不同，据此

本文提出了基于 Cholesky 分解法的求解方法，针对 n

http://dict.cnki.net/dict_result.aspx?searchword=%e7%9b%b8%e9%82%bb&tjType=sentence&style=&t=adjacent
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次正演，Cholesky 分解法只需对右端系数矩阵进行一

次分解，然后对不同的右端向量进行回代计算即可，

计算效率明显提高。 

 

图 3 基于预条件共轭梯度法的三维电阻率反演成像算法 

Fig. 3 3D resistivity inversion algorithm based on PCG 

2.2  PCG 法求解反演方程 

（1）反演方程的求解迭代过程 

该过程实质上是利用预条件共轭梯度算法求解反

演成像方程的过程，预条件共轭梯度算法的基本原理

是，针对线性方程组 =Ku P ，假设非奇异矩阵C ，使
1 T=K C KC  条件数较原系数矩阵 K 得到改善 

T T 1C KC C u C P  1   ，       (10) 

令 T=M CC 为预条件矩阵，当 M 与 K 的结构形式相

近时，K 的条件数较小，可显著提高收敛速度。在三

维电阻率反演成像方程的求解中，通过一定次数的迭

代，便得到模型参数增量 m ，其中 B 为方程的右端

向量， pr 是方程的右端与方程左端的差向量，  为算

法收敛的容许误差， pz ， p ， ， 均为迭代过程的

中间变量
[22-23]

。 

（2）雅可比预条件矩阵 
( 1) ( 1)n nMz r  的求解是制约 PCG 算法求解速度

的关键问题，本文采用雅可比迭代的块对角矩阵作为

预处理矩阵，如式（11），该矩阵是对角矩阵，其对角

元素可直接索引，不需另辟内存，且求逆方便，使得

方程 ( 1) ( 1)n nMz r  的求解效率大大提高。 

2 2

1

( , ) ( ( , ) ( , ) )  

( , ) 0  

L

k

M i j A i k C i k i j

M i j i j





  


  

 ，

。

(11) 

3  合成数据算例 
为了评价加权光滑约束和预条件共轭梯度反演算

法的效果，利用合成观测数据进行反演成像数值试验，

原模型如图4，在均匀半空间中分别存在电阻率为50 

Ω·m的低阻体和电阻率为800 Ω·m的高阻体，围岩的电

阻率为300 Ω·m，两个异常体的顶部埋深均为4 m，底

部距地面为11 m。采用温纳装置形式测量，共30根电

极，电极间距为2 m，共布置了3条测（图4（b））。为

了接近实际情况，在合成数据中加入了5%的随机噪

声。 

 

图 4 模型示意图 

Fig. 4 Schematic map of model  

反演模型网格数量为12×15×40=7200个，三维模

型网格采用“反演核心区域等间距，边界区域间距递

增”的方式建立。为了对比自适应加权光滑约束与简
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单平均光滑约束下的反演效果，针对两种约束分别进

行了反演计算。两种反演的迭代次数均为6次，耗时约

70 min（计算机配置为主频1.83 GHz，内存1.0 GB，

下同），与Cholesky分解算法求解反演方程相比（总耗

时为105 min），耗时降低约50%，反演效率显著提高。 

图5为传统的平均光滑约束下的反演结果，可见靠

近顶部的部分与原模型较为一致，随着深度的增加，

反演成像效果逐渐变差，异常体底部的范围明显大于

原模型，形态与原模型相差较大，出现了多余构造，

分辨率明显降低，给地质解释带来了干扰和困难。 

 

图 5 平均光滑约束的反演结果 

Fig. 5 Inversion results with mean smooth constraint 

图6为自适应加权光滑约束下的反演结果，成像效

果明显改善，两个异常体在位置、规模、形状、电阻

率值等特征方面均与原模型基本一致，尤其是提取出

的异常体与原模型完全一致。 

 

 

图 6 施加自适应加权光滑约束的反演结果 

Fig. 6 Inversion results with adaptive-weighted smooth constraint 

可见，借助自适应加权光滑约束和PCG算法，三

维电阻率反演的深部分辨率与计算速度明显提高。 

4  工程应用 
湖北宜巴高速公路石门垭隧道属特长深埋隧道，

地层为侏罗系上统蓬莱组紫红色薄—中层状粉砂质泥

岩与灰绿—灰白色长石石英砂岩不等厚互层，局部夹

砂质砾岩，裂隙较发育，局部段落具有较高的涌水风

险。 

隧道开挖至YK123＋672位置时，发生多处钻孔涌

水，为了探明掌子面前方的含水构造，在掌子面上实

施了三维电阻率探测，测线布置如图7，掌子面出露岩

层为砂岩与泥质粉砂岩互层，主要出水点有两个，分

别标记为①和②，布置了两条水平测线，测线一距底

板2 m，长度为12 m，测线二距底板6 m，长度为8 m，

测量方式采用施伦贝谢尔形式，电极间距为0.5 m，均

一布置，测线一共25个电极，测线二共17个电极。 
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图 7 测线布置图 

Fig. 7 Layout of survey lines 

4.1  探测结果解释 

首先对原始数据进行前处理，利用“比值法”减

除其中的“纯隧道腔体干扰”（篇幅所限，具体步骤不

再赘述，“比值法”详见文献[25]），再利用本文提出

的三维电阻率反演方法对修正后的数据进行了反演，

模型网格数为24×10×25=6000个，三维模型网格采

用“反演核心区域等间距，边界区域间距递增”的方

式建立，反演迭代次数为5次，耗时约45 min，反演结

果如图8，在掌子面前方存在3个主要的低阻体，结合

掌子面的地质素描进行分析，发现3个低阻体的位置分

别与泥质粉砂岩、出水点①、出水点②的位置吻合，

因此作出如下推断： 

（1）在x=4 m到x=7 m之间的低阻体为泥质粉砂

岩，其在y方向上贯穿整个掌子面，z方向上延伸至z = 

12 m，泥质粉砂岩含水后电阻率较低，但不是导水构

造。 

（2）在x = 7 m到x = 8 m之间的低阻体为导水裂

隙，与出水点①的位置吻合，位于掌子面的中上部，z

方向上延伸至z = 12 m。 

（3）在x = 10 m到x = 12 m之间的低阻体为导水

裂隙，与出水点②的位置吻合，z方向上延伸至z=11 m。 

4.2  实际开挖情况对比 

对隧道开挖情况进行了全程跟踪记录，发现预报

结果与开挖情况基本一致。泥质粉砂岩和中部的导水

裂隙的探测效果较好，而右部的导水裂隙与实际情况

相比，在z方向上的长度略长，实际工程中该裂隙在z=9 

m位置延伸至右边墙围岩内。 

 

 

 

图 8 反演结果 

Fig. 8 Inversion results 

4.3  反演效果评价 

对图9的反演图像分析，可发现： 

（1）反演结果中并未出现随着深度增加而分辨率

降低的情况，深部网格的反演分辨率与浅部网格基本

无差别，深部网格的反演分辨率较传统方法有明显的

提高，实现了对导水裂隙分布的精细化探查。 

（2）三维电阻率的探测深度明显增加，按照经典

的电法勘探理论，其探测深度受到测线长度的控制，

探测深度一般为测线长度的三分之一到三分之二，而
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本文中探测深度与测线长度相当。 

 

 

图 9 预报段落的开挖地质记录 

Fig. 9 Geological records of detected section 

可见，施加了自适应加权光滑约束后，深部网格

的反演分辨率明显提高，这对于挖掘深部信息、提高

反演效果、增加数据价值具有重要意义。 

5  结    论 
（1）本文提出的随三维模型网格尺寸自适应调整

的加权光滑约束，实现了对不同深度网格约束的差异

化加权处理，增加了深部网格的电阻率差异容许程度，

改善了模型响应对深部网格参数的敏感性，从理论上

可以有效的提高深部反演的分辨率和成像效果，为解

决三维电阻率探测深部分辨率低的难题提供了有效的

途径。 

（2）本文提出了基于预条件共轭梯度法的三维电

阻率快速反演算法，将雅可比迭代中的对角阵作为预

条件矩阵，求逆快捷方便、不占用内存空间，其计算

效率比Cholesky分解算法提高约50%，为三维电阻率

探测提供了快速高效稳定的反演算法。 

（3）本文提出的自适应调整加权光滑约束和PCG

反演算法在合成算例和实际工程应用中取得了良好效

果，深部网格的分辨率得到显著提高。 

（4）本文的研究在直流电阻率探测的“三维化、

精细化、快速化”方面进行了探索，对于提高深部分

辨率、提升反演效率、改善反演效果、挖掘数据价值

具有较为重要的意义，下一步的研究的重点是加强相

关的工程验证与实践。 
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