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基于黏聚区域模型的边坡渐进破坏过程强化有限元分析 
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摘  要：剪切带非连续变形描述及剪切带扩展过程模拟是边坡渐进破坏过程分析的关键，基于黏聚区域模型及强化有

限单元法提出一种剪切带渐进扩展过程模拟的有限元分析方法。首先，将剪切带两侧相对变形分解成分别由常规应变

和附加应变确定的相对位移，提出具有弱非连续变形特征的剪切带变形等效强非连续变形描述方法，并采用黏聚区域

模型表征剪切带应力和附加相对位移间的软化本构关系。其次，基于强化有限单元法描述强非连续变形，并构造相应

的无厚度剪切带单元。在此基础上，提出剪切带渐进扩展模拟的有限元算法。算例表明，此方法不仅能够很好地模拟

剪切带的应变软化特性，而且有效地克服了常规剪切带模拟具有的网格敏感性问题。 
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Enhanced finite element analysis of progressive failure of slopes based                     

on cohesive zone model 
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Abstract: The description of discontinuous deformation and the simulation of shear band propagation are the key to the 

progressive failure analysis of slopes. A novel numerical method is presented based on the cohesive zone model and the 

enhanced finite element method. Firstly, the deformation of the shear band is resolved into the relative displacements 

determined by regular strain and additional strain respectively, a description which equally replaces the weak discontinuous 

deformation with strong form is adopted, and the shear band stress-additional relative displacement softening constitutive 

relation is represented by means of the cohesive law. Secondly, the relative displacement is described by the enhanced finite 

element method, and corresponding shear band element without thickness is constructed. Finally, a finite element algorithm for 

modeling the propagation of shear bands is proposed. Through numerical examples, it is demonstrated that the proposed method 

is not only able to consider the softening character of shear band, but also overcomes the mesh sensitivity in modeling the 

standard shear band. 
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0  引    言 
变形集中的应变局部化带（剪切带）在岩土工程

灾变过程中普遍存在。剪切带渐进扩展最终导致边坡

失稳破坏，只有正确模拟剪切带渐进扩展过程才能再

现边坡失稳过程，揭示边坡失稳机理[1-2]。 

应变局部化条件与剪切带力学行为描述是剪切带

渐进过程模拟的关键问题。数学上，应变局部化条件

及剪切带倾角可以通过分叉理论获得，与本构模型的

选取有关[3-4]。剪切带宏观上反映土体变形的延性及软

化，微观上呈现黏土结构的损伤，砂土颗粒的滚动、

相对滑动及破碎。剪切带应变软化特性可能使得初边

值问题的控制方程变型，方程的正则化处理及带内能

量的耗散机制表征成为解决方程病态问题的关键。黏

塑性模型[5]、Cosserat 模型[2]、高阶梯度模型[6]以及积

分非局部模型[7]直接或间接地引入一个反映材料内部

微观结构的特征长度，通过改进本构模型正则化控制

方程并捕捉带内能量耗散。复合体理论[8-9]将剪切带视
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为一种特殊材料，通过对带内、外土体力学性质作体

积加权平均构造出复合体的力学模量矩阵。模量矩阵

的正定性和特殊材料的软化性保证了控制方程的正则

性和带内的能量耗散。然而，上述剪切带力学性质描

述理论实质上都面临确定剪切带厚度的难题。事实上，

剪切带厚度尺度远小于岩土体的其它尺度，可以将剪

切带变形用强非连续形式表述，避开引入复杂模型、

细化局部区域网格及确定剪切带厚度的困难[10]。黏聚

区域模型是一种基于强非连续变形表述，指定了如钢、

混凝土等材料裂纹尖端断裂过程区黏聚力与相对位移

关系的本构模型[11]。结合强非连续变形分析方法，该

模型已经广泛用于黏聚型裂纹渐进扩展的模拟，不存

在方程病态问题[12-13]。对于岩土材料，可采用摩擦型

黏聚模型来描述剪切带的力学行为[10]。 

剪切带扩展过程的数值模拟方面，数值流形法[14]

将数学覆盖上的近似解函数通过权函数映射为流形元

的位移模式，依靠增加数学覆盖实现流形元间的位移不

连续，成功地模拟了岩石力学中的强非连续变形问题，

但边界条件的施加比较烦琐。常规有限单元法可结合

复合体模型分析剪切带扩展，但对于求解域几何形态

不断变化的非连续分析需不断重新划分网格[15]。网格

自适应技术适用于不考虑剪切带应变软化的情况，能

有效地解决网格锁定问题[16]，可引入非局部模型分析

剪切带扩展问题。文献[1]构造的含剪切带单元能很好

地模拟边坡渐进失稳，不足之处在于计算结果受剪切

带厚度的影响较大。扩展有限单元法[17]是目前分析非

连续变形问题的主要方法，但在同一裂纹两次穿过同

一节点影响域或有裂纹交叉存在时会出现节点富集的

误判。强化有限单元法[18-20]将构造插值模式的数学网

格与构造位移模式的物理网格分离开来，位移模式由

插值模式通过关联法则确定，通过增加数学单元实现

物理单元间的位移不连续。数学网格及关联法则的灵

活性使得强化有限单元法得以克服数值流形法及扩展

有限单元法的困难，在概念上更接近常规有限单元法，

易于处理边界条件，适用于多剪切带交叉的情况。 

本文首先回顾应变局部化条件，提出剪切带的强

非连续变形描述方法及相应的黏聚区域模型。在此基

础上，构建基于黏聚区域模型的无厚度剪切带单元，

提出剪切带渐进扩展过程的有限元分析策略。 

1  应变局部化条件与剪切带变形描述 
一定条件下，土体应变局部化导致剪切带产生，

并在边坡中逐渐扩展，最终形成贯穿的剪切带，引起

边坡失稳。剪切带内土体变形性状与周围土体相比具

有显著的差异，与土体微观结构关联。常规的土体应

力应变关系难以描述剪切带内土体受力变形性状，而

剪切带内土体受力变形性状影响边坡失稳破坏的过

程。因此，应变局部化条件、剪切带变形描述及其本

构模型是边坡渐进失稳破坏过程模拟的关键。 

1.1  应变局部化条件及剪切带倾角 

位移通过局部化带保持连续，位移梯度通过局部

化带发生跳跃；在平行于局部化带方向，位移及位移

梯度保持连续。根据本构方程及剪切带法向的平衡条

件，剪切带产生条件及倾角应满足[4]： 

            epdet 0   n D n A   ，         (1) 

式中，括号内部分为声学张量，n 为剪切带法向矢量，

表示张量缩并运算， ep
D 为四阶弹塑性张量，A 为声

学张量由应力引起的部分。对于小变形、理想弹塑性

问题，上述条件等价于屈服条件。 

基于上述理论，Vermeer
[21]给出了平面应变状态下

Mohr-Coulomb 模型的剪切带倾角： 

        
2 sin sin

tan
2 sin sin

 


 

 
 

 
 ，      (2) 

式中， 为剪切带与最大主应力方向的夹角， ，

分别为土体的内摩擦角、剪胀角。采用关联流动法则

时，  ，式（2）退化为 Mohr-Coulomb 理论的倾

角。Hicher 等[22]通过试验观测到黏土剪切带倾角接近

于 Mohr-Coulomb 理论。 

1.2  剪切带变形及其黏聚区域模型 

剪切带变形十分复杂，加之剪切带厚度难以确定，

剪切带变形描述成为剪切带本构模型及扩展过程模拟

的瓶颈。为描述方便起见，在剪切带内沿轴线方向建

立 x 轴，垂直于轴线方向建立 y 轴，如图 1 示，记剪

切带两侧的相对位移为 u 。将 u 分解为两部分之

和，一部分由土体的常规应变确定，记为
1u ，另一

部分由剪切带附加应变确定，记为w ，即 

         
1   u u w   ，              (3) 

1u 由常规土体应力–应变关系确定，为剪切带变形

的“连续”部分。w 为剪切带变形的“非连续”部分，

表征黏土结构损伤或砂土颗粒滚动、破碎引起的剪切

带变形。由于剪切带宽度仅为颗粒尺度，带内应变不

连续，常规方法难以捕捉带内附加应变。基于 Sanborn

等[10]的思想，假设w 集中发生在剪切带中心线上，即

采用强非连续变形模拟弱非连续变形。于是，剪切带

内的相对位移被等效为剪切带“连续”变形与剪切带

中心线强非连续变形之和，如图 1 示。 

为简单起见，本文假定边坡发生剪切带破坏前土

体为小变形，应力–应变关系满足关联流动法则的

Mohr-Coulomb 屈服准则，即土体的内摩擦角和剪胀角

相同。当土体应力状态满足屈服条件时，剪切带开始

扩展，其过程与裂纹扩展过程相似。为描述剪切带内

的能量耗散，合理建立剪切带应力和相对位移w 间的
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本构模型是关键。本文采用摩擦型黏聚区域模型描述

剪切带剪应力 和相对位移w 切向分量
sw 间的关系： 

           
s s( ) ( )c w w     ，             (4) 

式中， 为法向正应力。当 小于等于指定的
f （通

常取很小值）时，w 法向分量
nw 为 0，当 大于

f 时，

剪切带发生拉裂。与金属和混凝土材料的黏聚区域模

型类似，式（4）也是一个唯象模型，其表达形式通过

试验结果拟合确定，笔者将另文介绍。本文仅考虑加

荷情况，并假定 c 和 随
sw 具有相同的变化规律，采

用如下三段模型考虑剪切带应变软化特性： 
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sr sp

r sr s

                                   (0 )  
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                                    ( )        
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w w w w w
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  
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 

，(5) 

式中， spw 和
srw 分别为峰值段最大和残余段最小切向

相对位移，如图 2 所示。 p 和
r 分别为剪切带峰值和

残余强度，  

p p p

r r r

tan  
 

tan  

c

c

  

  

  


  

，

，
            (6) 

式中， pc ， p 和
rc ，

r 分别为剪切带峰值和残余强

度指标。需要指出的是，剪切带残余强度指标和三轴

试验得到的名义材料强度指标是不同的。剪切带峰值

黏聚力和峰值摩擦角则与常规土体黏聚力 c 和内摩擦

角相同。 

图 1 剪切带及其变形描述 

Fig. 1 Shear band and deformation description 

图 2 剪切带黏聚区域模型 

Fig. 2 Cohesive zone model for shear band 

2  剪切带变形的强化有限元模拟 
2.1  强非连续变形问题的一般力学描述 

通过采用相对位移表征剪切带内不连续的应变，

将剪切带这一弱非连续变形问题转化为强非连续变形

问题。对于如图 3 所示的强非连续变形问题，其控制

方程及定解条件为 

      d i v      ( i n  )  0f   ，        (7) 

         
F       (on ) n F   ，       (8) 

        
coh

       (on )   n t   ，      (9) 

       
c o h

        (on )   n t   ，     (10) 

U           (on )u u   ，        (11) 

式中， 为应力张量， f 为体积力矢量，u 为位移矢

量，n 为应力边界的外法向矢量， 
t 和 

t 分别为作用

在黏聚区域正负两表面的表面力矢量， 
n 和 

n 分别

为黏聚区域正负两表面的外法向矢量。 

图 3 含黏聚模型的非连续变形问题 

Fig. 3 Discontinuous deformation problem with cohesive zone  

.model 

令    t t t w ，将微分形式的控制方程转化为

积分形式的控制方程为 

c F

( ) d ( ) d  d
  

        : v t w v F v    

d    ( )U


   f v v   ，            (12) 

式中，w 为剪切带正负两表面的位移差矢量，U 为满

足位移边界条件的容许位移场的集合。 

2.2  无厚度剪切带单元 

在剪切带扩展过程中，求解域的几何形态不断发

生变化，剪切带上原来相邻的介质点出现了错动或脱

开，要求离散的位移模式包含有不连续项。强化有限

单元法将常规有限单元分离为物理单元和数学单元，

通过关联法则将定义在数学单元的位移插值应用于物

理单元，从而实现物理单元间不连续位移模式的描述[19]。

如图 4 所示，剪切带将物理单元 PE（图 4（a））划分

为两个新的物理单元 PE1（图 4（b））、PE2（图 4（c））

和一个无厚度的剪切带单元（图 4（d））。 

 

图 4 剪切带穿越单元的几何形态 

Fig. 4 Geometry of element with shear band 
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根据数学模式覆盖法[19]，基于数学单元 ME1 和

ME2 构造物理单元 PE1 和 PE2 的位移模式： 

         h1 1 1

1

( )
n

i i

i

N u 


 u x x   ，     (13) 

 h2 2 2

1

( )
n

i i

i

N u 


 u x x   ，     (14) 

式中，n为数学单元 ME1 和 ME2 的数学节点数， h1
u 和

h2
u 分别为物理单元 PE1 和 PE2 的位移模式，

iN 为数

学单元的插值形函数， 1

iu 和 2

iu 为数学单元ME1和ME2

第 i 个数学节点的位移矢量， 1 和 2 为物理单元 PE1

和 PE2 占据的区域。将物理单元位移模式代入式（12）

不难得到物理单元 PE1 和 PE2 的单元刚度矩阵。 

将式（13）与式（14）相减，可得无厚度剪切带

单元的相对位移，即 

h 1 2

s

1

( )( ) ( )
n

i i i

i

N 


  w x u u x  ，  (15) 

式中，
s 为无厚度剪切带单元占据的空间。注意到式

（15）采用的坐标系与式（3）采用的坐标系的差异，

应用黏聚区域模型之前需要对相对位移和应力作坐标

变换，变换矩阵为 

       
s i n c o s

c o s s i n

 

 

 
  
 

T   ，         (16) 

式中， 为剪切带方向与 x 轴的夹角。利用式（15）、

（16）、（5），由式（12）左端的第二项得剪切带单元

的切线刚度矩阵
TK 及内力等效节点力F 为 

s

T T C

T T dx


 K N T D TN   ，     (17) 

s

T T d


 F N T t x   ，           (18) 

式中， C

TD 为黏聚区域模型的切线模量矩阵，满足
C

Td dt D w， N 为插值形函数矩阵，由式（15）的矩

阵形式得到。 

需要指出的是，无厚度剪切带单元中没有包括变

形
1u ，在物理单元 PE1 和 PE2 中也没有扣除物理剪

切带占据的区域。事实上，将剪切带的常规变形部分

1u 包含在物理单元 PE1 和 PE2 中，从而有效地克服

了确定剪切带厚度的困难。 

2.3  渐进破坏过程模拟 

从式（1）、（2）可以看出应变局部化由一点的应

力状态确定且剪切带倾角与该点的最大主应力方向相

关。强化有限单元法要求剪切带扩展逐单元进行，需要

寻找一个用以判断“单元”剪切带扩展的应力量，该应

力量应当满足不偏惠于单元内任意一点的要求，以避免

单元“过早”或“过迟”出现剪切带。高斯点应力和节

点应力不满足上述要求，而节点平均应力存在外推误

差。因此，本文采用单元平均应力根据 Mohr-Coulomb

屈服条件确定局部化单元及其剪切带倾角。 

为模拟剪切带扩展过程，本文假定荷载（如自重）

线性单调施加。强化有限单元法与 CZM 结合模拟边

坡剪切带扩展过程的具体实施步骤：①离散化，构造

离散平衡方程；②加载求解直到某单元产生剪切带，

并确定其倾角；③对剪切带穿越单元实现物理单元细

分和数学节点富集[20]，构造无厚度剪切带单元；④重

新迭代至平衡状态；⑤判断剪切带是否贯通，如贯通，

结束本次分析，否则，转②进行下一扩展步分析。 

3  算    例 
3.1  直立边坡 

考虑一受自重 320 kN/m  作用的直立土质边

坡，其几何尺寸及边界条件如图 5 所示。土体黏聚力

为 4 kPa 、内摩擦角为 10°，材料的弹性模量为 1 

MPa。为方便与极限平衡结果比较，假定泊松比为零。

不考虑应变软化的黏聚区域模型参数为 p rc c  4 

kPa， p r   10°。将求解区域划分为四节点方形单

元（初始数学单元和物理单元一致）。为分析网格敏感

性，采用六种网格 5×5、8×8、10×10、16×16、20

×20 和 25×25 进行分析。为模拟剪切带扩展过程，

假定重力 按一定比例（载荷因子）逐渐施加，即 

            。              (19) 

图 5 直立边坡模型 

Fig. 5 Model of bluff slope 

由极限平衡法可以得到极限载荷因子为 0.9603，

25×25 网格下求得的最大载荷因子为 0.9607，两者的

误差仅为 0.04%。由此可见，本文提出的方法适合于

剪切带扩展问题的模拟。剪切带贯通时的载荷因子随

单元数的变化如图 6 所示。由图可见，随网格的细化，

最大载荷因子逐渐趋向极限平衡解，很好地解决了网

格敏感性问题。 

25×25 网格给出的滑裂面与极限平衡法给出的

滑裂面对比如图 7，剪切带贯通时刻的水平位移云图

如图 8。结合图 7，8 可见，剪切带首先在坡脚位置出

现，起始阶段，本文给出的剪切带（零泊松比条件下

直立边坡没有水平位移）和极限平衡法（剪切带贯通

前水平位移保持为 0）几乎完全重合，随着剪切带向
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上发展，两者的差别越来越大，可能是由于极限平衡

法忽略了已有剪切带对后续扩展产生的影响，而本文

则考虑了这方面的影响。 

图 6 最大载荷因子比较 

Fig. 6 Comparison of maximun load factors 

图 7 滑裂面比较 

Fig. 7 Comparison of slip surfaces 

 
图 8 剪切带贯通时的水平位移 

Fig. 8 Horizontal displacements at transfixion of shear band 

3.2  考虑剪切带应变软化的直立边坡 

将整个分析域划分成 20×20 的四节点方形单元，

内摩擦角取为 0°，其它几何、物理参数和边界条件

同上例。黏聚区域模型参数取为 p 4 kPac  ，
rc  2 

kPa， p r 0   ， sp 1 mmw  ， sr 4 mmw  。图 9 给

出了载荷因子随剪切带发展的变化曲线。由图可见，

考虑剪切带应变软化效应时，1 m 高直立边坡能承受

的自重仅为 10.38 kN/m
3（载荷因子为 0.519），远小于

无应变软化效应的 16.1 kN/m
3（载荷因子为 0.805）。

利用极限平衡法，峰值强度计算的临界自重为 16 

kN/m
3，按残余强度计算的临界自重为 8 kN/m

3。比较

可见，不考虑剪切带应变软化，本文给出的临界自重

十分接近峰值强度理论解，相对误差仅为 0.6％。考虑

软化过程的临界自重仅为峰值强度理论解的 65％，但

比基于残余强度的理论解高 30%。从图中还可以看出，

没有应变软化效应时，剪切带发展到接近坡顶（贯穿）

时，滑坡体才可能出现滑动；而考虑剪切带应变软化

时，载荷因子随剪切带长度变化中存在减小现象，当

剪切带发展到 0.56 m 左右时，剪切带将迅速贯穿，并

出现滑动。由此可见，剪切带具有应变软化效应的土

质边坡出现滑坡灾害的突发性和隐蔽性更强。 

图 9 载荷因子变化 

Fig. 9 Evolution of load factors 

极限平衡、不考虑剪切带应变软化、考虑剪切带

应变软化 3 种情形滑裂面比较如图 10 所示。可见，在

本例给定的参数下，考虑剪切带应变软化与否对剪切

带发展的影响不大。考虑剪切带应变软化影响时的滑

裂面位于不考虑软化效应和极限平衡结果之间。 

图 10 滑裂面比较 

Fig. 10 Comparison of slip surfaces 

3.3  斜边坡 

将上述方法推广到二维自重作用下黏土斜边坡渐

进破坏过程的模拟，模型同文献[1]，初始网格、几何

形状及力学参数如图 11 所示。黏聚区域模型的参数为

p r 12 kPac c  ， p r   30°。 

图 11 边坡模型及初始网格 
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Fig. 11 Slope model and initial mesh 

安全系数为 1 时，Bishop 法计算得到的极限载荷

因子为 0.8575。通过计算得到边坡的最大载荷因子为

0.8243，与 Bishop 法相比误差仅为 4%，载荷因子随

剪切带长度的变化如图 12 所示。边坡失稳过程中剪切

带的扩展及剪应力 xy 的分布见图 13。图 14 给出了载

荷因子在图 12 水平段变化时边坡的位移增量矢量图，

容易观察到滑裂面的轮廓。 

图 12 载荷因子变化 

Fig. 12 Evolution of load factors 

 
图 13 剪切带的扩展及剪应力分布 

Fig. 13 Propagation of shear band and distribution of shear stress 

 
图 14 位移增量矢量图 

Fig. 14 Vector diagram of incremental displacements 

为了比较滑裂面形状，考虑剪切带应变软化，黏

聚区域模型参数取 p 12 kPac  ， p  30°， r 6 kPac  ，

r 27°， sp 2 mmw  ，
sr 10 mmw  。图 15 给出了

4 种不同方法边坡失稳时的滑裂面形状。从图中可以

看出，初始阶段的剪切带差别不大。考虑剪切带应变

软化时的滑裂面与 Bishop 法接近（圆弧形），这是由

于极限平衡法认为滑裂面上的土体同时达到极限强

度，考虑应变软化后土体载荷因子很快达到一个稳定

值，剪切带几乎在同一瞬间出现并贯穿。文献[1]考虑

了土体的局部弱化，弱化区域的渐进扩展过程使得其

对剩余区域的应力场产生影响，滑裂面呈悬链线状。

不考虑剪切带应变软化时，已有剪切带对边坡应力场

有一定的影响，剪切带渐进扩展，所以得到的滑裂面

向悬链线偏移。 

图 15 滑裂面比较 

Fig. 15 Comparison of slide surfaces 

4  结    论 
（1）基于剪切带的强非连续变形描述，采用摩擦

型黏聚区域模型表征剪切带变形的延性及软化特性，

结合强化有限单元法模拟剪切带扩展，随网格细化数

值模拟结果逐渐逼近极限平衡解，有效地克服了网格

敏感性。 

（2）对于均匀土质边坡，考虑剪切带渐进扩展过

程的滑裂面形状与极限平衡法给出的滑裂面形状相

似，剪切带应变软化对滑裂面形状影响不大，但将极

大地削弱边坡的极限受荷能力。 

（3）剪切带的渐进扩展贯通导致边坡失稳，基于

黏聚区域模型的强化有限单元法是揭示剪切带扩展机

理，再现边坡失稳过程的有效手段。 
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