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摘  要：在利用初流量法分析带有自由面的渗流问题时，常因采用高斯积分点作为结点初流量计算判断依据所带来的

误差而令解出现振荡。为了减低这一因素的影响及提高计算的效率，针对常用的 4 结点平面单元和 8 结点 6 平面三维

单元的自由面方程进行分析，提出采用坐标变换和等参变换等技术来改造结点初流量的计算，并建议按自由面穿越单

元之状况引用分部积分，使其积分上、下限符合高斯积分法的格式化要求，从而可利用高斯积分法求出精确的结点初

流量，而精确的结点初流量则有助于改善解的振荡及提高计算结果的精度。通过一矩形均质坝实例分析，表明该方法

的稳定性和收敛性良好。 
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Abstract: When the initial flow method is applied in solving problems of free surface seepage, we often find an oscillating 

solution determined due to the error caused by taking the Gaussian integration points as the assumed nodes based on calculation 

of nodal initial flow. In order to reduce the impact of this factor and to improve the efficiency of computation, an analysis is 

made with the free surface equation commonly used by 4-node plane elements and 8-node 6-plane three-dimensional elements, 

a technique of transformation of coordinates as well as isoparameters is proposed to improve the calculation of the nodal initial 

flow, and an introduction of partial integration is also suggested according to the state of free surface penetrating elements, 

making the integration upper limit and lower limit in consistence with the formatting of the Gaussian requirements. Accordingly, 

an exact nodal initial flow integration will be obtained by using the Gaussian method, and this accurate nodal initial flow will 

then benefit the itself improvement of the oscillating solution and increase the precision of the calculation. Through the analysis 

of a homogeneous rectangular case, it is shown that a fair state of stability and convergence has been achieved by using the 

proposed improved method. 
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0  引    言 
利用有限元技术分析基坑、边坡、堤坝等岩土工

程时，常会遇到地下水渗流的问题。处理这类有自由

面渗流问题的难点在于其自由面（浸润面）位置为未

知，一般需要通过迭代求解。目前求解的方法可分为

变网格法和固定网格法两大类。 
变网格法是确定自由面的一种传统方法，虽然已

取得了不少成功经验，但此方法也存有致命缺点：每

次迭代都要先确定自由面的位置及调整总体传导矩

阵，计算量大；同时，在调整网格时容易造成单元网

格畸变或交错重叠，影响计算精度；另外，由于非渗

流区域没有被考虑到分析系统中去，故不适用于作应

力场与渗流场耦合分析，局限了它在工程中的应用。

因此，变网格法已逐步被淘汰。 
为了解决变网格法的缺点，学者们开始尝试采用
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扩大分析系统范围的办法，将渗流区与非渗流区结合

起来形成总分析系统，并引入总系统的边界条件作分

析，以达到求解过程中无需变更单元网格的目的，从

而形成了固定网格法。自 Neumann 于 1973 年提出用

不变网格分析有自由面渗流的 Galerkin 法以来，先后

出现了多种固定网格法，如剩余流量法[1]、单元渗透

矩阵调整法[2]、初流量法[3]、节点虚流量法[4]、虚节点

法[5]、改进节点虚流量法[6]等。在众多固定网格法中，

由于初流量法具有理论明确、只需一次形成总体传导

矩阵、无需在每次迭代时确定自由面的近似位置和判

别自由面与单元相交状况等优点，因此，初流量法是

目前利用固定网格法求解有自由面渗流问题的一种较

为有效方法。 
在应用初流量法时，关键是要算出自由面每次迭

代时由初流量所引起的结点初流量值 Q0（记作结点

“初”流量，用作区分由边界条件所产生的结点流量），

而 Q0的误差与选用的积分计算方法密切相关。对于那

些被自由面穿过的单元，初流量法建议只取位于自由

面之上的积分点作计算，明显地，此方法未能充分考

虑由自由面所分割出非渗流区的实际形状及此位置上

被积函数的大小和分布，因此计算得出的 Q0带有很大

的主观性和误差，对于那些体积较大或自由面刚好位

于积分点附近的单元来说，误差就更大。而过大的误

差将影响渗流场有限元方程的迭代计算，令解出现振

荡。 
为了减小结点初流量之误差，人们提出了多种不

同的改进方法，例如：朱伯芳[7]建议自由面附近单元

每排高斯积分点的数量应不小于 3，使每个高斯积分

点控制的面积尽可能小；王媛[8]提出的改进初流量法，

针对影响初流量法解不稳定的主要因素提出了区域识

别函数的新概念，对不连续的区域识别函数进行了线

性微调，使之连续化，从而降低了初流量法解的不稳

定性；李新强[9]提出引入连续调整系数法的概念来改

进利用初流量法求解自由面的计算精度，实例表明，

经改进后的初流量法稳定性和收敛性良好。 
总的来说，上述改进初流量法均建立在减小结点

初流量的误差的基础上，但这些方法均未能彻底解决

计算方法本身所造成的误差。而本文提出的改进，主

要通过对自由面方程进行研究，利用换元技术将自由

面由曲线变为直线，然后再透过等参变换及高斯积分

法直接求出结点初流量。基于高斯积分法理论，若选

取的高斯积分点数量足够，则计算所得的数值解为精

确解，因此，本文改进方法只会出现计算精度之误差，

并不会出现计算方法上之误差。 

 

1  初流量法简介 
初流量法的基本原理类似于非线性应力分析中的

初应力法，即在达西定律中增加一个初流量项，通过

对初流量的调整，将非线性分析化为一系列线性分析，

相关方程的推导可参见文献[3，8]，其结果为 
       0M h Q Q     ，          (1) 

式中，[M]为总体传导矩阵， h 为结点水头列矩阵，

 Q 为由边界条件引起的结点流量列矩阵，  0Q 为由

初流量引起的结点初流量列矩阵，  
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式中， e
A 为整体组装的单元选择矩阵，[B]为几何矩

阵，其关系如式（3）所示， eh 为单元内结点水头，[K]
为渗透矩阵，[K0]为渗透修正矩阵， ijK ， 0ijK 为介质
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其中，Ni为 8 结点单元的形函数。 
为便于表述，记         T

0, ,F x y z B K K    
  eB h ，则结点初流量列矩阵方程可表示为 

      
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0 e
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, , dQ A F x y z


    。  (4) 

从式（2）可以看出，饱和区单元的结点初流量为

0，非饱和区单元的则可通过数值积分计算得出。 

2  初流量法之改进 
2.1  二维 4 结点四边形渗流单元 

对于图 1（a）所示的平面 4 结点四边形单元，经

等参变换转为图 1（b）时，单元的水头 h 和高度坐标

z、结点初流量列矩阵可分别表示为 
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h N h N h N h N h
z N z N z N z N z
    
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式（6）中，由于 F（x，z）要用到形函数对旧坐

标（x，z）的微分，但形函数是以新坐标（ξ，ζ）表

示，两者需通过雅可比矩阵作变换。另外，由自由面

定义（h=z）可得出自由面曲线方程为 
       1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4 0N h z N h z N h z N h z        。

                  (7) 
式（7）是一个带有常数 ，ζ 和 ξζ 项的二次多项

式，基于组成特点可改写为 
   1 2 3 4 0a a a a        ，     (8) 

式中， 
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式（8）经整理后，可得 
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进行坐标变换，则可将自由面

方程由曲线变为式（11）表示的直线，它与单元的关

系如图 1（c）所示，而位于自由面上结点 3，4 的坐

标值可通过式（11）、（12）求出： 
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图 1 带自由面的平面 4结点单元 

Fig. 1 A 4-node plane element with free surface 

将式（11）、（12）代入式（6），便可得出经坐标

变换后的结点初流量方程为 
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式（13）中，由于积分区间是一个如图 1（c）所

示的四边形，故可再进行一次等参变换，使之变成如

图 1（d）的标准单元，然后便可通过高斯积分法算出

结点初流量的值。在等参变换时，新旧坐标关系如式

（14）所示，另外，由于旧单元有一组对边与坐标轴

平行，其雅可比矩阵必有元素 vp  或 u 为 0，因

此，新旧坐标面积元的关系为 
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                 (15) 
将式（15）代入式（13），经整理后便可得出最终

的结点初流量方程为 
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式中， p 可被称为二维转换因子，  
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式（16）的积分上、下限已符合高斯积分法的格

式化要求，可通过式（18）高斯积分法求出其数值解。 
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式中的变量 x 和 z，应先透过雅可比矩阵变为 ξ 和 ζ，
然后再通过式（12）、（14）转换为最终的变量 u 和 v。 

（1）单元结点初流量计算结果之验证 
为了验证本文的改进方法，现以图 1 所示的均质

单元（Kij=K）为例，分别采用积分法、以积分点是否

位于非渗流区为判断准则的初流量法及本文改进方法

进行结点初流量计算，结点初流量的积分解为 01Q = 
1.152704078K ， 02Q =0.930373421K ， 03Q = 
-0.650222894K， 04Q =-1.432854606K，其它方法的计

算结果列于表 1，2。 
从表 1 可看出，初流量法算出的结点初流量误差

很大，达到以倍数计，而随着积分点数量增加，误差

并没有改善。从表 2 可看出，本文改进方法能有效地

降低误差，随着积分点数量增加，误差改善明显，当

每行积分点取为 5 时，计算结果的相对误差只有百万

分之几，说明本文方法计算效果理想。 
（2）自由面穿越平面单元的可能性及其模拟 
从式（8）可看出，自由面是一条光滑的二次曲线，

它穿越单元的种类可归纳为图 2 所示的 4 种情况。对

于图 2（a）、（b）的情况，可按前述方法直接求出结

点 1234 范围的结点初流量。至于图 2（c）、（d）之情
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表 1 由初流量法算出之结点初流量数值解及其与积分解之比较 

Table 1 Numerical solutions calculated by initial flow method and comparison between them and integral ones 

01Q  02Q  03Q  04Q  每行积

分点数 数值解 ε 数值解 ε 数值解 ε 数值解 ε 

4 0.483804197K -0.5803 1.742284226K 0.8727 -0.046087282K -0.9291 -2.180001141K 0.5214 

5 0.658980423K -0.4283 1.942164814K 1.0875 -0.114630806K -0.8237 -2.486514430K 0.7354 

6 0.535642414K -0.5353 1.747497602K 0.8783 -0.080516974K -0.8762 -2.202623042K 0.5372 

注：表中 ε=(数值解-积分解)/积分解。 
表 2 由本文改进方法算出之结点初流量数值解及其与积分解之比较 

Table 2 Numerical solutions calculated by present improved method and comparison between them and integral ones 

01Q  02Q  03Q  04Q  每行积

分点数 数值解 ε 数值解 ε 数值解 ε 数值解 ε 

4 1.152805902K 8.833×10-5 0.930271439K -1.096×10-4 -0.650285165K 9.577×10-5 -1.432792176K -4.357×10-5

5 1.152708965K 4.240×10-6 0.930367909K -5.925×10-6 -0.650225256K 3.633×10-6 -1.432851618K -2.085×10-6

6 1.152704234K 1.353×10-7 0.930373205K -2.322×10-7 -0.650222911K 2.614×10-8 -1.432854528K -5.444×10-8

注：表中 ε=(数值解-积分解)/积分解。 
况，由于自由面曲线光滑及其上、下方必为非渗流区

及渗流区，故自由面与 ξ=±1 边界必有交点，基于分

部积分原理，可分别求出结点 1234 和1 2 3 4   范围的结

点初流量，然后相减得出所需的解。 

 

图 2 自由面穿越单元之状况 

Fig. 2 Conditions of free surface through element 

2.2  三维 8 结点 6 平面渗流单元 

对于图 3（a）所示的等参单元，由自由面定义可

得出自由面的曲面方程为 
     1 1 1 2 2 2 8 8 8 0N h z N h z N h z       。(19) 

经整理后，式（19）可改写为 
1 2 3 4

5 6 7 8

b b b b
b b b b

  


  
  

 
  

  ，      (20) 

式中， 

1 1 1 2 2 3 3 4 4

5 5 6 6 7 7 8 8

2 1 1 2 2 3 3 4 4

5 5 6 6 7 7 8 8

3 1 1 2 2 3 3 4 4

5 5

( ) ( ) ( ) ( )
      ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
      ( ) ( ) ( ) ( )
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      ( ) (

b h z h z h z h z
h z h z h z h z

b h z h z h z h z
h z h z h z h z

b h z h z h z h z
h z h
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      

         
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 
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，
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( ) ( ) ( ) ( )
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























(21) 

在式（20）中，由于其分母带有 ξ 和 η 的相加和

相乘项，无法将公式右侧部分分拆为 ξ 和 η 的独立项，

故不能直接采用 2.1 节中坐标变换方法将自由面方程

由曲面变为平面。然而，基于三维高斯积分原理，可

先对某一坐标进行处理，将原属三维积分问题变为二

维问题，从而可引用前述方法作计算。 
由于自由面方程具有光滑及其上、下方必为非渗

流区和渗流区的特点，当自由面同时穿过单元的顶、

底面时，切割出顶面的范围必大于底面，因此，在选

定先进行高斯积分计算的坐标时，应以自由面与单元

顶面相交的状况作参考。另外，为了确保符合高斯积

分的格式化要求，还应遵从以下两项原则：①选定的
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坐标，其积分区域应为[-1，+1]或可通过单一坐标变

换变为[-1，+1]；②在选定坐标的积分区域内，其它

两个坐标的积分下限应只有自由面一组方程，若不能

满足时，可参考分部积分原理将单元划分为不同部分

去处理。 
对于图 3（a）所示的等参单元，其顶面如图 3（b）

所示，应取坐标 先行处理。在此实例中， 的积分

区域刚好为[-1，+1]，否则，可以以 方向下方的坐

标 x 及上方坐标 s 作变换：  
   1

x s x s2 q             ，    (22) 

而相应的自由面方程变为 
   
   

1 x s 3 2 x 4

5 x s 7 6 x s 8

2 2

2 2
sb b b b

b b b b
    


    

             
           

 

   
   

x s 3 x s 4

x s 7 x s 8

b q b q
b q b q

    
    
    


    

 。  (23) 

 

图 3 带自由面的 8 结点 6 平面等参单元 

Fig. 3 8-node with 6-plane isoparametric element with free surface 

以式（22）代入结点初流量方程，并先对坐标 q
进行高斯积分处理后，结点初流量方程及自由面方程

可改写为 

      T x s
0 e

e 1

, , d d
2 ii

n

i i
i

Q A H F x y z J
 

 
 



 
     ， 

                    (24) 
1 2

3 4

c c
c c







 


  。            (25) 

式中，    1 1 x s 3 x s 3 2 22 2ic b b b q c b          ，  

   x s 4 x s 4 3 52ib b q c b        ，  x s 7b    

 x s 7 4 62ib q c b    ，  x s 8b    x s 8 ib q   。 

在对坐标 q 先进行高斯积分处理后，原三维积分

问题会变成在高斯积分点 qi上的二维积分问题，而由

于自由面在 qi 平面上变成一条如式（8）所示的二次

多项式，因此，完全可参照 2.1 节所介绍的平面问题

方法作处理，最终可得出三维 8 结点 6 平面渗流单元

的结点初流量方程为 

      0 se
e 1 1 1

, ,
j i k

n n nT

i j k j i k
i j k

Q A H H H F x y z J
  


  

   ，

(26) 
式中， s 是三维转换因子， 

   1 4 2 3
s 1 2 3 4 1 2 3 42 2

432
c c c c p p p p p p p p v

c p



            

     1 2 3 4 1 2 3 4 sxu                     。 
(27) 

与平面单元相比，自由面穿越三维空间单元的状

况要复杂得多，单以被自由面切割出位于非渗流区的

结点就有 1～7 个这 7 种情况，而且每种情况也有不同

形式的组合。因此，需要找出这些情况的规律，才能

用简洁的方法进行模拟。 
在使用高斯积分法时，必须确保其积分边界由唯

一的一道方程组成，否则，应采用分部积分处理，基

于此原则性要求，可按积分边界的实际情况来划分分 
部积分的范围。在参照 2.2 节的方法选定水平面坐标 η
先进行高斯积分计算时，可以以自由面与单元顶、底

面相交的情况作判断。当自由面与单元底面相交而使

积分下限由自由面和单元底面两部分组成时，可先计

算由单元顶面与自由面所组成的部分，然后再扣除由

单元底面与下方自由面所组成的多算部分。自由面与

单元顶、底面相交大致有图 4 所示的 4 种情况，对于

（a）、（c）两种情况，可直接求出由结点 1256 和自由

面所组成范围的结点初流量，至于（b）、（d）两种情

况，可分别计算由结点 1256 和自由面、及1 2 5 6   和

自由面所组成范围的结点初流量，然后相加便可得出

答案。总的来说，不管自由面穿越单元的状况有多复

杂，按以上方法最多只需分四部分积分便可得出单元

的结点初流量。 

 

图 4 自由面穿越单元顶面或底面之状况 

Fig. 4 Conditions of free surface across top or bottom of element 

3  算    例 
为考察本文的改进方法，现以图 5 所示的尺寸为 
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表 3 本文改进方法与电模拟试验及其它数值方法算出的自由面位置之比较 

Table 3 Comparison among free surface locations calculated by present improved method, electrical simulation tests and other  

numerical methods 

X/m 0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0 
电模拟试验解[4] 10.00 9.78 9.31 9.05 8.31 7.91 7.64 6.93 5.86 5.47  4.73 
节点虚流量法[4] 10.00 9.74 9.38 9.01 8.51 8.03 7.41 6.77 6.05 5.19  4.33 

初流量法[3] 10.000 9.745 9.394 9.010 8.520 8.030 7.429 6.807 6.085 5.179  4.373 
改进初流量法[8] 10.000 9.745 9.393 9.007 8.517 8.025 7.428 6.805 6.076 5.189  4.375 

本文方法 10.000 9.745 9.390 9.006 8.517 8.026 7.427 6.807 6.073 5.190  4.372 

表 4 单元内取不同积分点数对自由面位置计算结果之影响 

Table 4 Effect on free surface locations as calculated by different integral points in an element 

X/m 1.0 2.0 4.0 5.0 6.0 8.0 9.0 10.0 
n=4 9.74456422 9.38660153 8.52668053 8.01962504 7.42305721 6.04434523 5.19150219 4.35736189 
n=6 9.74708443 9.39383819 8.50831200 8.02884265 7.42898608 6.08077863 5.17896002 4.37434586 
n=8 9.74526472 9.39423747 8.51976529 8.03042584 7.42874248 6.08482345 5.17892745 4.37291666 
n=12 9.74505825 9.38907987 8.51509911 8.02798520 7.42650419 6.06731194 5.19102046 4.37092718 

初流 

量法[3] 

n=20 9.74543610 9.38906513 8.51650679 8.02423404 7.42485014 6.06825654 5.18957853 4.37307322 
n=4 9.74411992 9.39383364 8.51432509 8.03262801 7.42683849 6.06099322 5.18786827 4.36537094 
n=6 9.74217857 9.39353273 8.51315461 8.03044627 7.43166839 6.08984415 5.19330771 4.37448693 
n=8 9.74465622 9.39300503 8.51728275 8.02484575 7.42763178 6.07570802 5.18872026 4.37489685 
n=12 9.74561049 9.38877210 8.51499016 8.02671112 7.42688040 6.06859015 5.19193588 4.37178340 

改进 

初流 

量法[8] 
n=20 9.74524344 9.38964076 8.51675472 8.02526564 7.42560006 6.06989673 5.18988792 4.37208832 
n=4 9.74483860 9.39000990 8.51700719 8.02605093 7.42717994 6.07300624 5.19015159 4.37167357 
n=6 9.74483847 9.39000957 8.51700631 8.02604989 7.42717822 6.07300392 5.19017199 4.37165322 
n=8 9.74483847 9.39000957 8.51700630 8.02604989 7.42717822 6.07300391 5.19017214 4.37165306 
n=12 9.74483847 9.39000957 8.51700630 8.02604989 7.42717822 6.07300391 5.19017214 4.37165306 

本文 

方法 

n=20 9.74483847 9.39000957 8.51700630 8.02604989 7.42717822 6.07300391 5.19017214 4.37165306 

注：表中 n 为单元每行的高斯积分点个数。 
10 m×10 m×1 m 均质土坝作分析，土坝上、下游水位

分别为 10 m 和 2 m，底部为不透水边界，下游渗出面

边界取为 h=z。建立计算模型时网格划分为 100 个 1 
m×1 m×1 m 的 8 结点 6 平面单元，共有 242 个结点。

在按自由面位置算出结点初流量后，再使用迭代法分

析时，计算精度取 =1.0×10-10。利用自编的三维有限

元程序，在取单元每行的积分点为 8 个及自由面经 5
次迭代后，得出的自由面位置与其它几种方法的对比

见于表 3，自由面及等势线关系见图 5，从表 3 中的计

算结果与试验解及其它数值解之吻合状况可说明本文

改进方法正确可靠。 
对于图 5 的实例，当采用不同的积分点时，自由

面经 5 次迭代计算后得出的自由面位置见于表 4。从

表 4 可看出，随着积分点数量增加，由初流量法及改

进初流量法算得的自由面位置并不稳定，而本文方法

在取单元每行的积分点为 8 个及更多后，计算出的结

果已基本相同，此情况只有在结点初流量值相等或很

接近时才会出现，说明本文方法在取一定积分点后计

算得出的结点初流量精确可靠。 

 

图 5 本文改进方法分析出的自由面及等势线位置 

Fig. 5 Free surface and equipotential line introduced from analysis  

of present improved method 

为了解本文方法的收敛性和稳定性，现仍以图 5
之实例及取单元每行的积分点为 8 个进行分析，得出

相连两次迭代后自由面的差值如表 5 所示，经不同次

数迭代后自由面位置平均振幅见于表 6。从表 5 可看

出，随着迭代次数增加，改进初流量法及本文方法的 
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表 5 迭代过程中自由面位置之差值 ΔZx 

                        Table 5 Relative variation of positions of free surface during process of iteration                  10-3 m 
X/m 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0 

m1 0.48960 -3.76474 7.28274 -2.96292 7.69665 -1.27308 3.71088 15.37869 -13.87860 6.99741 
m2 -1.79971 -3.97404 -6.56062 -7.14040 -1.95096 -7.02647 -9.36627 -18.62471 -7.61812 8.64576 
m3 -0.16075 -0.20919 -0.18919 -0.12912 -2.03389 1.30232 0.82216 1.42518 -0.84766 -0.56081 
m4 -2.34283 -4.96191 -7.44869 -10.34540 -0.88154 -3.14072 -4.46625 -10.45283 -11.75001 8.18625 

初流 
量法[3] 

m5 2.56906 3.12337 -1.91917 0.38388 -9.73114 -3.71854 -0.09049 -2.49503 -5.41478 -3.01875 
m1 1.26948 -2.27627 5.53256 -5.89217 4.52104 -4.16896 1.36528 4.38954 -7.35246 6.33244 
m2 0.01635 0.04856 0.00594 0.26233 -0.03658 -0.18547 -0.21764 -0.26936 0.25751 -0.01017 
m3 -0.00963 0.06935 -0.04008 0.16696 -0.09038 0.03642 -0.03468 0.01027 -0.00464 -0.00615 
m4 -0.00305 0.02086 -0.01228 0.04700 -0.02936 0.02315 -0.01103 0.00169 -0.00169 -0.00165 

改进 
初流 
量法[8] 

m5 -0.00023 0.00159 -0.00080 0.00280 -0.00304 0.00881 -0.00308 0.00117 -0.00097 -0.00008 
m1 1.34429 -1.66091 5.54837 -6.34768 3.19275 -5.32658 -1.21207 -3.86146 -8.05529 6.92156 
m2 0.00656 0.06169 0.00514 0.16447 -0.05580 -0.17242 -0.13321 -0.09844 0.12880 0.03815 
m3 -0.01036 0.06183 -0.03077 0.12033 -0.07049 0.03251 -0.01614 0.01016 -0.00009 0.00043 
m4 -0.00312 0.01824 -0.00869 0.03060 -0.01990 0.01622 -0.00534 0.00215 -0.00084 0.00019 

本文 

方法 

m5 -0.00024 0.00143 -0.00054 0.00161 -0.00169 0.00555 -0.00169 0.00072 -0.00109 0.00012 

注：表中 m1 至 m5 分别为自由面迭代第 5 次与第 6 次、第 19 次与第 20 次、第 49 次与第 50 次、第 99 次与第 100 次、第 199 次与第 200 次后自由面位置

之差值。 
表 6 迭代过程中自由面位置振荡幅度 zxA  

                           Table 6 Oscillation status of free surface positions during process of iteration                  10-3 m 

X/m 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0  zxA  
m=6 14.5473 32.9337 61.4520 67.5861 87.5100 83.0733 85.2027 79.0039 37.6047 50.3186 599.2323 

m=20 5.9945 12.9753 19.9561 33.9217 34.2263 42.7009 39.5425 36.9030 26.0910 25.5855 277.8969 
m=50 2.9083 6.6171 8.8677 16.1121 14.5126 24.5079 18.6154 19.6721 14.1336 13.2631 139.2099 
m=100 1.8043 3.9223 5.5151 9.8913 8.2443 14.2740 11.2014 12.9504 10.4071 7.8459 86.0561 

初流 
量法[3] 

m=200 1.4613 3.6404 4.2980 7.1166 5.7753 8.5216 7.4657 9.8966 7.8475 5.6813 61.7042 
m=6 15.1553 31.8510 61.1093 67.1200 85.9975 82.3619 84.5831 76.8926 37.8349 48.5895 591.4950 

m=20 6.7552 11.7124 19.6022 33.8725 33.7073 42.1221 38.5667 36.5524 24.3484 24.0856 271.3249 
m=50 3.3154 5.4523 7.9278 16.4482 14.3176 22.6951 17.4706 17.1225 11.2087 12.4428 128.4010 
m=100 1.7638 2.8809 4.1788 8.4634 7.3617 12.6601 9.6031 9.6027 5.8793 6.8185 69.2124 

改进 
初流 
量法[8] 

m=200 0.9023 1.8847 2.4700 4.9605 4.5222 6.6279 5.3143 5.1449 3.0163 3.5805 38.4236 
m=6 15.3403 30.9915 61.0436 66.6384 85.8328 81.9176 85.3673 77.4744 37.7349 49.5371 591.8779 

m=20 6.6195 10.9688 19.6044 33.3045 33.8376 40.0969 37.7068 37.4200 24.6651 24.7593 268.9827 
m=50 3.1224 5.0116 7.9337 16.4110 14.3994 20.7011 17.0704 17.5121 11.8750 12.8764 126.9130 
m=100 1.6438 2.6640 4.0631 8.5475 7.3931 11.4497 9.0592 9.3932 6.3294 7.1213 67.6641 

本文 
方法 

m=200 0.8362 1.7409 2.2993 4.2934 4.1963 5.9966 4.8363 4.9260 3.2798 3.7705 36.1752 

注： m/)ZZ(A
m

i
xxizx 




1
, m/ZZ

m

i
xix 




1
，m 为迭代次数。 

表 7 位于自由面及其以上区域的高斯积分点总数 

Table 7 Total Gaussian integral points located on and above free surface 
自由面迭代次数 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

初流量法[3]积分点总数 0 189860 196800 185960 182480 181840 181980 181840 181700 181760 
改进初流量法[8]积分点总数 0 189860 196780 185960 182500 181880 181840 181780 181740 181720 

本文方法积分点总数 0 189860 196760 185960 182500 181920 181780 181780 181680 181660 
自由面迭代次数 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 

初流量法[3]积分点总数 181780 181740 181540 181580 181580 181560 181600 181540 181580 181560 
改进初流量法[8]积分点总数 181680 181620 181620 181600 181580 181580 181580 181600 181600 181600 

本文方法积分点总数 181620 181600 181600 181620 181620 181640 181640 181640 181620 181620 
自由面迭代次数 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 

初流量法[3]积分点总数 181540 181600 181620 181620 181580 181620 181640 181620 181620 181600 
改进初流量法[8]积分点总数 181600 181620 181620 181600 181620 181620 181620 181620 181620 181660 

本文方法积分点总数 181640 181640 181640 181640 181640 181640 181640 181640 181640 181640 

收敛明显，而本文方法整体上要比改进初流量法更理

想。从表 6 可看出，改进初流量法及本文方法解的振

荡要比初流量法的小，而随着迭代次数增加，本文方

法的普遍要比改进初流量法的小。说明本文方法的收
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敛性和稳定性更好。 
另外，对于图 5 之实例，在取较不利的单元每行

积分点为 20 个后，由初流量法、改进初流量法及本文

方法所算得的位于自由面及其以上区域的积分点总数

列于表 7。从表 7 可看出，本文方法的积分点数变动

较其它两种方法的小，并随迭代次数增加而趋向稳定。 

4  结    论 
（1）建立在高斯积分法上的本文改进方法，只要

选取的积分点数量足够，计算出的结点流量精确可靠，

而正由于结点流量精度高，可大大地提高求解渗流场

有限元方程时解的稳定性和收敛性，提高计算效率，

有利于进行大型、复杂的渗流分析。 
（2）本文的改进方法，具有原理简洁、易于模拟

自由面穿越单元的不同状况、计算简便、计算结果可

靠等特点，适用于平面 4 结点及三维 8 结点 6 平面等

线性单元，而经适当处理后，也适用于其它线性单元。 
（3）实例分析表明，本文改进方法的稳定性和收

敛性要优于传统的初流量法及现行的改进初流量法。 
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