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基于统一硬化参数的砂土临界状态本构模型 
姚仰平，余亚妮 

(北京航空航天大学交通科学与工程学院，北京 100191) 

摘  要：在临界状态理论的基础上，通过引入状态参数来调整硬化参数和剪胀方程，从而更好地反映砂土的剪胀、剪
缩特性以及砂土对密度、有效主应力的双重依赖性，通过引入修正屈服函数的参数，能更好地描述砂土的塑性变形特

性。同时，模型采用砂土等向固结线和临界状态线在孔隙比与有效应力幂函数平面内呈线性关系，并且只用一组材料

参数即可描述在较大密度和较大有效应力范围内砂土的应力应变响应。通过模拟结果与试验结果对比，验证了模型的

有效性。 
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Extended critical state constitutive model for sand based on unified             
hardening parameter  

YAO Yang-ping, YU Ya-ni 
(Department of Civil Engineering, Beihang University, Beijing 100191, China) 

Abstract: Based on the unified hardening parameter, an extended critical state constitutive model for sand is proposed. One 

state parameter is used to adjust the hardening parameter and dilatancy equation, giving a better description of dilatancy and 

contraction behavior for sand. The other parameter is used to revise the yield function, predicting the plastic deformation more 

appropriately. The introduction of the parameters into the model emphasizes the dependency on both the density and the 

effective principal stress of sand. The linear isotropic consolidation and the critical state lines are applied in void ratio versus 

the power of the effective mean stress space. The combined effect of the density and the effective mean stress on sand can be 

described by the proposed model using a unique set of model parameters in a wide range of density and confining pressure. A 

comparison between model simulations and experimental results shows the validity of the proposed model.  

Key words: sand; critical state; state parameter; hardening parameter; constitutive model 

0  引    言 
大量的试验研究结果表明，砂土的变形行为不仅

依赖于其相对密度也依赖于所处的固结压力[1-2]。相同

有效应力下，密度低的砂剪缩，密度高的砂剪胀；相

同密度的砂，在较小围压下剪胀，而在较大围压下则

可能发生剪缩。以往的许多模型都将不同密度的同种

砂视为不同的材料[3-5]，采用不同的模型参量，忽视了

加载过程中材料状态的改变，不能很好地描述砂土受

力过程中密度和围压变化较大的情况。为了统一反映

密度和压力对砂土变形特性的耦合影响，Been等[1]提

出了一个状态参数，此后 Jefferies等[6]，Manzari等[7]，

Li 等[8-9]，Ling 等[10]以及 Constantine [11] 都在此方面
开展了卓有成效的研究工作。 
本文基于临界状态概念，通过引入状态参数ψ ，

使得硬化参量 H[12-14]和剪胀方程都依赖于状态参数而

变化，又通过引入参数 χ来修正屈服函数，从而更好
地模拟砂土的塑性变形。同时本文采用等向固结线

NCL 和临界状态线 CSL 在 e– ( )a/p p ξ
平面内呈线性

关系，强化了模型中砂土对于密度和平均有效应力的

双重依赖性，本文对一种砂土只需采用一组材料参数

即可描述较大的密度和较大压力范围内砂土的排水和

不排水应力应变响应。 

1  临界状态线和状态参数 
临界状态线定义为剪切中砂土的体应变增量为
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0，偏应变增量为无穷大的一个状态。经过研究发现，
砂土的临界状态线在 e–lgp平面内并非直线[15-17]。Li
等[18]对早期文献研究后提出，砂土的临界状态线在 e
– ( )ξap/p 平面内近似为直线，建议采用下式拟合： 

c c0 c
a

( )pe e
p

ξα= −   。          (1) 

式中  c0e 为 p=0时对应于临界状态线上孔隙比的值，

cα 是 CSL的斜率； ap 是标准大气压，通常取 100 kPa，
ξ 是材料常数。在图 1 中，通过对比 Verdugo 和 
Ishihara 于 1996 年对 Toyoura 砂土的试验数据与 Li 
和 Wang提出的拟合曲线发现，式（1）能较好地反映
砂土的临界状态特性。 

 

图 1 在 e– ( )a/p p ξ
平面 Toyoura砂临界状态线及其拟合线 

Fig. 1 Critical state line of Toyoura sand and fitted line in e versus  

( )a/p p ξ  space 

如果仅仅知道 e和 p的值，还不足以确定该砂土
的密实程度，因为缺乏一个相对固定的状态作为参考。

Been等[1]将砂土的临界状态线作为参考，定义了一个

状态参量ψ ，用来描述砂土的当前状态。ψ 的定义如
图 1 所示，其值为当前有效平均正应力下的孔隙比 e
与临界孔隙比 ce 之差，表示为 
                ce eψ = −   。           (2) 

这样，只要知道砂土的当前状态（e，p），就能确
定砂土目前处于什么状态。当 0>ψ ，砂土剪切时会

发生剪缩，当 0<ψ ，砂土处于相对密实状态，剪切

时会发生剪胀。可见，ψ 可以作为反映砂土剪胀程度
的参量。 

2  砂土等向固结特性 
对于砂土，其固结特性与黏土截然不同，在 e–

( )ap/p ξ
平面内不存在唯一的等向固结线，而是有无数

条等向固结线 ICLs，彼此之间也不平行。基于砂土等
向固结线与临界状态线规律相似性的假设，等向固结

线在 e– ( )ap/p ξ
平面内同样被描述为线性关系： 

i0
a

pe e
p

ξ

α
⎛ ⎞

= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  。          (3) 

式中， i0e 为 p=0时对应于等向固结线上孔隙比的值，

α 是 ICL的斜率。所有的等向固结线在相当大的有效
应力范围内最后都交于 N点，如图 2所示。 

 

图 2 在 e– ( )a/p p ξ
平面内的正常固结线、临界状态线、等向 

固结线及最密固结线 

Fig. 2 Normally consolidated, critical state, isotropic consolidation  

    and densest consolidation lines in e versus ( )a/p p ξ  space 

从图 2可以看出，在所有的等向固结线中，有两
条特殊的线，分别是正常固结线 NCL 和最密固结线
DCL。而砂土的 NCL 被认为在 p=0 时与临界状态线
CSL相交，因为当砂土的围压接近 0时，它的剪切体
变值也接近于 0，故初始点应在临界状态线上。正常
固结线表达式为 

           n n0 n
a

( )pe e
p

ξα= −   。        (4) 

式中， n0e 为 p=0时对应于正常固结线上孔隙比的值，

nα 是 NCL的斜率。最密固结线 DCL是指可能的最密
的等向固结线，定义为 

  d d0 d
a

( )pe e
p

ξα= −   。         (5) 

同样， d0e 为 p=0时对应于最密固结线上孔隙比的值，

dα 是 DCL 的斜率。其他等向固结线的斜率可通过对
NCL和 DCL进行插值得到 

2
d

d n d 2
n d

( )
( )

( )
e e
e e

α α α α
−

= + − ⋅
−

  。    (6) 

在 e– ( )ap/p ξ
平面内弹性卸载线的斜率假设为 

e d
d

βα α
β

=   ，              (7) 

式中， β 和 dβ 是参照 Richart等[19]提出的经验公式给

出的关于孔隙比的修正系数 2(1 ) /(2.97 )e eβ = + − ，
2

d d d(1 ) /(2.97 )e eβ = + − 。若初始状态在 DCL 上，则

d 1β β = 。 

3  本构模型描述 
3.1  屈服面 

姚仰平等[14]在修正剑桥模型屈服函数的基础上，

引入了一个新的状态参数 χ，将屈服函数修正为 
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2

y1 0
p

f
M p

η
χη

⎛ ⎞
= + − =⎜ ⎟−⎝ ⎠

  。    (8) 

式中  η =q/p是应力比；M是临界状态应力比； yp 是
等向压缩的回弹点所对应的平均正应力，如图 3所示；
χ是依赖于 NCL与 CSL之间距离关系所确定的一个
修正参数。 

 

图 3 在 e– ( )a/p p ξ
平面内砂土的等向压缩、回弹曲线 

Fig. 3 Isotropic loading and unloading curves of sand in e-lg(p/pa)  

space 

对式（4）全微分有 
1

y y
n n

a a

d
d

p p
e

p p

ξ

α ξ
−

⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
  。     (9) 

塑性孔隙比增量为 

( )
1

p
n n e

d
d y y

a a

p p
e

p p

ξ

α α ξ
−

⎛ ⎞
= − − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 。 (10) 

塑性体应变增量 p
vdε 与塑性孔隙比增量 p

nde 之间
的关系为 

p
p n
v

dd
1

e
e

ε = −
+

  。           (11) 

将式（10）代入式（11）中并进行积分可得 
1

p 0
v

n e a a a a

d1 d y y yp p p pe
p p p p

ξ ξ ξ

ε ξ
α α

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+

= = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫ 。(12) 

假定与塑性体应变相关的硬化参数增量定义为 

  p
v

n e

1d deH ε
α α

+
=

−
  。        (13) 

将式（13）代入式（12）可得 

  yp 0
v

n e a a

1d d
p peH H
p p

ξ ξ

ε
α α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+
= = = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫ 。(14) 

式中  0p 是初始平均有效应力。可由式（14）推出： 

        ( )
1

y a 0p p H Pξ ξ ξ= +   。       (15) 

将式（15）代入式（8）可得 

( )
2 1

a 0
11 0f p H p

M p
ξ ξ ξη

χη
⎛ ⎞

= + − + =⎜ ⎟−⎝ ⎠
，(16) 

式（16）即本文模型所采用的砂土屈服函数。在式（16）

的基础上结合式（11），对砂土沿着等 p路径 p=p0剪

切至临界状态( Mη = )时（图 3）： 
1

2 p
a n

0 n e

1 1 1 0
1

p e
p

ξ ξ

χ α α

⎛ ⎞⎛ ⎞ ∆⎛ ⎞ ⎜ ⎟+ − + =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
。(17) 

在等 p路径 p=p0上，NCL与 CSL之间的距离表
示为 

           ( )p 0
c n

a

p
e

p

ξ

α α
⎛ ⎞

∆ = − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  。      (18) 

联立式（17）和（18）可得 
1

1 2

c e

n e

1 1
ξα α

χ
α α

−
⎛ ⎞
⎛ ⎞−⎜ ⎟= − −⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎜ ⎟
⎝ ⎠

  。    (19) 

然而，当用塑性体应变作为硬化参数时，屈服函

数不能描述比 NCL更密实的砂土的剪胀特性。因此，
引入姚仰平等[12-14]提出的硬化参数 H，以便使屈服函
数更好地反映砂土的剪胀特性。姚仰平等提出的原始

的硬化参数表达式为 

    ( )
( )

4 4
f p

v4 4 4
f

d d
4M M

H H
M M

η
ε

η

−
= =

−∫ ∫  。   (20) 

在本模型中，该硬化参数被扩展为如下新形式： 

        ( )
( )

4 44
f pc

v4 4 4
e f c

1 e d
MM

H
M M

η
ε

α α η

−+
=

− −∫  。  (21) 

式中， cM 为特征状态应力比，可表示为[8] 
          c exp( )M M mψ=   。        (22) 

式中，m为模型参数，可由三轴压缩试验得到。同样，
将破坏应力比 fM 引入模型中，其表达式为[8] 

          f exp( )M M nψ= −  。         (23) 
式中，n 为模型参数，同样可由三轴压缩试验得到。
在剪切过程中随着当前孔隙比 e慢慢接近于 ce ，ψ 值
也慢慢趋近于 0， fM 就会相应地趋近于临界状态值

M。 
图 4中硬化参数 H的特性得到很好的体现，图中

硬化参数 H的值在变形达到峰值强度后开始减小，因
此砂土的软化特性可以得到很好的描述。参照式（21），
依赖于应力路径的塑性体应变修正系数 ( )ηR 可表述

为 

          
4 44
cf

4 4 4
c f

( )
MMR

M M
η

η
η

−
=

−
  。       (24) 

硬化参数表达式（21）可变形为 

          
( )

p
v

e

1 1 deH
R

ε
α α η
+

=
−∫   。      (25) 

对于正常固结土而言，塑性体应变修正系数

( )R η = 1，故硬化参数表达式式（25）退回到式（14）。
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在密实状态下，砂土的屈服函数（16）表达式不变，
只需将其中的硬化参数替换为式（21）的形式即可。 

 
图 4 硬化参数、特征状态应力比及破坏应力比在排水条件下特性 

Fig. 4 Behaviors of hardening/softening parameter, characteristic 

state stress ratio and failure stress ratio under drained condition  

3.2  剪胀方程和塑性势面 

参照修正剑桥模型中的剪胀方程，并引入特征状

态应力比 cM ，建立与砂土状态相关的剪胀表达式为 

           
p 2 2
v c
p
d

d
d 2

Mε η
ε η

−
=   ，         (26) 

式中， p
vdε 是塑性体应变增量， p

ddε 是塑性剪应变。
所以塑性势函数可相应地表示为 

          
2

2 2 c
c 0xM p

g M
p

η= + − =  。     (27) 

其中， xp 为塑性势函数曲线在 p 轴对应的正应力，
Mc为特征状态应力比。 

决定塑性应变大小的比例系数 Λ可通过以下方
法确定：对屈服函数（16）全微分可得 

      p
vp

v

d d d d 0f f ff p
p

η ε
η ε

∂ ∂ ∂
= + + =
∂ ∂ ∂

 。  (28) 

其中 
p
vd g

p
ε Λ ∂

=
∂

  。           (29) 

由屈服函数（16）和硬化参数表达式（25）可得： 

      p p
v v e

1 1
( )

f f H f e
H H Rε ε α α η

∂ ∂ ∂ ∂ +
= =

∂ ∂ ∂ ∂ −
 。  (30) 

将式（29）、（30）代入式（28）可得 

        

e

d d

1 / ( )

f fp
p
e f g R

H p

η
ηΛ

η
α α

∂ ∂
+

∂ ∂= −
+ ∂ ∂
− ∂ ∂

 。      (31) 

将屈服函数（16）变形后可得 
2

0

a a a

0
pp pf H

p M p p

ξ ξ
η
χη

⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎛ ⎞
= + − − =⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

。(32) 

由式（32）可得在比例系数Λ中： 

       
2

a

1f p
p p p M

ξξ
ξ η

χη

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂
= +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ −⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣ ⎦

  ，   (33) 

( )

12

3
a

21f p M
p M M

ξξ
η ηξ

η χη χη

−
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂

= +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ − −⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣ ⎦
 ， (34) 

                 1−=
∂
∂
H
f  。              (35) 

由塑性势函数（27）可得 
2

2
c

1g
p M

η∂
= −

∂
 。           (36) 

3.3  弹塑性应变增量的计算 

总的应变增量由弹性增量和塑性增量组成： 
           e pd d dij ij ijε ε ε= +   。          (37) 

其中弹性应变增量可由下式确定： 

         e
mm

1d d dij ij ijE E
ν νε σ σ δ+

= −   。   (38) 

其中，ν 是泊松比，弹性模量 E表达式为 

          a
1

e

3(1 2 )(1 )e p
E

p

ξ

ξ

ν
α ξ −

− + ⋅
=

⋅ ⋅
 。      (39) 

塑性剪应变增量由下式计算： 

               p
dd g

q
ε Λ ∂

=
∂

  ，          (40) 

其中 

2
c

2g
q M

η∂
=

∂
  。              (41) 

塑性体应变增量为 

            
2 2

p pc
v dd d

2
M η

ε ε
η
−

=  。       (42) 

4  Toyoura砂的模型预测与试验对比 
根据本文提出的弹塑性本构模型对 Toyoura 砂在

不排水三轴压缩条件下进行预测，共需 10个参数，见
表 1。其中 c0e ， cα ，m，n，M和ξ 是直接参考文献[18]
确定；泊松比ν 是给定值；参数 d0e ， dα 是通过对
Toyoura 砂进行等向压缩所得最密实状态的试验数据
拟合得到， nα 是所有等向压缩试验结果中过 CSL 与
p=0交点的 ICL的斜率。 
模型中状态参数 χ可通过式（19）确定：对Toyoura 

砂土， n 0.0088α = ， c 0.019α = ，取 e 0.0033α = ，代

入式（19）可得 46.0≈χ 。 
表 1 模型所用 Toyoura砂的 10个参数 

Table 1 10 parameters of Toyoura sand used in model  

c0e  d0e  cα  nα  dα  
0.934 0.615 0.019 0.0088 0.0033 
ξ M m n ν

0.7 1.25 3.5 1.7 0.3 

在不同初始围压下对 Toyoura 砂进行三轴不排水
试验，试验分两组，一组的初始孔隙比为 0.735，另一
组为 0.833，模型预测与试验结果如图 5，6所示。另
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外，在初始围压 1 MPa下，对 7种不同初始孔隙比的
砂土进行三轴不排水试验，预测曲线与试验结果对比

见图 7。 

 

 

图 5 Toyoura砂在不排水三轴压缩条件下试验结果与模型预测 

.对比（e=0.735） 

Fig. 5 Comparison between test results and model predictions on  

Toyoura sand for e=0.735 under undrained triaxial  

compression (Verdugo and Ishihara, 1996) 

 

 

图 6 Toyoura砂在不排水三轴压缩条件下试验结果与模型预测 

.对比（e=0.833） 

Fig. 6 Comparison between test results and model predictions on  

Toyoura sand for e=0.833 under undrained triaxial  

compression (Verdugo and Ishihara, 1996) 

 

 

图 7 Toyoura砂在不排水三轴压缩条件下试验结果与模型预测 

对比（ 0 1 MPaσ = ） 

Fig. 7 Comparison between test results and model predictions on  

   Toyoura sand for 0 1 MPaσ = under undrained triaxial  

compression (Verdugo and Ishihara, 1991) 

图 5，6比较表明：砂土的初始孔隙比不同，围压
分别从 p=0.1 MPa变到 3.0 MPa时，对应于相同的初
始围压，孔隙比越大砂土在不排水剪切时更易剪缩；

同时由图 5，6可分别看出，对应于同样的初始孔隙比，
砂土的初始围压越大，越容易发生剪缩。图 7表明在
不排水条件下，砂土初始围压相同，初始孔隙比从

e=0.725变化到 e=0.933时，密砂反映出应变硬化和松
砂反映出应变软化特性。通过以上的模型预测与试验

数据对比可以看出，本文所建立的弹塑性本构模型能

够较好地描述砂土的剪缩、剪胀等应力应变特性，同

时也能充分说明砂土对于密度与有效应力的双重依赖

性。 
本文建立的砂土本构模型可采用姚仰平等[20-21]提

出的变换应力三维化方法扩展到三维应力状态。 

 

5  结    论 
本文在临界状态理论的框架内，提出了一个考虑

大密度、大围压范围下砂土的本构模型。 
（1）模型通过引入状态参数ψ 来调节砂土的特

征状态应力比和破坏应力比，进一步使硬化参量 H和
剪胀方程依赖于状态参数而变化，从而更好地反映密

砂的剪胀、软化特性和砂土对于密度和围压的双重依

赖性。 
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（2）引入状态参数 χ 来修正屈服函数，可更好
地描述砂土在剪切过程中的屈服特性和塑性体变。 
（3）等向固结线和临界状态线在 e– ( )a/p p ξ

平面

内采用线性关系，所有的等向固结线最后都交于一点，

在大范围的有效应力作用下更准确地反映砂土的应力

应变特性。 
（4）模型预测和试验结果的对比分析表明，所提

出的模型仅用一套材料参数，即可较好地描述不同密

度不同初始有效应力下砂土的应力应变特性。 
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