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考虑流固耦合作用的管涌发展数学模型研究 
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摘  要：根据质量守恒定律，针对单元体中移动颗粒的质量守恒，得到了管涌过程中移动颗粒的连续性方程；颗粒的

运动与流体的流动相互关联，结合渗流的连续性方程，得到了管涌发展过程中的流固耦合模型；根据颗粒流失与渗流

场变化的相互关系，对渗透系数、单位流失量、孔隙率等参数的联系进行量化，结合初始条件与边界条件，即可实现

耦合模型的求解。最后，针对一维管涌情况，利用分时步法对模型进行解耦，以有限差分法对模型进行离散并成功求

解，分析了管涌过程中颗粒流失、流速、孔隙率以及剩余颗粒量等参数的变化规律；在不同水力梯度下进行重复试验，

分析了水力梯度在管涌发展中对各参数变化规律的影响。 
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Abstract: Based on the law of conservation of mass, the conservation of mass of transporting particles in the cell body is 

determined, from which a continuity equation of the transporting particles is derived. Particle transporting is associated with the 

fluid flow. So the calculation should combine the continuity equation of flow in the seepage field. Then a fluid-solid interaction 

model is proposed. Based on the relations between the particle loss and the change of the seepage field, the relationship among 

the permeability coefficient, losses quantity, porosity and other parameters is quantified. The coupled model can be solved 

combined with the initial conditions and boundary conditions. Finally, a one-dimensional piping problem is simulated by means 

of the proposed model. Decoupled by a time-step method, the model is solved successfully by use of the finite difference 

method. From the calculated results, the variations of the particle loss, seepage velocity, porosity and the remaining particle 

volume in the piping proceeding are analyzed. The impact of the hydraulic gradient is discussed as well with repeated 

calculation under different hydraulic gradients. 
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0  引    言 
渗透破坏是堤防、基坑等工程失稳、破坏的主要

因素之一。渗透破坏发生后，土体内部颗粒大量流失，

渗透流量急剧增加，从而形成集中渗透通道[1]，使土

体内部渗流场及应力场发生变化，可能使堤防在很短

的时间内发生破坏，并可能造成的边坡失稳或洪水灾

害等会对人民的生命财产安全造成极大的损失。对于

渗透破坏机理以及防治方法的研究，一直是学者研究

的重要课题[2-4]。管涌是渗透破坏的主要形式，在工程

中，也常将其它的渗透破坏形式统称为管涌。管涌是
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在渗流作用下，土体内部细小颗粒沿大颗粒通道移动

并被带出土体的过程。由于土体构成具有很强的随机

性与复杂性，管涌发生后，由于颗粒的流失，土体的

渗透性一直在发生变化，渗透性的变化会影响渗流场

的分布，渗流场分布的变化又会对颗粒的流失产生影

响，使得颗粒的流失与渗流场的变化相互影响，是一

个耦合过程[5]，从而很难利用数学语言对管涌的发生

发展过程进行描述。因此，在以前的研究中，一般采

用室内试验的方法对管涌的过程进行模拟研究。众多

学者在管涌的室内试验与工程应用方面取得了丰硕的

成果[6-10]。近年来，随着研究手段的发展以及研究思

想的创新，新的研究方法及研究手段被利用到管涌机

理研究中来，如有限元法、离散元方法、神经网络方

法、随机方法等[11-15]，极大的推动了管涌机理的研究

与应用。但如何建立并求解管涌发展的数学模型依然

是困扰研究人员的主要问题。本文从运动颗粒的守恒

定律以及运动流体的守恒定律出发，建立起颗粒流失

与渗透性变化的相互联系，建立了管涌发展过程的数

学模型，并以一维情况为例，利用有限差分法对模型

进行了求解，得到管涌发展过程中颗粒流失、渗流性

变化、以及流速变化等的规律。 

1  模型的建立 
鉴于管涌的定义，管涌的发生与发展要满足以下

基本条件：①土体为管涌型土体，即土体中的颗粒可

以分为骨架颗粒与可以移动的颗粒，且骨架颗粒的孔

隙可以提供可动颗粒被带出的通道；②可动颗粒的静

力平衡达到被破坏的条件。在渗流场中，颗粒受到流

体流动的拖曳力的作用，当拖曳力的大小达到破坏颗

粒静力平衡的临界值时，颗粒开始发生移动。颗粒受

到的拖曳力与颗粒的大小以及渗流的孔隙流速有关，

对于粒径一定的颗粒，使其发生移动的孔隙流速称为

颗粒的起动流速。在本模型的推导过程中，假定符合

以上基本条件，并假设：①可动颗粒流失后土体体积

不发生变化，即流失颗粒的体积变为孔隙体积；②只

要孔隙流速大于可动颗粒的起动流速，则可动颗粒可

以完全流失，即颗粒的淤堵作用。并令可动颗粒的密

度为
f

 ，其物理意义为单位体积土体内可动颗粒的质

量；骨架颗粒的密度为 s ，物理意义为单位体积土体

内骨架颗粒的质量。 

对于颗粒运动的质量守恒定律， Sterpi
[16] 与

Cividini 等[17]曾分别利用室内试验法与有限单元法进

行过分析。 

在图 1 所示的微元体中，利用与文献[17]类似的

方法，根据质量守恒定律，建立移动颗粒的质量守恒

方程，图 1 中，q 为移动颗粒通量。 

根据质量守恒，可得到在 t 时间内单元体内移动

颗粒的质量守恒定律： 

( )
yx mz

qq q
x y z t I x y z t

x y z t

 
           

   
。(1) 

式中  m 为移动颗粒的密度，其物理意义为单位时间

内流经单位土体的颗粒质量与流体体积的比值； I 为

移动颗粒的源汇项，其物理意义为管涌过程中的单位

时间内，单位体积土体内可动颗粒转化为移动颗粒的

质量，此时源汇项为正；如移动颗粒转化为静态的可

动颗粒，则为颗粒的沉积过程，此时源汇项为负。 

 

图 1 微元体内的移动颗粒质量守恒 

Fig. 1 Mass conservation of the transporting particles in cell body 

根据 q 的定义得 
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式中，vx，vy，vx为渗透流速矢量 v 在 3 个方向上的分

量。 

将式（2）代入式（1）整理得 

m
mdiv( )I v

t





 


  。        (3) 

式（3）即为管涌过程中移动颗粒的连续性方程，

方程中共有 m ，v 两个未知数，需联立渗流的连续性

方程才可以求解。 

假定流体不可压缩，得到流体的连续性方程为 

( ) 0
yx z

vv v

x y z

 
  

  
  。       (4) 

假定管涌过程中渗流仍符合达西定律，则式（4）

可以表述为 

( )( ) ( )

0
yx z

HH Hkk k
yx z

x y z

  
   

  
 ， (5) 

式中， H 为水头，k 为渗透系数。 

联立式（3）～（5），结合边界条件与初始条件，

即为管涌发展的数学模型。在模型求解前，需要考虑

两式的耦合：①当孔隙流速大于起动流速时，颗粒起

动并被带走，孔隙流速小于起动流速时移动的颗粒发

生沉积，因此颗粒的源汇项与流体的流速是相关的；
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②无论颗粒的流失或沉积，都会引起土体中孔隙率的

变化，而土体的渗透系数与孔隙率有关，孔隙率越大

渗透性越强，反之越弱。  

下面利用各参数的相互联系，建立耦合过程的数

学关系。对于移动颗粒连续性方程中的源汇项 I ，其

实质是可动颗粒的流失量，当孔隙流速大于起动流速

时，土体内的可动颗粒起动，转化为移动颗粒，源汇

项为正，即颗粒流失过程；反之，孔隙流速减小，流

体的拖曳力不足以维持移动颗粒的运动，则移动颗粒

会发生沉积，此时源汇项为负，为颗粒沉积过程。当

孔隙流速大于起动流速时， I 随孔隙流速的增加而增

加，当孔隙流速与起动流速相等时颗粒处于临界状态；

同时与单元体内剩余可动颗粒的量有关，剩余量越多，

I 越大，剩余量为 0 则 I 也为零。考虑这两种因素，

构建流失过程的线性模型为 
*

f r( )I v v    。          (6) 

式中   为系数，且 0  ； rv 为孔隙流速的大小； *v

为颗粒的起动流速。根据 I 的物理概念， I 为单位时

间内，单位体积土体内可动颗粒转化为移动颗粒的质

量，因此 I 的量纲为 M/(T·L
3
)。式（6）中 f 的量纲为

M/L
3， *

r( )v v 的量纲为 L/T，因此 也是有量纲的参

数，其量纲为 1/L。 

当实际流速小于等于临界流速时，颗粒发生沉积，

I 为负，且绝对值随流速的减少而增加；同时与单元

内移动颗粒的量有关，移动颗粒越多，I 绝对值越大，

浓度为 0，则 I 也为 0，考虑这两个影响因素，构建颗

粒沉积的线性模型为 
*

m r[ ]I v v     ，         (7) 

式中，  为系数，且 0  。 

综合式（6）、（7）得流失量为 
* *

f r r

* *

r r

[ ]          ( )

[ ]       (0 )m

v v v v
I

v v v v





  
 

   

 。 (8) 

剩余可动颗粒浓度与总的流失量有关，即 

f f 0
0

( , , , ) ( , , ) ( , , , )d
t

x y z t x y z I x y z t t     ， (9) 

式中， f0 ( , , )x y z 为初始可动颗粒浓度。 

孔隙流速 r ( , , , )v x y z t 与达西流速和孔隙率有关，即 

r ( , , , ) ( , , , ) / ( , , , )v x y z t v x y z t n x y z t  。 (10) 

由于流失的颗粒转变为孔隙体积，那么孔隙率

( , , , )n x y z t 也与流失量有关，即 

0

0

fs

( , , , )d
( , , , ) ( , , )

t

I x y z t t
n x y z t n x y z


 


 ， (11) 

式中， 0n 为初始孔隙率， fs 为可动颗粒的颗粒密度。 

在耦合模型中，渗透系数也是一个随管涌发展过

程变化的量，根据 Kozeny–Carman 方程得 

3

2 2 2

s s

1
( , , , )

(1 )

n
k x y z t

C S T n



  。    (12) 

式中  sS 为单位体积土体的颗粒表面积总量； sC 为形

状系数；T 为扭曲系数。如果忽略颗粒流失或沉积对

颗粒表面积总量的影响，则 2 2

s sC S T 为常数，即认为渗

透系数与 3 2/(1 )n n 呈正比例关系。 

 

2  模型的求解 
在确定上述参数后，结合边界条件与初始条件，

即可对模型进行求解。由于模型的复杂性，难以解得

解析解，因此利用数值方法对模型进行求解。在模型

求解前，利用分时步法对模型进行解耦：即将时间过

程按一个很小的时间间隔进行离散，在一个时步下，

根据渗流场的边界条件及初始条件，先对渗流场（式

（5））进行求解，将求得的渗流场参数代入式（8）中

得到源汇项，然后代入式（3）中对颗粒的运动过程进

行求解，求解的结果代入式（9）～（12）中，对渗流

场参数进行更新，然后将更新后的参数再代回式（5）

中进行下一时步的求解，如此循环，得到随着时间的

发展，管涌过程中可动颗粒的侵蚀过程。 

以一维管涌情况为例，利用有限差分法介绍模型

的求解过程，模型高度 1 m，底部水头 1H ，上部水头

2H ， 1 2H H ，在稳定水头差作用下发生由下向上的

一维渗流。模型初始状态为均质，初始孔隙率 0.3，初

始渗透系数 5
 1 10 m/s 。土体初始干密度 1800 kg/m

3，

其中可动颗粒质量占总固相的 20%，其余为骨架颗粒，

即初始可动颗粒密度为 3

f0 360 kg/m  。在初始条件

下，流速、移动颗粒密度都为 0（图 2）。 

 
图 2 一维管涌模型及相关参数 

Fig. 2 1-D piping model and parameters 

在一维情况下，耦合模型退化为 
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
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
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
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，

，

，

，

，

，

，

。

 (13) 

根据有限差分原理，将模型离散为间距为 z 的差

分格点，同样将时间离散为 t 的间隔，以差商代替微

分，得颗粒运动方程的隐式差分格式为 
1 1 1

m( 1) m( ) m( ) m( )

j j j j

i i i i

i iv I
z t t

     

 
  

  
  。 (14) 

流体流动的隐式差分格式为 

1 1

2

2
0

( )

i i i

i

H H H
k

z

  



  。          (15) 

将边界条件和初始条件都离散到各差分格点上，

对每个格点列式（15）的方程，如果有 N 个格点，就

可以得到 N 个方程组成的线性方程组，利用简单迭代

法对方程组进行求解得到各格点的水头值，然后利用

达西定律计算各格点上的流速，再根据式（10）计算

各格点的孔隙流速，代入式（8）中计算流失量，同时

对渗透系数等参数进行更新，将得到的参数代入式

（14）中，结合边界条件与初如条件，同样得到 N 维

方程组，求解后即得的颗粒运动状态，从而完成一个

时步的计算；计算完成后将相关参数进行更新，再代

入式（15），从而进行下一时步的计算，如此循环从而

实现对管涌过程的模拟。各参数在计算过程中第 j 时

步的流失量值为 
11

1 * *

f0 r( )1
0

1

1 * *

r( )1

( )[ ]   ( )

[ ]                 (0 )

jj
j i

i ij

ij

i j

j i

i ij

i

v
I v v v

n
I

v
v v v

n

 















  


 
   




。(16) 

将式（16）代入式（14）中解得移动颗粒密度，

并按下列两式对孔隙率及渗透系数进行更新： 
1

1

fs

j

j j i

i i

I z t
n n





  
    ，       (17) 

3

2 2 2

s s

( )1

(1 )

j

j i

i j

i

n
k

C S T n



  。      (18) 

在本算例中，取 0.01 mz  ，则共有 101 个差分

格点；取 0.5 st  ，取总的模拟时间长度为 65 s，即

共有 130 个时间差分时步。取 α=β=1000/m，并假定颗

粒起动流速为 * 51.25 10  m/sv   。取水头差 H   

1 2H H  0.8 m，则总体水力梯度 / 0.8i H L   。将

以上各参数代入模型中，对于线性方程组的求解，利用

SOR 超松弛迭代法进行求解。求解的结果见图 3～5。 

图 3 为模型中移动颗粒通量 q 随时间的变化规

律，通量方向与渗透流速方向相同，即从模型底部指

向顶部，在同一时刻，移动颗粒通量随 z 的增加而呈

线性增长；随着管涌的发展，在同一层位， q 随时间

的增加而呈现先增加后减小的趋势。 

图 4，5 为在 z＝0.5 m 层位可动颗粒流失量、孔

隙流速、孔隙率以及剩余可动颗粒密度随时间的变化

曲线。随着时间的发展，颗粒流失量也呈现出先增加

后减小的趋势，伴随着颗粒的流失，孔隙率是单调减

小、孔隙流速是单调增加的，当管涌发展到 65 s 时，

剩余颗粒密度接近 0，即说明土体内的可动颗粒大部

分已被带出土体，这也是造成流失量先增加而后减小

的原因。当颗粒接近流失时，各曲线都呈现出向恒定

值的渐近性，即在流失后期，各参数的变化速度都在

减小，而越来越接近稳定状态。 

 

图 3 i＝0.8 时模型内移动颗粒通量随时间变化 

Fig. 3 Variation of flux of transporting particle with time (i=0.8) 

 

图 4 孔隙流速和流失量随时间的变化曲线（i=0.8, z＝0.5） 

Fig. 4 Variation of pore velocity and unit loss quantity with time 

（i=0.8, z＝0.5） 
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图 5 剩余可动颗粒密度和孔隙率随时间的变化曲线 

（i=0.8, z＝0.5） 

Fig. 5 Variation of remaining movable particle density and unit  

..loss quantity with time（i=0.8, z＝0.5） 

 

3  讨    论 
为了分析不同水力梯度条件下的颗粒流失规律的

异同，又分别采用 i=0.4、i=0.6、i=1.0 对模型进行求

解。求解的结果见图 6～9。图 6 为在 z＝0.5 层位不同

水力梯度条件下流失量的变化规律，从图中可以看出，

水力梯度对流失量的峰值具有明显的影响，i=1.0 条件

下的流失量峰值接近 i=0.6 条件下的两倍；水力梯度

同样影响流失量到达的时间，i=1.0 时 15 s 左右即达到

流失量峰值，而此时 i=0.4 时的流失量还不到 i=1.0 的

1%。流失量曲线具有“拖长尾”的现象，即当管涌后

期，土体内可动颗粒已大部分被带出土体，剩余可动

颗粒已很少，导致流失量下降。 

 
图 6 不同水力梯度下土体流失量变化曲线(z＝0.5) 

Fig. 6 Variation of unit loss quantity with time under different  

hydraulic gradients (z＝0.5) 

 
图 7 不同水力梯度下孔隙流速随时间的变化曲线（z＝0.5） 

Fig. 7 Variation of pore velocity with time under different  

hydraulic gradients (z＝0.5) 

 
图 8 不同水力梯度下孔隙率随时间变化曲线(z＝0.5) 

Fig. 8 Variation of porosity with time under different hydraulic  

gradients (z＝0.5) 

 
图 9 不同水力梯度下剩余可动颗粒密度变化曲线(z＝0.5) 

Fig. 9 Variation of remaining movable particle density with time  

.under different hydraulic gradients (z＝0.5) 

图 7，8 为不同水力梯度条件下孔隙流速和孔隙率

随时间的变化曲线。在 4 次模拟过程中，孔隙流速和

孔隙率都呈增长的趋势，根据 i=1.0 条件下的孔隙流

速变化看出，孔隙流速随着时间的发展先加速增加，

而后减速增加，并有保持稳定的趋势。虽然孔隙流速

与孔隙率呈反比例关系，孔隙率的增加并没有阻止孔

隙流速的增加，这也间接说明管涌发展是加速发展的

过程。由于孔隙流速一直呈增长趋势，因此在一维管

涌过程中没有发生颗粒的沉积过程。 

土体中剩余的可动颗粒随管涌的发展逐渐减少，

在管涌初期，可动颗粒随时间基本呈线性减小，而当

可动颗粒所剩很少时，其减少速率降低，并越来越趋
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近于 0。从图 9 中同样可以看出，水力梯度值越高，

颗粒流失总量越多，管涌发展越快。 

4  结    语 
本文根据管涌发生发展的基本规律，利用质量守

恒定律推得了移动颗粒的连续性方程，并得到了颗粒

运动与渗流场中流体流动的耦合模型。根据影响颗粒

流失的相关因素，提出了颗粒流失量及沉积量的计算

模型，并针对一维管涌的算例，利用有限差分法对模

型进行了求解，得到了管涌发生后管涌呈加速发展的

过程。单位体积内的颗粒流失量呈先增加后减小的趋

势，孔隙率与渗透流速不断增加。通过对不同水力梯

度下管涌发展的模拟，总结了不同水力梯度条件下管

涌发展过程的对比，水力梯度越高，管涌发展越迅速。

这与管涌发展的基本规律相符合。 

需要指出的是，本文的模型考虑的可动颗粒流失

后骨架不破坏的管涌情况；同时，在实际土体中，由

于可动颗粒粒径是连续分布的，因此不同粒径的起动

流速会有所差别，在以后的研究中对起动流速的确定

方法的研究是非常有必要的；同样，本文所利用的流

失量公式仅是根据其影响因素做出的简化线性模型，

需要从颗粒运动的物理本质出发对颗粒的流失与孔隙

流速的关系做进一步的分析与研究。这些都是下一步

研究中所要涉及的问题。 
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