
第 33卷  第 8期                   岩   土   工   程   学   报                  Vol.33  No.8 
2011 年    .8 月                       Chinese Journal of Geotechnical Engineering                       Aug.  2011 

 

考虑断面及纵向施工效应时支护圆形洞室黏弹解析分析 

王华宁，曹志远，李  悦 

(同济大学航空航天与力学学院，上海 200092) 

摘  要：针对深埋圆形洞室，用半径时变函数模拟断面开挖过程，引入空间影响系数对力学模型进行修正以考虑纵向

开挖影响。当岩体模拟为任一黏弹性材料时，将方程拉普拉斯变换求得位移通解，逆变换后代入边界条件确定待定函

数，最终得到用洞周面力表达的围岩应力、位移统一解。区分开挖与支护时段，利用围岩与支护接触条件建立关于支

护力的积分方程。当取 Boltzmann 黏弹模型时，求解积分方程得到支护力的确切表达，并可求得开挖过程及任意时刻支

护后应力、位移分段解析表达。算例分析表明，纵向推进速度越大，位移越大；断面开挖较快时纵向推进速度对位移

的影响越显著。最终洞型和纵向推进速度均相同时，采用不同断面开挖速度且挖完立即支护时，开挖较快的情况位移

变化较剧烈，而支护后最终稳定位移较小。但是，相应支护阶段产生的位移较大，支护力也较大。文中导出的解可用

于计算圆形洞室半径任意开挖并加支护后的应力、位移，该方法也适用于其它黏弹模型岩体的施工分析。 
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Analytic researches on lined circular tunnels in viscoelastic rock mass considering    

effects of cross-section and longitudinal construction 

WANG Hua-ning, CAO Zhi-yuan, LI Yue 

(School of Aerospace Engineering and Applied Mechanics, Tongji University, Shanghai 200092, China) 

Abstract: The tunnel excavation and support are continuous processes. A time-varying function of radius is established to 

simulate the excavation process of a circular tunnel. The general solutions of stresses and displacements of viscoelastic rock 

mass with elastic support during construction are derived by the Laplace transformation method, which contains the 

undetermined supporting force. An integral equation for the supporting force is established based on the contact conditions 

between the rock mass and the support. By means of Boltzmann viscoelastic model, the supporting force can be calculated 

exactly. The example shows that the displacement is larger when the longitudinal excavation velocity is higher. Besides, the 

effect of the longitudinal excavation is more clear when the cross-section is excavated faster. If the final tunnel is in the same 

size and supported immediately at the finishing time but excavated with different velocities, the displacement of cases with high 

velocity is larger at the beginning and smaller after some time. The final steady displacement is also smaller when excavated 

faster, but the displacement occurring after supporting is larger. The solutions can be employed to calculate the displacements 

and stresses of arbitrary time-varying radius. The proposed method is suitable for the analysis of other viscoelastic models. 
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0  引    言 
受长期地质作用影响，软岩及某些深部岩体具有

显著流变性。在该类岩体中进行洞室施工时，围岩应

力调整和变形与时间相关。另外孔口从无到有，不是

一蹴而就，开挖具有阶段性和连续性，不同开挖方式

造成应力和位移时程变化也不同。开挖完成后，要对

洞口进行支护以减小变形，较经济的支护方式是用混

凝土对围岩进行封闭支护。开挖与支护过程中围岩变

形及支护与围岩间支护力的大小是控制变形和支护设

计的重要依据。已有的支护洞室理论研究中，主要针

对黏弹性岩体中圆形洞室的平面应变问题展开，且认
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为洞室瞬时开挖完成[1]。文献[2]提出修正 Maxwell 黏

弹模型，对体积不可压缩的无限岩体中圆洞进行力学

分析，用直接解方程法得到应力和位移表达，探讨了

弹性支护和围岩的相互作用关系。文献[3]针对模拟为

Poyting-Thomson 体的岩体，考虑薄壁支护为 Maxwell

体，对圆形巷道进行力学分析。在此基础上将支护阶

段分成若干区间，取不同参数以反映支护材料力学性

质的变化。文献[4]采用蠕变柔量法得到任意受力形式

圆形巷道围岩弹性支护系统应力与变形的时间效应。

文献[5]考虑地下衬砌分段施工，针对空间轴对称衬砌

结构和荷载的情形，给出了弹性问题变几何应力的解

析解。文献[6]用积分算子法得到固定边界问题黏弹性

解与弹性解的对应关系，并利用该关系得到双向不等

压圆形洞室带弹性支护的黏弹性围岩应力、位移解析

解。文献[7]将释放荷载看成时间函数以反映纵向开挖

空间效应的影响，用拉普拉斯变化法推演了均匀地应

力下圆形洞室围岩与支护之间相互作用的时效规律。 

当考虑洞室开挖过程，即开挖边界随时间变化，

从力学角度是一变边界时变力学问题。对边界增长问

题，文献[8]给出增长时变体特点及应满足的方程。文

献[9]针对轴对称问题分析了时变方程的简化。文献[10]

分析了时变协调方程的独立性问题。文献[11]给出时

变固体力学黏弹性问题与弹性问题的一类对应关系。

当岩体模拟为 Maxwell 模型并且体积不可压缩时，文

献[12]由直接解方程法得到了圆洞扩展时的解析解，

但未涉及支护问题。文献[13]则给出了 H-Kelvin 模型

的解。岩土工程数值分析中，在每步开挖边界处施加

“释放荷载”是常用的模拟方法。这是基于 Mana
[14]

提出的用于基坑开挖的有限元方法。后来，Borja 等[15]

及 Richard 等[16]完善该法并应用于各种开挖过程。至

今大型复杂地下工程考虑施工过程数值模拟仍然基于

Mana 法[17]。本文研究黏弹岩体中圆形洞室开挖并在某

时刻施加弹性支护问题，把开挖和支护施工看成连续

过程，用解析方法推导开挖过程及支护后围岩应力和

位移的时效规律以及支护力的变化规律，以期从理论

上得到不同开挖方式和支护时刻对应力和位移影响。 

1  计算模型 
围岩假定为均匀、连续、各向同性黏弹性体，在

其中开挖半径为 1R 的圆形洞室并施加支护。洞室开挖

包括断面开挖和垂直断面的纵向开挖。若不考虑纵向

施工影响，该问题可转化为平面问题：洞室半径由零

开挖至 1R ，并开挖完毕后立即或某段时间后瞬时施加

弹性支护。对某些深埋洞室，可不考虑岩体自重，并

认为受双向等地应力作用。断面施工过程分为两个阶

段：支护未施加前为开挖阶段，开挖半径逐渐变大，

开挖边界处径向应力为零；
1

t 时刻施加支护后为带支

护阶段，由于围岩进一步变形，和支护接触处存在与

时间相关的支护力 ( )p t 。图 1 为围岩与支护力学模型，

其中
0

p 为作用于无限远处地应力； ( )R t 为开挖函数，

表示半径开挖路径。设 0t 时刻瞬时开挖半径为
0

R

的岩体，开挖函数表达为 

0

1

( )      (0 )
( )

  ( )

R a t t T
R t

R t T

  
 


 ，   (1) 

式中， )(ta 为由实际开挖过程确定的任意函数，T 称

为完工时刻。作用于洞周面力 1( )p t 在 1[0, )t 时段为零，

在 1[ , )t  时段为 ( )p t 。 

 

图 1 围岩与支护计算模型 

Fig. 1 Sketch of rock mass and support 

在实际施工中，纵向并非一次成型，工作面前方

未开挖岩体的空间约束作用，使围岩位移随离工作面

距离大小而变化[18-19]。文献[7]综合有限元计算结果，

给出两向等压时计算断面的释放荷载与纵向开挖速度

和时间的指数关系的变化规律，也可这样认为：受工

作面空间作用的影响，简化成平面问题时，
0

p 并非一

直是初始地应力，应当修正成与时间相关的函数。借

鉴文献[7]的结果，认为
0

p 的变化规律为 

0 01( ) (1 0.7e )mtp t p     ，       (2) 

式中， 01p 为初始地应力，空间影响系数 3.15 /m V  

s2R ，V 为工作面平均推进速度， sR 是与开挖半径有

关的量，断面一次成型时 s 1R R ，断面分部开挖时可

根据实际情况选择介于 0R 和 1R 之间的某数值。 

2  施工过程解析分析 
分别研究围岩与支护结构，采用柱坐标系 r，，

z 描述，垂直于纸面为 z 轴。本问题属于平面应变轴

对称问题。 

2.1  支护结构力学分析 

将支护视为弹性材料，并在某时刻瞬时施加。 CE ，

C 分别为弹性模量和泊松比。径向位移为 
2 2 2

e C1 2 1
C 2 2 2 2

C 1 2 C 1 2

11
( , ) ( ) ( )

2
r

R R R r
u r t p t p t

G r R R K R R


  

 
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1( )t t   ，                        (3) 

式中， CG 为剪切模量， CK 为体应变模量。应力为 
2 2

e 2 1
C 2 2 2

1 2

2 2
e 2 1
C 2 2 2

1 2

(1 ) ( ) 

(1 ) ( ) 

r

R R
p t

r R R

R R
p t

r R R







   

 

  
 

，

。

      (4) 

2.2  围岩解析分析 

对围岩来讲，边界以及边界处部分应力与时间相

关，边界条件为 

1v

R 1

1

v

R 0

0   (0 )
( ( ), ) ( )  

( )       ( )

( , ) ( )  

r

r

t t
R t t p t

p t t t

t p t





 
    

  


   

，

。

 (5) 

下面试图求解满足该边界条件的围岩应力、位移

表达，然后可用接触条件确定未知面力 )(tp 。围岩应

满足平衡方程(体力不计)： 
v vv

R RR
( , ) ( , )( , )

0rr
r t r tr t

r r

  
 


 ，  (6) 

几何方程为 
v

v T
R

v
v R
T

v

R

( , )
 

( , )
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r
r

r

z

u r t

r

u r t

r









 

 


 


 

，

，

。

               (7) 

将岩体模拟为线性黏弹材料，对任意一种黏弹模型，

可用 Stieltjes 卷积缩写形式表达积分型本构方程： 
v v

R R

v v

mR mR

2 ( ) d  

3 ( ) d  

ij ijs G t e

K t 

  


  

偏量： ，

球量： ，
        (8) 

式（8）中卷积定义为( )(1 tf 和 )(2 tf 为任意函数)： 1( )f t   

2
2 1 2 1

0

d ( )
d ( ) ( ) (0) ( ) d

d

t f
f t f t f f t


 


   ，其中 G(t)，

K(t)为相应黏弹模型的松弛模量。 

将式（7）代入式（8），得到用位移表达的应力为 
v v v v

v R R R R
R

2 1
2 ( ) d[ ] ( ) d( )

3 3

r r r r
r

u u u u
G t K t

r r r r


 
     

 

，(9a) 
v v v v

v R R R R
R

2 1
2 ( ) d[ ] ( ) d( )

3 3

r r r ru u u u
G t K t

r r r r


 
     

 

，(9b) 
v v

v R R
R

2
[ ( ) ( )] d( )

3

r r
z

u u
K t G t

r r



   


  ，   (9c) 

将（9a）、（9b）代入式（6）得到位移应满足的方程： 
2 v v v

R R R

2 2

4 1
[ ( ) ( )] d( ) 0

3

r r ru u u
K t G t

r r r r

 
    

 
 ， (10) 

若 v

Rru 满足拉普拉斯变换存在条件，将式（10）两端

作拉普拉斯变换，并由微分性质得到位移在拉氏空间

中应满足的方程： 

2 v v v

R R R

2 2

1
0r r ru u u

r r r r

 
  

 
 ，        (11) 

式中，( ) 表示对 ( ) 进行拉氏变换。 v

Tru 为 r，s 的函数，

解微分方程（11），得到通解为 

v

R

( )
( )r

A s
u rB s

r
   ，            (12) 

其中，A(s)，B(s)为待定函数，可由边界条件确定。 

将应力表达式（9）拉普拉斯变换并带入式（12），

得到拉氏空间中应力： 

v

R 2

v

R 2

v

R

1 1
2 ( ) [ ( ) ( )] 2 ( ) ( ) 

3

1 1
2 ( ) [ ( ) ( )] 2 ( ) ( ) 

3

2
2[ ( ) ( )] ( ) 

3

r

z

G t s A s B s K t sB s
r

G t s A s B s K t sB s
r

K t G t sB s










    




   


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

，

，

，

(13) 

逆变换后得到应力： 

v 1 1

R 2

v 1 1

R 2

v 1 1

R

2 2
[ ( ) ( )] [( ( ) 2 ( )) ( ) ]

3

2 2
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3

2
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3

r
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r
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r
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






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 


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


   


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

，

，

。

   

    (14) 

代入边界条件式（5）可求得 

2 2

0 1

1
( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )]

2 ( )
A s p t R t p t R t

sG t
    ， (15) 

0 ( ) 3
( )

2 ( ) 3 ( )

p t
B s

s G t K t
 


 ，          (16) 

代入式（14）得径向与环向应力： 
2 2

v

R 0 12 2

2 2
v

R 0 12 2

( ) ( )
( )[1 ] ( )  

( ) ( )
( )[1 ] ( )  

r

R t R t
p t p t

r r

R t R t
p t p t

r r

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


    
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，

，

  (17) 

代入式（12）并逆变换得到位移解答： 

v 1 2 2

R 0 1

1 1
[ ( ) ( ) ( ) ( )]

2 ( )
ru L p t R t p t R t

r sG t


 

    
 

  

1 0 ( )3 1
 

2 ( ) 3 ( )

p t
rL

s G t K t


  
 

  
。              (18) 

取 Boltzmann 黏弹模型模拟岩体（图 2），其中 1G ，

G 为剪切模量， 为黏性系数。认为该岩石材料体积

不可压缩，即体应变模量 K ，这样式（18）得到 

的是从 0t 起算的开挖位移。由本构方程可得 ( )G t   

12

1 1

1 1

e ( )

G G
tG GG

K t
G G G G






  
 

， ，代入式（18），并

利用拉式变换性质可得径向位移： 

v 2

R 1 0

1

1
( , ) ( )[ ( ) ( )]

2
ru r t R t p t p t

G r
    
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2

1 0
0

1
e ( )[ ( ) ( )]e d

2

G G
t t

R p p
r


    





  。 (19) 

 

图 2 Boltzmann 黏弹模型 

Fig. 2 Boltzmann viscoelasitc model 

2.3  支护力求解 

下面利用接触条件确定 )(tp 。围岩与支护接触条

件中，应力协调已在边界条件中体现，只需满足位移

协调条件： 
v v e

R 1 R 1 1 C 1( , ) ( , ) ( , )r r ru R t u R t u R t    (
1
tt  ) ，  (20) 

施加支护后(
1
tt  )围岩与支护接触处位移相比

1
t 时刻

位移的增量： 

 v v 1
T 1 T 1 1 0 0 1

1

( , ) ( , ) ( ) ( ) ( )
2

r r

R
u R t u R t p t p t p t

G
      

1
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0

1

1
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2

G G G
t T t

t
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R
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
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 
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代入接触条件（ 20）并将两边同乘以 /eGt  ，令
/( ) ( ) eGtt p t   ，化简后得到关于 ( )t 的积分方程： 

2 3
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令
2 3

1 1 2 1

2 2 2 2

1 1 2 1 2
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  ，得关于 ( )t 的标准形式积分方程： 

1

( ) ( , ) ( )d ( )
t

t
t k t f t        ，    (23) 

式中， 1),( tk 。 

式（23）属于第二类 Volterra 积分方程。根据积

分方程的解法，其迭核 
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则解核 
1

1 1 ( )
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(25) 

积分方程的解： 

1

( ) ( ) ( , , ) ( )d
t

t
t f t W t f         

1

( )( ) e ( )d
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f t f       ，      (26) 

代入 0 ( )p t 的表达并化简，最终得到支护力为 
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式中，
( ) T
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   ，其值与半径时变过程相关。将式 

（27）代入式（19），区分不同时段可积分得到位移表

达。若以支护时刻为时间零点，考察支护力相对

1
ttt  的变化。由式（27）得到支护力为 
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可见，支护力关于
1
ttt  的变化形态与支护时间、

开挖过程相关。 

将式（27）代入式（17），得到径向与环向应力： 

当 10 t t  ， 
v 2 2

T 01(1 0.7e )[1 ( ) / ]mt

r p R t r      ， (29a) 

v 2 2

T 01(1 0.7e )[1 ( ) / ]mtp R t r
     ， (29b) 

当 1t t ， 
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可见，支护后围岩应力与开挖过程相关。 

3  算例分析 
在埋深 200 m 左右开挖一圆形洞室，围岩主要为

泥岩和砂岩，重度 326.3 kN/m  。认为受双向等地应

力作用， 0 5.2 MPap  。测得岩石材料参数：G  458 

MPa， 1G  550 MPa， 4000 MPa/d  ；衬砌为混凝

土材料，剪切模量为 C 10000 MPaG  ， C 0.2  ，计

算可得 C 40000 MPaK  。初始洞型半径 0 1 mR  ，最

终洞型半径 1 6 mR  。支护厚度 d=150 mm，即 2R   

5.85 m。实际中，开挖过程可能是分部进行（如台阶

法开挖），可取式（1）中 ( )R t 为 

0 01

01 01 02

02 02

1

     0

     ( )
( )

     ( )

     ( )

R t t

R t t t
R t

R t t T

R t T

 


 
 

 
 

( )

  。     (30) 

式中  取完工时刻 5T   d； 01t ， 02t 分别为 2 d 与 4 d；

01R ， 02R 分别为 3 m 与 5 m。若纵向开挖速度为 2 m/d，

则 0.53m  。完工后立即支护，图 3 实线为该时变方

式下 6 mr  处位移与应力变化。若将式（30）中时变

函数的开挖时段拟合为连续线性函数： 

0( )R t R vt    ( 0 t T  )  ，      (31) 

其中 1 m/dv  ，完工时刻 5T   d。T 及 01t ， 02t 时刻

半径均与台阶法相同。图 3 中虚线即为连续时变下的 

 

 

 

图 3 台阶式施工法与连续施工法比较  

Fig. 3 Comparison between stepped and continuous construction  

method 

位移与应力变化。可见，两者的变化趋势相似。为更

直观描述不同开挖过程对应力、位移的影响，以下用

半径线性连续变化模拟一类施工过程，其他施工方式

分析也可同样得到。对开挖问题，径向位移指向洞心，

为负值。为方便分析，下面图中表示均为径向位移绝

对值变化，以下简称为位移。 

3.1  空间影响系数对位移与应力影响 

保持结构初始和最终形状不变，即 0R ，
1

R 不变，

衬砌厚度也不变，完工后立即施加支护。对应不同纵

向推进速度，取表 1 中 4 种 m 值。图 4 给出围岩与支

护接触处的位移时程对比图。图 4（a）为断面时变速

度 1 m/dv  情况；图 4（b）为 5 m/dv  。考虑空间作

用（m 为有限值）和不考虑空间作用（m 无穷）的位

移曲线形态相似。当 m 值越大，位移达到稳定的时间

越短，且位移较大。从实际分析，纵向推进较快时，

后部围岩的空间作用始终较弱，支护力较大，则位移

大且流变迅速。计算结果与实际相符。不同开挖速度

的对比可以看出，断面开挖较快时纵向推进速度对位

移的影响越显著。因此，围岩条件差的情况一般采用
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较慢的断面开挖与纵向推进速度以使位移缓慢释放。

图 5 为考虑空间作用与不考虑空间作用的应力对比。

实线为不考虑空间作用情况（ m  ），虚线为

0.53m  情况。考虑空间作用后，开挖阶段径向应力

和环向应力绝对值均变小，径向应力形态也不同，其

绝对值呈现先变大后变小的趋势。支护阶段应力形态

相似，相比无空间作用情况，径向应力绝对值变大，

环向应力绝对值变小，洞室处于更加稳定状态。 

 

 
图 4 不同 m 值的位移时程对比 

Fig. 4 Comparison of displacements under different values of  

parameter m 

表 1 4 种情况空间作用系数 m  

Table 1 Space coefficient m of four cases 

情 况 
纵向推进速度

v/( 1m d ) 

半径参数

sR /m 

空间作用系数

m/( 1d ) 

1   6.0   

2 2.00 6.0 0.53 

3 1.50 6.0 0.40 

4 1.00 6.0 0.26 

3.2  开挖过程对位移与应力影响 

保持结构初始和最终形状不变，并在完工后立即

施加同样厚度（150 mm）的支护。取式（31）中开挖

速度 v 为 0.5 ，1，5 m/d，完工时刻 T 分别为 10 d，5 

d，1 d。空间作用系数 0.53m  。图6为3种情况 6 mr 

处位移和径向、切向应力的时程变化，标记处为完工

时刻。表 2 给出不同时刻位移值。可见，刚施加支护

的一段时间内，同一时刻，开挖越快，位移越大；而

经历一段时间后，开挖越快，位移越小。不同开挖速

度下较快开挖完并支护的情况稳定位移较小，但位移

变化相对比较剧烈。本例中，10 d 挖完比 1 d 挖完的

稳定位移大 29.3%。由于支护前是一毛洞开挖过程，

由以前结论，该阶段应力只与结构当前形状有关。因

挖完时刻洞型相同，所以不同开挖过程在完工时刻应

力值相同。但在支护阶段，较快开挖方式稳定径向正

应力绝对值较大，而稳定环向正应力绝对值较小。 

 

 
图 5 不同 m 值的应力时程对比 

Fig. 5 Comparison of stresses under different values of  

parameter m 

3.3  支护时刻对位移、应力的影响 

下面分析不同时刻支护时的位移规律。保持结构

初始和最终形状不变，并施加如上相同厚度的支护，

即
0

R ，
1

R ，
2

R 不变，断面开挖速度 v 均取1 m/d ，完

工时刻均为 5 d。完工后，分别在 5 d，10 d，20 d（ 1t

时刻）时施加支护。图 7 为上述 3 种情况 6 mr  处

位移与应力时程对比。可见，越早支护，可较快收敛

至更小的稳定位移。越早支护，径向正应力绝对值越

大，环向正应力绝对值越小。 

3.4  支护阶段支护力规律 

支护位移与支护力的变化相当，下面仅研究支护

力的变化规律。仍保持结构初始和最终形状不变，取

开挖速度 v 为 3.2 节中的 3 种情况。图 8（a）为完工

后立即加支护，支护力随时间 1t t t   的变化规律。

断面开挖速度越快，则支护力越大，即支护承担了大

部分蠕变压力。因此，越快开挖可使围岩总位移减小，

稳定性提高，但同时支护将承受较大的力，且支护阶

段位移较大。 

表 2 不同开挖速度位移 

Table 2 Values of displacements at different construction velocities 
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开挖 

速度/(
1m d ) 

v

rTu /m 

0 d 1 d 5 d 10 d 14 d 18 d 22 d ∞ 

0.5 0.0002 0.0011 0.0113 0.0393 0.0443 0.0468 0.0481 0.0495 

1.0 0.0002 0.0020 0.0327 0.0401 0.0427 0.0441 0.0448 0.0455 

5.0 0.0002 0.0174 0.0277 0.0320 0.0335 0.0342 0.0346 0.0350 

 

 

 
图 6 不同开挖速度位移与应力时程对比 

Fig. 6 Comparison of displacements and stresses at different  

construction velocities 

 

 

 
图 7 不同支护时间位移与应力时程对比 

Fig. 7 Comparison of displacements and stresses at different  

supporting time 

当开挖速度 v 均取1 m/d ，完工后：①立即；②经

历 5 d；③经历 10 d，然后再加支护，即 t1 分别为 5 d，

10 d，20 d。图 8（b）为不同支护时间支护力时程对

比。可见，越早支护，支护力（位移）稳定值越大，

但围岩的总位移（见图 6）越小。 
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图 8 不同开挖速度和不同支护时间时支护力对比 

Fig. 8 Comparison of supporting forces at different construction  

.velocities and supporting time 

4  结    语 
本文用半径时变函数模拟圆形洞室任意开挖过

程，得到了 Boltzmann 黏弹岩体中洞室开挖及任意时

刻施加弹性支护后应力、位移解析表达。表达式显示，

径向位移、应力均与开挖过程相关。该方法也适用于

其它黏弹模型岩体的施工分析。算例分析显示，纵向

推进速度越大，位移越大；断面开挖较快时纵向推进

速度对位移的影响越显著。最终洞型和纵向推进速度

均相同时，采用不同断面开挖速度且挖完立即支护时，

开挖较快的情况位移变化较剧烈，支护阶段的位移和

支护力也较大，但最终的稳定位移较小。 
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