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挡土墙被动土压力的滑移线解 
彭明祥 

（广东省电力设计研究院，广东 广州 510663） 

摘  要：基于极限平衡理论，视墙后填土为服从Mohr-Coulomb屈服准则的理想弹塑性材料，并且假定它是各向同性的、
均匀的以及不可压缩（膨胀）的理想连续介质。引进了应力奇点及其应力边界条件，建立了静定可解的极限平衡边值

问题数学模型，而不必考虑土的应力–应变关系，采用滑移线法求解了墙后塑性区的滑移线场和应力场，进而求解了

挡土墙被动土压力和滑裂面土反力。通过无量纲分析，提出了几何力学相似原理。数值分析表明，被动土压力的滑移

线解一般总是小于或等于库仑解，经典朗肯土压力或满足非奇异条件的经典库仑土压力与滑移线解一致，Hencky第一
定理和第二定理不具有普遍适用性。 
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Slip-line solution to passive earth pressure on retaining walls 

PENG Ming-xiang 
(Guangdong Electric Power Design Institute, Guangzhou 510663, China) 

Abstract: Based on the limit equilibrium theory, the backfill is treated as a perfectly elastic-plastic material which follows the 

Mohr-Coulomb yield criterion, and is assumed to be an isotropic, homogeneous and incompressible (or non-expansive) 

perfectly continuous medium. The stress singularity and its stress boundary condition are introduced, and a statically 

determinate and solvable mathematical model for the limit equilibrium boundary value problem is established without 

considering the stress-strain relationship. Then the slip-line field and stress field in plastic zone of the backfill are solved by use 

of the slip-line method, furthermore, the passive earth pressure on retaining walls and the reaction on slip surfaces are derived. 

Geometric and mechanical similarity principle is presented by means of dimensionless analysis. The results show that the 

slip-line solution to the passive earth pressure is generally less than or equal to the Coulomb's solution, and the classical 

Rankine's earth pressure or the classical Coulomb's earth pressure satisfying non-singularity condition is in accordance with the 

slip-line solution, and the Hencky's first theorem and second theorem are not generally applicable. 

Key words: retaining wall; passive earth pressure; slip-line solution; stress singularity; dimensionless analysis; similarity 
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0  引    言 
挡土墙极限土压力是土力学极限平衡理论的 3

大经典课题之一。自库仑土压力理论（1773）提出以
来，许多研究者在这个领域作出了杰出贡献，目前这

些工作按计算方法可分为以下 4种类型： 
极限平衡法，以库仑土压力理论为代表。该法事

先假定通过墙踵的滑裂面为平面[1-4]或曲面[5-8]等，假

定滑动土楔为刚体以及滑裂面、墙背面达到极限平衡

状态，然后根据总体平衡方程并运用极值原理，可近

似求得极限土压力的合力，但无法得到其分布。文献

[9，10]对库仑土压力理论作进一步完善和发展，假定
滑动土楔为塑性体以及塑性区的一族滑移线为直线即

平面滑裂面，求得了在一般情况下的极限土压力合力

和分布。 
应力圆法，该法是 Rankine（1857）在研究倾斜

半无限无黏性土的极限平衡问题时首先提出的。在墙

背面垂直光滑和地面水平的情况下，Resal（1910）和
Bell（1915）将该法推广到黏性土，这就是著名的朗
肯土压力理论。文献[11，12]进一步将该法拓展到墙
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背面垂直且无黏结力、地面倾斜的情况，文献[13]针
对垂直挡墙、水平地面及无黏性土推导了一个近似解

析解。一般而言，应力圆法能得到极限土压力分布，

但只适用于一些较为简单的情况，而且也无法确知墙

后土体在多大范围内处于极限平衡状态。 
极限分析法，该法是上世纪 50 年代首先在金属

塑性力学中发展起来的，后来Drucker、Prager和 Shield
等学者把它推广到土力学，Chen WF 在他的专著[14]

中进一步作了全面、深刻的论述。极限分析法通过上

下限定理分别推求极限荷载的上限和下限，下限解
[15-16]满足平衡条件、应力边界条件及处处不违背屈服

条件，上限解[17-22]满足运动许可条件及外功率等于内

耗散功率。一般地，按关联流动法则计算塑性体胀远

大于实验值，一般应采用非关联法则[20]。极限分析法

通常得不到真解，甚至有时误差较大，而且在多数情

况下要构造一个静力许可应力场或运动许可速度场并

非易事。Sloan 等学者发展了应用有限元法和数学规
划求上下限解[15-18]，为极限分析法的研究和应用开辟

了新的途径。 
滑移线法，又称特征线法。Kotter（1903）首先

推导了沿滑移线的极限平衡方程，为从数学上严密求

解极限平衡问题奠定了理论基础，以后不少学者为此

进行过各种努力和尝试。Prandtl（1920）首先求解了
无重土地基上条形基础的极限承载力问题，后来

Reissner（1924）和 Novotortsev（1938）把它推广到
基础两侧有均布荷载的情况，在此值得指出的是，Hill
（1950）采用与前者不同的破坏模式也得到了相同的
极限荷载[23]。考虑土重的极限平衡问题除个别特例外

一般无解析解，需采用近似方法求滑移线数值解，如

采用有限差分法(Lundgren 和 Mortensen 1953；Cox 
1962)、图解法(De Jong 1957)、摄动法(Spencer 1962) 
以及级数展开法 (Dembicki 1964)等。 Sokolovskii
（1965）采用有限差分法研究了有无土重情况下的各
种极限平衡问题，并试图给出滑移线解的一般性求解

方法，这些成果在他著名的著作[24]中作了全面总结。

此后，一些研究者继续这方面工作，如运用滑移线法

研究了条形或圆形基础的地基极限承载力[25-27]、挡土

墙在地震作用下的极限土压力[28-29]以及轴对称问题

的主动土压力[30-33]等。 
滑移线法无需事先假定滑裂面形状，而且静力平

衡方程和屈服条件在塑性区内处处满足，因而滑移线

解曾被认为是极限平衡问题的真解。但是，随着极限

分析法的提出和应用似乎已改变了这种看法，认为真

解必须同时满足静力和运动条件[14, 34]。近 40多年来，

尽管人们一直没有停止过对滑移线法的研究，但多数

还是停留在 Sokolovskii的基础上，总体进展不大，笔
者认为以下几个问题值得关注： 

（1）什么是理想弹塑性材料？真实土体是一种
多孔、多相、不均匀以及可压缩的松散材料，然而，

当人们试图采用数学上的连续函数和微积分工具去研

究其物理力学状态时，就已将土体视为一种连续地充

满某一部分空间的连续介质了，可见，Sokolovskii的
“松散介质静力学”其实是连续介质静力学。为方便

起见，通常假设土体参数如黏聚力、内摩擦角及质量

密度等不随时间、空间和方向变化，因而该连续介质

具有各向同性的、均匀的以及不可压缩（膨胀）的特

性，此外还具有弹性固态和塑性流态的理想物理特征。

而它的力学特性可归结为到达塑性状态的过程突变性

和不可逆性、应力不变性以及应变不确定性。因此，

具有以上物理力学性质的理想连续介质就是理想弹塑

性材料。 
（2）什么是极限平衡状态？对于理想弹塑性平

面应变问题，当土中一点的莫尔应力圆逐渐增大并与

库仑强度线相切时，该点就开始进入了极限平衡状态，

它是一种应力不变、应变不确定的动平衡状态。而有

学者认为极限平衡状态是一个从静力平衡转向运动的

临界状态[34]。 
（3）极限平衡问题是否静定？这个问题至今尚

无定论。Sokolovskii 认为是静定的[24]，而 Chen WF
认为尽管平面应变问题的方程数与未知应力分量数相

等，但是由于许多问题的边界条件都包含有应力和位

移率，因此不能按静定问题来处理而必须考虑土的应

力–应变关系[14]。依笔者看，关键在于如何看待图 1
中的奇点 A，一直以来，由于数学上的困难，人们普
遍认为该奇点是应力间断点[24, 28, 33]，这似乎已无疑

义，但却偏偏因此丢失了一部分应力边界条件。笔者

发现，只要将奇点视为一种特殊的应力边界，该问题

就完全静定可解了。 
（4）应力间断是否客观存在？极限平衡的应力

间断问题首先由 Prager（1948）提出，虽然以后不少人
也研究过，但还是有可疑之处，如文献[14，24]的作者
在引用这个概念的同时就指出了应力间断不是真实状

态。笔者认为问题还是在于对奇点的认识，可以肯定

地说，一个边界条件不连续的边值问题在数学上不可

能有连续解，而同一理想连续介质中存在应力间断现

象在物理上也是无法解释的。为此，下面引进了一个

叫“应力奇点”的新概念，它具有连续的应力分布。 
本文的目的在于，在总结前人研究成果的基础
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上，提出自己的观点和做法，尽管有些与传统的不相

符，但是，对于这样一个经长期研究而未能得到很好

解决的问题，笔者仅希望能从不同的角度提出一些思

考，并以此作为一种尝试。 

1  计算模型 
1.1  基本假定 

图 1为挡土墙被动土压力的计算模型。设挡土墙
高度为H ，地面均布超载为 q，墙背面水平倾角为α，
地面水平倾角为β（负值表示坡面向下倾斜），填土重
度为γ，黏聚力为 c，内摩擦角为ϕ，填土与墙背面之
间的黏结力为 wc ，外摩擦角为δ。 

基本假定：①按平面应变问题考虑；②墙后填土

为理想弹塑性材料，服从 Mohr-Coulomb 屈服准则；
③楔体 ABC为墙后被动塑性区；④墙土接触面 AB满
足库仑摩擦定律。 

 

图 1 本文计算模型 

Fig. 1 Calculation model  

1.2  基本方程 

（1）滑移线方程 
图 1中塑性区内任意一点P的极限莫尔应力圆如

图 2所示，通过 P点有两个极限滑裂面即α 滑移线和
β 滑移线，它们与 1σ 主应力平面的夹角均为 π / 4 +  

/ 2ϕ ，也就是，与 1σ 主应力方向的夹角均为 π / 4µ = −  
/ 2ϕ 。设 1σ 主应力方向与 y轴的夹角为θ ，则两条滑
移线与 y轴的夹角分别为α θ µ= −% 和 β θ µ= +% ，故

滑移线微分方程为 
α 线：     d tan( )dx yθ µ= −  ，         (1) 
β 线：     d tan( )dx yθ µ= +  ，         (2) 

规定角度θ ，α% ，β%均以 y轴正向逆时针旋转到指定
方向为正。 
（2）沿滑移线的极限平衡方程 
根据极限莫尔应力圆，可得正应力和剪应力 
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图 2 P点极限莫尔应力圆 

Fig. 2 Limiting Mohr’s stress circle at point P 

式中， 2/)( yxp σσ += 为平均应力， ϕϕ cossin cpR += 为

应力圆半径。正应力以受压为正，剪应力以使土体产

生逆时针转动为正。现将 xσ ， yσ 及 xyτ 代入以下静力

平衡方程： 
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式中，X，Y分别为水平和垂直方向的单位体积力。经
整理化简后可得到分别沿α 线和 β 线的极限平衡方
程： 
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式中， 
cos( ) sin( )( )
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θ µ θ µ

θ
θ µ

− + + + = − 
− − − =
+ 
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   (6) 

又由于沿α 线有 d d / cos( )S yα θ µ= − ，沿β 线有
d d / cos( )S yβ θ µ= + ，故式（5）可进一步改写成以
下微分方程： 

沿α 线： cos d 2 d ( )dp R A yϕ θ θ− = ， (7) 
沿 β 线： cos d 2 d ( )dp R B yϕ θ θ+ = 。 (8) 

（3）沿滑移线的土反力分布 
沿α 和β 滑移线的土反力分布可按下式计算： 

tanr r p cα β ϕ= = − ，           (9) 
土反力分布 rα和 rβ的作用线与 y+ 方向的夹角分别为

θ µ+ 和θ µ− 。应当指出，对于整个塑性区而言，除
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β 滑移线 BC上的土反力为外力，其余均为内力。 
（4）滑移线曲率半径 
滑移线曲率半径可按下式计算： 

dd
d d

SSR R βα
α βθ θ

= = −， ，        (10) 

式中， Rα ， Rβ 分别为α 和 β 滑移线的曲率半径，规
定 Rα 以α 线凹向 x+ 方向为正，Rβ 以 β 线凹向 y+ 方

向为正。如沿某段滑移线的θ 值保持不变，即d 0θ ≡ ，

则其曲率半径为无穷大。 
1.3  边界条件 

（1）AB应力边界条件 
如图 3所示，M为墙土接触面 AB上的任意一点，

设该点被动土压力分布为 pp ，则有 
2

n p

n w p
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σ δ

τ δ δ

= 
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= + 

，

，
         (11) 

式中， nσ ， nτ 分别为边界上M点的正应力和剪应力。
必须指出，文献[24]中一个与平面法线成δ角的应力 p
的法向和切向分量分别为 cosp δ 和 sinp δ 是不正确
的，因为应力投影与力投影不同，这点应值得注意。

又由极限莫尔应力圆可得 
n

n

cos 2( )
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M M M
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联立式（11）和式（12）并消去 pp ，经证明可得 
( )w2 2 arcsin 2πM MR Rα θ δ+ + + = ， (13) 

式中， sin cosM MR p cϕ ϕ= + ， w wsin cosMR p cδ δ= + 。式

（13）就构成了边界 AB 的应力边界条件，在一些特
别情况下，该边界条件与平均应力无关，可作进一步

简化。例如当 w 0c = ， 0=δ 时， 
πMθ α= −  ；                 (14) 

当 wc c= ， ϕδ = 时， 
3 π
4 2M

ϕ
θ α= − −  ；            (15) 

当 w 0c c= = 时， 
1 sinπ arcsin

2 2 sinM
δ δ

θ α
ϕ

 
= − − −  

 
 ；  (16) 

当 0== ϕδ 时， 
w1π arcsin

2M
c
c

θ α  = − −  
 

 。       (17) 

又联立式（11）和式（12）并消去 Mθ ，可得到关

于 Pp 的一元二次方程，当 wMR R≥ 时有两个实根，在

被动极限平衡状态下，应取较大根，即 

( )2 2
p w wcos sin cosM Mp p c R Rδ δ δ= − + − 。(18) 

可见，一旦求得了边界 AB上的平均应力 Mp ，则被动

土压力可由上式计算。 

（2）AC应力边界条件 
如图 4 所示，N 为地面 AC上的任一点，欲求应

力边界值 Np 和 Nθ 。根据极限莫尔应力圆方程： 
2 2 2

n n( )N Np Rσ τ− + =   ，          (19) 
式中，应力圆半径 sin cosN NR p cϕ ϕ= + ，当参数取

值满足 2cos (tan tan )q cβ β ϕ− ≤ 时，以上关于 Np 的
一元二次方程有两个实根，在被动极限平衡状态下，

应取较大根，即 
2 2 2

n n
2

sin cos ( sin cos ) cos
cos
n

N

c c
p

σ ϕ ϕ σ ϕ ϕ τ ϕ
ϕ

+ + + −
= ，(20) 

式中， 2
n cosqσ β= ， n sin cosqτ β β= 。又根据极限

莫尔应力圆，可得 n sin 2( )N NRτ β θ= − ，所以 
π 1 sin cosarcsin
2 2 sin cosN

N

q
p c

β β
θ β

ϕ ϕ
 

= + +  + 
 。 (21) 

当 w 0c c= = 时，式（21）可简化为 
π 1 sinarcsin
2 2 2 sinN

β β
θ

ϕ
 

= + +  
 

 。    (22) 

 
图 3 M点极限莫尔应力圆 

Fig. 3 Limiting Mohr’s stress circle at point M 

 
图 4 N点极限莫尔应力圆 

Fig. 4 Limiting Mohr’s stress circle at point N 

（3）A点应力边界条件 
当图 1中的β 滑移线MN 无限逼近 A点时，M点

和 N 点的应力状态一般不相同，即平均应力 M Ap → 和

N Ap → ，方向角 M Aθ → 和 N Aθ → 一般不相等，称 A点为应
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力奇点。现令d 0y = ，对式（8）进行积分，可得到当
β 线无限逼近 A点时 Ap 和 Aθ 的关系式： 

exp( 2 tan ) tan ( 0)
2 ( 0)

A A

A A

p C c
p C c

β

β

θ ϕ ϕ ϕ

θ ϕ

= − − > 
= − = 

，

，
 (23) 

式中，Cβ 为待定积分常数， Aθ 在 M Aθ → 和 N Aθ → 之间

连续变化，上式就是 A点的应力边界条件。 
可见，应力奇点实质上就是β 滑移线无限逼近 A

点时由线退化为点的必然产物，是一种特殊的应力边

界，具有应力连续、应力梯度无穷大以及β 线曲率无
穷大的特性。 

2  非奇异条件 
当图 1中的β 滑移线MN 无限逼近 A点时，如M

点和 N点的应力状态相同，则 A点为非应力奇点，而
将 M A N Ap p→ →= 和 M A N Aθ θ→ →= 称为非奇异条件。非奇异

条件一般与参数 q，α ， β ， c，ϕ， wc 及δ 有关，
可改写为 

2
w

2

2

sin cos2 2 arcsin
1 sin cos

cos sinarcsin π
1 sin cos

cos tan
sin sin cos cos

cos tan

sin cosarcsin
cos tan

c q
c q

q
c q

η δ ψ
α β δ

ϕ ψ

ϕ ψ
ϕ ψ

β δ
η ϕ δ ϕ δ

β ϕ

β β
ψ

β ϕ

 +
∆ = + + + +  +  

  = +  


+ = + +

 

=   +  

，

，

。

 (24) 

显然，当 π /2α = ， 0=β ， w 0c = ， 0=δ 时，或当 π/ 4α =  
/ 2ϕ− ， 0=β ， wc c= ，δ ϕ= 时，恒有 π∆ = ，满足非

奇异条件。当 w 0c c= = 时，上式可简化为 
sin sin2 arcsin arcsin π
sin sin

δ β
α β δ

ϕ ϕ
   

∆ = + + + + =   
   

， 

(25) 
这就是经典库仑被动土压力的非奇异条件，与文献[9]
中滑裂面土反力呈线性分布的充要条件相同。应当指

出，经典库仑土压力不一定满足非奇异条件，而经典

朗肯土压力则总是满足非奇异条件。 

3  有限差分法 
3.1  差分网格划分 

由以上滑移线方程、极限平衡方程以及应力边界

条件构成了一个完整的极限平衡边值问题，一般采用

有限差分法求解。求解时需事先构建有限差分网格，

它由两族互为相交的、假想的滑移线组成，如图 5所
示。一般地，设β 族滑移线的总条数为 n，第一条β 滑
移线 A A′ ′′的结点数为 )2( ≥mm ，则α 族滑移线的总条

数为 mn +− )2(2 ，网格结点总数为 )1( −+ mnn ，而结

点编号则按图中顺序依次进行。本文计算机程序暂定

n不大于 99，结点总数不大于 9999个。 

 
图 5 差分网格示意图 

Fig. 5 Finite difference mesh 

现研究当第一条 β 滑移线 A A′ ′′无限逼近应力奇
点 A时的情况。按式（20）和式（21）分别计算 A ′′点
的 AAp →′′ 和 AA →′′θ ，将它们代入式（23）求得积分常数
Cβ ，于是，应力奇点 A 的应力边界条件就确定了。
又联立式（13）、（23），采用迭代算法可求得 A′点的

AAp →′ 和 AA →′θ 。一般情况下， A Aθ ′→ 和 AA →′′θ 不相等，

若将方向角差 AAAA →′→′′ −θθ 平分为 1−m 等份，并且假

定等分点和结点相互对应，则第一条β 线 A A′ ′′的m个
结点已知，可按下式计算： 

0 0

( 1)
1

exp( 2 tan ) tan ( 0)

2 ( 0)
1 2

Aj Aj

A A A A
Aj A A

Aj Aj

Aj Aj

x y

j
m

p C c
p C c
j m

β

β

θ θ
θ θ

θ ϕ ϕ ϕ

θ ϕ

′′ ′→ →
′→

= = 


− = − +
− 
= − − > 
= − =


= L

， ，

，

，

，

，， ， 。

 (26) 

3.2  3种基本差分 

（1）两点差分 2PDA 
设 N1为边界 AC的结点，N2为紧邻 N1的一个结

点，且 N1N2为 β 滑移线。已知 N2的 2x ， 2y ， 2p ， 2θ ，
求 N1的 1x ， 1y ， 1p ， 1θ 。基本方程如下： 

1 1

2 1 2 1 12

2 1 2 1 2 1

2 1 12 2 1

1
1

tan
( ) tan( )

cos ( ) sin ( )( )
2 cos ( ) ( )( )

π 1 sin cosarcsin
2 2 sin cos

y x
x x y y

p p p p
c B y y

q
p c

β

θ µ
ϕ ϕ θ θ

ϕ θ θ θ

β β
θ β

ϕ ϕ

= − 


− = − + 
− + + − + 


− = − 
  = + +  +   

，

，

，

，

  (27) 

式中， 12 1 2( ) / 2θ θ θ= + ，采用迭代算法求解。 
（2）两点差分 2PDB 
设 N1为边界 AB的结点，N2为紧邻 N1的一个结
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点，且 N1N2为 β 滑移线。已知 N2的 2x ， 2y ， 2p ， 2θ ，
求 N1的 1x ， 1y ， 1p ， 1θ 。基本方程如下： 

1 1

2 1 2 1 12

2 1 2 1 2 1

2 1 12 2 1

1 w
1

1

cos
sin

( ) tan( )
cos ( ) sin ( )( )

2 cos ( ) ( )( )

sin cos
2 2 arcsin 2π

sin cos

x y

x x y y
p p p p

c B y y

p c
p c

α
α

θ µ
ϕ ϕ θ θ

ϕ θ θ θ

δ δ
α θ δ

ϕ ϕ

= 


− = − + 
− + + − + 
− = −

 +

+ + + =  +  

，

，

，

，

(28) 

式中， 12 1 2( ) / 2θ θ θ= + ，采用迭代算法求解。 
（3）三点差分 3PD 
设 N1，N2，N3为求解域内 3 个相邻的结点，而

且 N1N3为α 滑移线，N1N2为 β 滑移线。已知 N2点的

2x ， 2y ， 2p ， 2θ 及 N3 点的 3x ， 3y ， 3p ， 3θ ，求
N1点的 1x ， 1y ， 1p ， 1θ 。基本方程如下： 

3 1 3 1 13

2 1 2 1 12

3 1 3 1 3 1

3 1 13 3 1

2 1 2 1 2 1

2 1 12 2 1

( ) tan( )

( ) tan( )
cos ( ) sin ( )( )

2 cos ( ) ( )( )
cos ( ) sin ( )( )

2 cos ( ) ( )( )

x x y y

x x y y
p p p p

c A y y
p p p p

c B y y

θ µ

θ µ
ϕ ϕ θ θ

ϕ θ θ θ

ϕ ϕ θ θ

ϕ θ θ θ

− = − −


− = − + 
− − + − − 


− = − 
− + + − +
− = − 

，

，

，

，

(29) 

式中， 13 1 3( ) / 2θ θ θ= + ， 12 1 2( ) / 2θ θ θ= + ，采用迭

代算法求解。 
3.3  差分求解途径 

采用有限差分法求解以上极限平衡边值问题，根

据 AB和 AC应力边界条件的具体情况，可分为 3种基
本解法。现以图 5为例分述如下： 
第一种解法：AB边界各结点的 x， y已知， p与

θ 关系已知，AC边界各结点的 p，θ 已知。求解过程

如下： 
（1）求解第二条 β 滑移线，需采用以下迭代计

算：①给结点 6的平均应力置初值 )0(
6p ，并置 i=0；②

采用 3PD差分依次求解结点 7至 11；③由 2PDA差分
求解结点 12；④比较 )(

12
ip 和按式（20）计算的 Np ，若

|| )(
12 N

i pp − ≤10-8，则迭代计算终止，否则，确定高一次
)1(

6
+ip ，并置 )1(

6
+ip 给 )(

6
ip ，置 i+1 给 i，转第②步继续计

算。 
（2）按以上第（1）步同样的方法，可依次求解

第三条和第四条β 滑移线。 
第二种解法：AC边界上各结点的 x， y， p和θ

已知，AB边界的 p与θ 关系已知。求解过程如下： 
（1）求解第二条β 滑移线，采用 3PD 差分依次

求解结点 11至 7，由 2PDB差分求解结点 6。 
（2）求解第三条β 滑移线，采用 3PD 差分依次

求解结点 20至 14，由 2PDB差分求解结点 13。 
（3）求解第四条β 滑移线，采用 3PD 差分依次

求解结点 31至 23，由 2PDB差分求解结点 22。 
第三种解法：AC边界上各结点的 x， y， p和θ

已知，AB边界的 p与θ 关系已知。采用传统的分区求
解法 [34-35]，依次求解 A CF′′ ′′区的 Cauchy 问题、
A A F F′ ′′ ′′ ′区的 Riemann 问题以及 A BF′ ′区的混合问
题，求解过程中反复调用 3PD和 2PDB差分。 
应用表明，以上 3种解法最终得到的计算结果是

相同的，但各有优缺点。第一种解法的最后一条β 滑
移线总是通过墙踵 B点，但求解每条β 滑移线时需反
复迭代，计算量较大。第二、三种解法在本质上是一

致的，计算量较小且稳定性较好，但最后一条β 滑移
线一般不通过墙踵，需采用线性内插法求得。本文计

算机程序提供 3种算法。 
3.4  讨论 

按以上方法求解的塑性区一般由 ABF ′（Ⅰ区）、
AF F′ ′′（Ⅱ区）以及 FAC ′′ （Ⅲ区）3 部分组成，图

6给出几种常见的滑移线场：图 6（a）为 3个区相互
之间无面重叠，这种情况的 π∆ > ；图（b）为Ⅱ区退
化为一条α 线，3 个区相互之间无面重叠，这种情况
的 π∆ = ；图 6（c）为 3 个区相互之间有面重叠，即
滑移线场出现折叠现象，这种情况的 π∆ < 。有研究

者[24, 28, 33]认为这是一种应力间断现象，还给出了所谓

的应力间断条件以及间断线方程等；图 6（d）为溢出
边界，3个区相互之间有面重叠。 
笔者认为，真实应力场中的点 ( )x y， 与应力

( )p θ， 应一一对应，因此，除图 6（a）、（b）两种情
况外，其它只是该边值问题在数学意义上的虚解，不

具有实际物理意义。 π∆ ≥ 是存在真解的一个必要条

件，由此可求得墙背面临界倾角 crα 。 

   

    
图 6 几种滑移线场 

Fig. 6 Several kinds of slip-line fields 
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4  无量纲分析与相似原理 
对于图 1 所示的挡土墙被动土压力的极限平衡

边值问题，当 0X = ， 0Y γ= > 时，可采用以下无量

纲分析法求解。首先引进新的无量纲变量 x ′， y ′和
p ′，并作变换： 

x Hx y Hy′ ′= =，  ，         (30) 
2cosp Hp qγ β′= + ，            (31) 

同时定义无量纲参数 1η ， 2η 和 3η ： 
2

1

2
w

2

3

cos tan

cos tan

sin cos

c q
H

c q
H

q
H

β ϕ
η

γ

β δ
η

γ
β β

η
γ

+
= 


+ = 



= 


，

，

。

        (32) 

将α 和 β 滑移线方程改写为以下无量纲形式： 
α 线： d tan( )dx yθ µ′ ′= −  ，     (33) 
β 线： d tan( )dx yθ µ′ ′= +  。     (34) 

沿α 和 β 滑移线的极限平衡方程可改写为 
沿α 线： cos d 2 d ( )dp R A yϕ θ θ′ ′ ′ ′− = ，(35) 
沿 β 线： cos d 2 d ( )dp R B yϕ θ θ′ ′ ′ ′+ = ，(36) 

式中，无量纲应力圆半径 1sin cosR p ϕ η ϕ′ ′= + ，

而无量纲数 ( )A θ′ ， ( )B θ′ 按下式计算： 
sin( ) sin( )( ) ( )
cos( ) cos( )

A Bθ µ θ µ
θ θ

θ µ θ µ
+ −′ ′= = −
− +
， 。(37) 

边界 AB的应力边界条件可改写为 
( )w2 2 arcsin 2πM MR Rα θ δ ′ ′+ + + = ， (38) 

式中，无量纲应力圆半径 1sin cosM MR p ϕ η ϕ′ ′= + ，

wR′ = 2sin cosMp δ η δ′ + ， Mp′ 为对应平均应力 Mp 的无

量纲平均应力。 
边界 AC的应力边界条件可改写为 

  
( )2 2

1 1 3

3

sin cos

π 1 arcsin
2 2

N

N
N

p

R

η ϕ η η ϕ

η
θ β

′ = + − 
 
= + +  ′   

，

，
   (39) 

式中， 1sin cosN NR p ϕ η ϕ′ ′= + ， Np′ 为对应平均应力 Np
的无量纲平均应力。 

应力奇点 A的应力边界条件可改写为 

1

1

exp( 2 tan ) tan ( 0)
2 ( 0)

A A

A A

p C
p C

β

β

θ ϕ η ϕ ϕ

η θ ϕ

′ = − − > 
′ = − = 

，

。
(40) 

经变换后的式（33）～（40）与原来相比有着相
似的数学形式，它们构成了一个完整的无量纲应力边

值问题，所确定的应力场 ( )x y p θ′ ′ ′， ， ， 不妨称为规

格化应力场，可采用前面的差分法求解。规格化应力

场取决于α ， β ，ϕ，δ ， 1η ， 2η 及 3η 等 7个参数，
当 0β = 时，仅与α ，ϕ，δ ， 1η ， 2η 有关。求得规
格化应力场后，根据式（30）和式（31）可转化为实
际应力场 ( )x y p θ，， ， ，进而按式（18）计算 Pp ，也可
直接按下式计算： 

( )
2 2

p p

2 2
p 2 w

cos cos

cos sin cosM M

p Hp q

p p R R

γ β δ

δ η δ δ

′ = +



′ ′ ′ ′= − + − 

，

。
(41) 

沿α 线和β 线的土反力分布可按下式计算： 
2 2

1

cos cos
tan

r r Hr q
r p
α β γ β ϕ

η ϕ

′ = = + 


′ ′= − 

，

。
    (42) 

实际应力场的正应力和剪应力可按下式计算： 
2

2

cos

cos
x x

y y

xy xy

H q
H q
H

σ γ σ β

σ γ σ β

τ γ τ

′ = +


′= + 
′= 

，

，

，

           (43) 

式中， xσ ′， yσ ′ ， xyτ ′ 为规格化正应力和剪应力，有 
cos 2
cos2

sin 2

x

y

xy

p R
p R
R

σ θ
σ θ

τ θ

′ ′ ′= −


′ ′ ′= + 
′ ′= 

，

，

。

            (44) 

通过以上无量纲分析，关于被动土压力极限平衡

问题的几何力学相似原理可表述为：若两个问题的

α ，β ，ϕ，δ ， 1η ， 2η ， 3η 对应相等，则滑移线场
几何相似；对应于同一规格化坐标的两点的剪应力相

似，正应力减去 2cosq β 后相似，相似系数为两者 Hγ
的比值。不难证明，以上逆命题也是成立的。 

设 c c Hγ′ = ， w wc c Hγ′ = 以及 q q Hγ′ = ，还

可以进一步导出一个重要的推论：若两个问题的α ，
β ，ϕ，δ ，c′， wc′ ，q′对应相等，则它们几何力学
相似。当 0β ≠ 时，逆命题也成立。 

当体力 0X ≠ ， 0Y ≠ 时，也可采用无量纲分析

法求解；对于无重土 0X Y= = 的情况，只需将以上各

式中的γ 取任意非零值如水重度等，以及将式（35）、
式（36）右端项取 0即可。 

5  几个特例 
下面给出几个特例的一些数值分析结果： 
（1）无重土 0γ = ，且满足 π∆ ≥ ，有以下一些结

论：①挡土墙被动土压力处处相等，除了式（14）～
（17）的几种特殊情况有解析解外，一般情况下，将
前面 3.1节中由迭代算法得到的 AAp →′ 代入式（18）即
可求得；②Ⅰ区、Ⅲ区为均匀应力场，即 p，θ 处处
相等，α 线和 β 线为直线；③Ⅱ区的α 线为直线且相
交于 A点，每条α 线上的 p，θ 值不变，β 线为对数
螺旋线，中心为 A点，极坐标方程为 
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[ ]0 0exp tan ( )r r ϕ θ θ= − ，        (45) 

式中， 0r ， 0θ 为初始极半径和主应力方向角。特别地，
当 π∆ = 时，Ⅱ区退化为一条α 线；④Ⅰ区、Ⅲ区土
反力分布 rα和 rβ处处相等，Ⅱ区沿α 线 rα值不变；⑤
Hencky 第一定理成立；⑥Hencky 第二定理不完全适
用，仅限于Ⅱ区沿α 线有 

1
cos

R R
S r

β β

α ϕ

∂ ∂
= = −

∂ ∂
，         (46) 

沿 β 线因Rα处处无穷大、 Rα∂ 在数学上无意义而没有

类似的关系式，这点与文献[35,36]不合。 
（2）纯黏性土 0δ ϕ= = ，且满足 0β = ， π∆ ≥ ，

有以下一些结论：①被动土压力呈线性分布；②Ⅰ区、

Ⅲ区为线性应力场，即任意两点之间 p呈线性变化，
θ 处处相等，α 线和 β 线为直线；③Ⅱ区的α 线为直
线且相交于 A点，每条α 线上的 p呈线性变化而θ 值
不变，β 线为圆弧，圆心为 A点。特别地，当 π∆ = 时，

Ⅱ区退化为一条α 线；④Ⅰ区、Ⅲ区土反力分布 rα和
rβ呈线性分布，Ⅱ区沿α 线 rα呈线性分布；⑤Hencky
第一定理成立；⑥Hencky第二定理不完全适用，仅限
于Ⅱ区沿α 线满足式（46）的关系式。应当指出，若

0β ≠ ，则除第 5点结论仍成立外，其它几点均不成立。 
（3）当 w 0c c= = ， π∆ = 时，或当 π/2α = ， 0β = ，

w 0c = ， 0δ = 时，其滑移线解与库仑解[9]完全一致，

有以下结论：①被动土压力呈线性分布；②Ⅰ区、Ⅲ

区为线性应力场，α 线和 β 线为直线；③Ⅱ区退化为
一条α 线；④土反力分布 rα 和 rβ 呈线性分布；⑤

Hencky第一定理成立；⑥Hencky第二定理不适用。 
（4）当 π/4 /2α ϕ= − ， 0β = ， wc c= ，δ ϕ= 时，

其滑移线解与库仑解[9]完全一致，有以下结论：①被

动土压力呈线性分布，与滑移线 BC 的土反力分布相
互对称；②Ⅰ区和Ⅱ区退化为边界 AB，此时 AB为一
条α 线；③Ⅲ区为线性应力场，α 线和 β 线为直线；
④土反力分布 rα和 rβ呈线性分布；⑤Hencky 第一定
理成立；⑥Hencky第二定理不适用。 

6  算    例 
某挡土墙H=10 m，q=20 kPa，α =95°，β =10°，

γ =19 kN/m3，c =15 kPa，ϕ =25°， wc =10 kPa，δ = 
10°。采用第一种解法，计算分析结果如下： 
（1）计算网格划分取n = 49，m = 39，结点总数

为 4263 个，AB 边界上结点等间距布置。计算得到

PP = 6422.4305 kN，被动土压力分布以及滑裂面 BC
的土反力分布如图 7（a）所示，为了图形清晰起见，
图中给出的滑移线场为n = 25，m = 11。 

（2）按文献[9]方法计算得 PP = 7816.0499 kN，被
动土压力分布以及滑裂面 BC的土反力分布如图 7（b）
所示，图中给出与前者相同深度处的土压力分布值。

与前者相比，滑移线场差别较大，被动土压力合力的

库仑解比滑移线解大 21.70%。 
（3）作用于图 7（a）塑性区上所有外力在水平、

垂直方向的投影之和 xF =0.0402 kN， yF =0.0389 kN，
对 B 点的力矩之和 BM =0.3692 kN·m，在数值计算误
差允许的范围内，可以认为这些外力满足了平面力系

的 3个平衡条件。 
（4）进一步数值分析表明，Hencky 第一定理和

第二定理在这里均不成立。 

 

图 7 算例计算结果 

Fig. 7 Results of calculation examples 

7  结    论 
（1）引进应力奇点及其应力边界条件使极限平衡

问题成为静定可解，而不必考虑土的应力–应变关系，

采用滑移线法求解。 
（2）塑性区内处处满足静力平衡方程和屈服条

件，应力处处连续，作用于塑性区上的所有外力构成

了一个平面平衡力系。 
（3）被动土压力的滑移线解一般总是小于或等于

库仑解，经典朗肯土压力或满足非奇异条件的经典库
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仑土压力与滑移线解一致。 
（4）两个被动土压力极限平衡问题几何力学相似

的充要条件是参数α ，β ，ϕ，δ ， 1η ， 2η 及 3η 对应
相等。 
（5）关于滑移线场几何性质的 Hencky 第一定理

和第二定理不具有普遍适用性。 
（6）极限平衡问题是一个理想化问题，滑移线解

是该问题的理论解，它与真实状态下的极限荷载有多

大相符或差异，尚有待实验和实践去检验。 
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