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一种散粒体材料破坏准则研究 
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摘  要：在 Lade-Duncan 准则和 Matsuoka-Nakai 准则的基础上，提出了适用于各种散粒体材料的新型破坏准则。该准
则能够依据试验结果，调节准则方程中的参数，使得理论计算更加符合试验结果，这与传统的岩土类材料破坏准则相

比有着较大优越性。通过构造三角恒等式，推导了 π 平面上距原点的长度函数，发现该准则在 π 平面上的形状则为光
滑曲边三角形，这和大量的岩土类材料试验结果相符合。研究了该准则在一般应力状态下的内摩擦角与中主应力参数

的关系，发现该准则能够取遍 Lade-Duncan 准则和 Matsuoka-Nakai 准则之间所有内摩擦角值。将各准则的计算结果与
文献中已有的砾石料和中细砂的真三轴试验结果进行对比分析，表明所提出的准则要比 Lade-Duncan 准则和
Matsuoka-Nakai 准则更加符合试验结果，这进一步说明了该破坏准则能够适用于包括堆石料、砾石料、砂等散粒体材
料。 
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Failure criterion for granular soils 
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Abstract: A new failure criterion for granular soils is proposed to address the fact that the new criterion can adjust its 

parameters according to the experimental results in order to make agreeable predictions, while most criteria, including the 

Lade-Duncan criterion and the Matsuoka-Nakai criterion, can not agree well with the experimental results under general stress 

conditions. The distance function of the new criterion in π plane is deduced, and the shape of the new criterion in π plane is a 

triangular curve which is convex and smooth. The relationship between the internal friction angle and the intermediate principal 

stress parameter of the new criterion, which regards the Lade-Duncan criterion and the Matsuoka-Nakai criterion as its special 

cases, is presented. The results predicted by the new criterion are better than those predicted by the Lade-Duncan criterion and 

the Matsuoka-Nakai criterion compared with the experimental results of granular soils. So, the proposed criterion can be used 

for granular soils such as rockfill materials, gravel and sand. 
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0  引    言 
岩土类材料的组成比较复杂，结构形式多样化，

地域差别大，从而导致其力学特性具有高度的非线性、

粘塑性、各向异性、与应力历史和时间相关性等特性，

其屈服破坏的形式也复杂多变。从 1773 年 Coulomb
提出 Coulomb屈服准则，至今国内外学者已提出众多
的岩土类材料破坏准则。例如，Mohr-Coulomb准则，
Drucker-Prager 准 则 [1] ， Lade-Duncan 准 则 [2] ，

Matsuoka-Nakai准则[3-4]，以及 Zienkiewicz，陈瑜瑶，
郑颖人[5]，史述昭，杨光华[6]等提出各种光滑化角隅

模型，还有俞茂宏的双剪强度理论[7,8]等。 
通过大量试验验证，岩土体材料破坏在 π平面的

形状接近于Mohr-Coulomb准则，Lade-Duncan准则及
Matsuoka-Nakai准则[9]，在 π平面，Mohr-Coulomb准
则为不等角的六边形，后两种准则为光滑无角点的曲

边三角形，其中 Lade-Duncan 准则曲线外接
─────── 
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Mohr-Coulomb准则的 3个外角顶点，Matsuoka-Nakai
准则外接 Mohr-Coulomb 准则的内外 6 个顶点。相关
试验表明，在中主应力参数b较大时，Lade-Duncan
准则所反映的强度过大[10]，而Matsuoka-Nakai准则所
反映的强度偏小 [11-13]，所以，Lade-Duncan 准则及
Matsuoka-Nakai 准则在中主应力参数b较大时与试验
结果都有一定的误差。此外，传统破坏准则普遍存在

一个缺陷就是假定岩土体材料的破坏服从某一给定准

则，而实际上岩土体材料的破坏是复杂的，无法用一

个给定的破坏准则来描述。针对上述问题，本文提出

了一种关于散粒体材料新的破坏准则，并对其作了初

步研究和探讨。 

1  散粒体材料破坏准则 
在中主应力参数b较大时，由于 Lade-Duncan准

则[2]与Matsuoka-Nakai准则[3-4]（或者称为 SMP准则），
所对应的内摩擦角与试验结果存在一定的误差[10-13]，

为此，本文在准则方程中引入参数，如式（1）所示： 
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一般应力状态下内摩擦角的正弦值定义为 
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将式（3）、（4）代入式（2）后，再将式（2）代入式
（1）化简得 
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在三轴压缩条件下： 0b = ， b 0ϕ ϕ= ， 
3 2

0 0 0
f 2 3

0 0 0

(3 sin ) (9 sin )(1 sin )
1 sin sin sin

K ς ϕ ξ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

− + − −
=

− − +
  ， (6) 

将式（6）代入式（1）得 
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（1）当ξ =0时，为 Lade-Duncan准则[2，10]， 
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（2）当ς =0时，Matsuoka-Nakai准则[3-4]， 
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（3）当 0ςξ ≠ 时，令 µ ξ ς= ， 
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式（10）即为本文所提出新的破坏准则形式，该
准则含有一个参数µ，而 µ的大小决定了该准则所计
算的材料强度及变形的大小，可以通过一般应力状态

下的试验结果（例如，一般应力状态下的内摩擦角试

验值）来确定。如图 1所示，µ =10，由里到外 0ϕ 分
别为 10°，20°，30°，40°，说明该准则在空间为
一系列三角锥曲面，且 0ϕ 越小其曲边形状越趋向于圆
形， 0ϕ 越大其曲边形状越趋向于正三角形。 

 

图 1 主应力空间中的三角锥曲面族 

Fig. 1 Triangular cones in three-dimensional principal stress space 

2  π平面上距原点的长度函数 
为了分析 π平面上本文所提出的新准则形状，需

要将式（10）变换成 p， q，θ 表示的方程，再求出
长度函数 θl ，然后分析其形状随参数µ， 0ϕ 的变化情
况，并与 Lade-Duncan准则及Matsuoka-Nakai准则进
行对比分析，以此说明该准则的优越性。偏应力不变

量[14]的表达式， 
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由式（11）可得主应力不变量的 p，q，θ 的表达式， 
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将式(12)代入式(10)，得到关于方程 q的三次方程，该
式中含有 q的平方项，不便于用三角恒等式求解，而
整理出关于 p的三次方程，如式（13）所示，该式中
不含有 p的平方项，故可通过三角恒等式先求出 p的
表达式，再反求出 q对表达式。 
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令 δcos0pp = ，并代入式（13）得 
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由三角恒等式[14]得 
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比较得式（15）、（16）得 
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将 q投影到 π平面上，即 

 ql
3
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=θ ， (18) 

将式（14）、（17）代入式（8）得 

 
























−

=

23
2

32

2
33

arccos
3
1cos

2
2

1

L
L

p

L
lθ ， (19) 

式（19）为本文准则在 π平面上距原点的长度函数。 
（1）当 0=µ 时，式（19）化为 Lade-Duncan准

则在 π平面上距原点的长度函数 
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（ 2 ） 当 +∞→µ 时 ， 式 （ 19 ） 可 化 为
Matsuoka-Nakai准则在 π平面上距原点的长度函数 







































+

−
−

+

=

)3(cos
)sin3(

sin)sin9(

arccos
3
1

cos
sin12
sin3

2
2

23
0

2

00
2

0
2

0
2

θ
ϕ

ϕϕϕ

ϕ

θ

p
l 。(21) 

如图 2 所示， 0ϕ 取 10°，20°，30°，45°及
90°。 0ϕ 越小，各准则在 π平面上的形状越趋向于圆
形，且图形变得越小； 0ϕ 越大，各准则在 π平面上的
形状越趋向于正三角形，且图形变得越大， 0ϕ =90°
时，各准则重合于一个正三角形； 0ϕ 值过大或过小
Lade-Duncan准则、SMP准则、本文准则之间的差距
越小。从图 3可以看出，本文准则为光滑无角点曲边
三角形，这与岩土体材料破坏的大量试验结果相符合。

此外，µ值越大，本文准则越靠近 SMP准则（ ∞→µ
时，为 SMP 准则）； µ 值越小，本文准则越靠近
Lade-Duncan准则（ µ =0时，为 Lade-Duncan准则）；
当 µ >0 时，本文准则可以取遍 Lade-Duncan 准则与
SMP准则之间的所有曲线。 

3  内摩擦角 bϕ 与参数 b，µ的关系 

在各种工程应用及试验结果可以看出中主应力影

响有着不可忽视的作用，因此要将这种作用反映到破

坏准则中。Mohr-Coulomb 准则是不能反映中主应力
影响的，Lade-Duncan准则、SMP准则都可以反映中
主应力的影响，只是它们在反映这种影响与试验结果

有一定的误差，存在着不足，并且它们都是事先假定

岩土体材料破坏时按着给定的曲线，而实际岩土体的
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破坏是复杂多变的，用给定的曲线描述这种破坏在理

论上和试验结果上都有不足和误差。 

图 2 π平面上 Lade-Duncan准则、SMP准则、本文准则对比

( p =200 kPa)  

Fig. 2 Comparison among Lade-Duncan criterion, SMP criterion  
and proposed criterion in π plane ( p =200 kPa) 

图 3 π平面上 Mohr-Coulomb准则、Lade-Duncan准则、SMP

准则、本文准则对比 ( p =200 kPa， 0ϕ =30°)  

Fig. 3 Comparison among Mohr-Coulomb criterion, Lade-Duncan  

   criterion, SMP criterion and proposed criterion in π plane  
( p =200 kPa， 0ϕ =30°) 
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式（ 22）是关于 bsinϕ 的三次方程，利用

Mathematica中隐函数作图法，可以绘制不同 0ϕ 时， bϕ
随中主应力参数b及本文准则参数 µ的变化规律。从
图 4 和图 5 可以看出 0ϕ 越小， bϕ 随参数µ的变化越
小；对于某一确定的 0ϕ ，µ =0（为 Lade-Duncan准则）
时曲面最高， µ越大曲面越低（ +∞→µ 为 SMP 准
则）；当给定 0ϕ 及 µ时， bϕ 先是随b的增加而增加，
达到最大值后又随b的增加而减小。 

图 4 内摩擦角 bϕ 与参数b及 µ 的关系 ( 0ϕ =10°)  

Fig. 4 Relationship among internal friction bϕ , parameter b, and  

.parameter µ  ( 0ϕ =10°) 

 

图 5 内摩擦角 bϕ 与参数b及 µ 的关系 ( 0ϕ =40°)  

Fig. 5 Relationship among internal friction bϕ , parameter b and 

.parameter µ  ( 0ϕ =40°) 

图 6 内摩擦角 bϕ 与中主应力参数b的关系 ( 0ϕ =40°)  

Fig. 6 Relationship between internal friction bϕ  and intermediate  

..principal stress parameter b ( 0ϕ =40°) 
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表 1为 Lade-Duncan准则、SMP准则及本文准则
在不同b值下的 bϕ 取值。如图 6 所示，Lade-Duncan
准则与 SMP 准则在主应力参数 0.2≤b≤1 之间有较
大的差距，而国内外大量的真三轴试验结果可知，

Lade-Duncan准则在 b较大时所得的 bϕ 过大，而 SMP
准则对应的 bϕ 过小，尤其在b =1 时，SMP 准则拉压
强度相等，因此，它们的计算值与试验结果都有一定

的误差 [10-13]。而本文准则通过调整参数 µ 能取遍
Lade-Duncan准则与 SMP准则之间的所有 bϕ 值，它能
根据具体的试验结果选定某一个最佳的准则参数，从

而能最佳地反映了中主应力对散粒体材料力学特性的

影响，因此该准则不论从理论上还是从试验角度出发，

都具有一定优越性。 
表 1 各准则的 bϕ 值( 0ϕ =40°) 

Table 1 Values of bϕ  of Lade-Duncan criterion, SMP criterion  

…and proposed criterion ( 0ϕ =40°) 
本文准则 b  Lade- 

Duncan µ =1 µ =4 µ =12 SMP 

0.0 40.00 40.00 40.00 40.00 40.00 
0.1 43.62 43.57 43.46 43.33 40.15 
0.2 46.28 46.06 45.65 45.20 44.61 
0.3 47.89 47.47 46.71 45.92 44.93 
0.4 48.68 48.07 47.01 45.94 44.67 
0.5 48.90 48.14 46.84 45.58 44.10 
0.6 48.74 47.87 46.40 44.99 43.37 
0.7 48.31 47.37 45.78 44.28 42.57 
0.8 47.71 46.72 45.06 43.49 41.72 
0.9 46.99 45.97 44.26 42.66 40.86 
1.0 46.19 45.15 43.42 41.82 40.00 

4  试验结果对比分析 
根据施维成的砾石料的真三轴试验数据[15]，将其

点绘在图 7上，从该图上可以看出试验点基本上落在
Lade-Duncan准则与 SMP准则之间，但是用这两种准
则在b较大时都有一定的误差，而本文所提出的准则
具有较好的优越性。首先，确定本文准则的最小参数

minµ =2.5 和最大参数 maxµ =50，这两个参数所对应的

bϕ –b曲线基本上包括了所有的数据点，然后再确定
一个最佳的参数 bestµ =8.6，使得该准则与试验结果的
误差尽可能小。在具体的工程实例中，可以比较分别

用最小参数 minµ 和最大参数 maxµ 所计算出位移值或

应力值，然后再取最大的位移值或应力值所对应的参

数进行相应的计算；也可以近似用最佳参数 bestµ 进行

计算。 
同理依据 Sutherland中细砂真三轴试验结果[16]，

将其点绘在图 8 上，可计算出本文准则的最小参数

minµ =5 和最大参数 maxµ =100，然后再确定一个最佳
的参数 bestµ =15。本文准则的优越性就在于可以调节该
准则的参数，使得理论计算更加符合试验结果。 

图 7 各准则的计算值与砾石料试验结果对比 ( 0ϕ =48.6°) 

Fig. 7 Comparison between results predicted by criteria and  
.experimental results of gravel ( 0ϕ =48.6°) 

图 8 各准则的计算值与中细砂试验结果对比 ( 0ϕ =40.2°) 

Fig. 8 Comparison between results predicted by criteria and  
        experimental results of medium-fine sand ( 0ϕ =40.2°) 

5  结    论 
基于 Lade-Duncan准则和 SMP准则，本文提出了

散粒体材料新的破坏准则，该准则含有一个可供调节

的参数。通过理论分析和试验验证，本文所提出的破

坏准则与 Lade-Duncan 准则、SMP 准则、Mohr- 
Coulomb准则等相比，具有一定的优越性。本文主要
研究内容如下： 
（1）本文建立了散粒体材料新的破坏准则，而

Lade-Duncan准则、SMP准则只是它的两个特例，故
该准则具有更广泛的适用性。另外，该准则能够依据

试验结果，调节该准则方程中的参数，使得理论计算

更加符合试验结果。 
（2）在以 p， q，θ 表示本文的新准则方程中，

通过构造三角恒等式，将 q的三次方程转化为 p的三
次方程间接求出 q的表达式，进而求出 π平面上距原
点的长度函数 θl 。 
（3）本文准则在π平面上为光滑无角点曲边三角

形，这与散粒体材料破坏的大量试验结果相符合。 
（4）由 bϕ – b关系曲线可知，本文准则可以取

遍 Lade-Duncan 准则、SMP 准则之间所有的 bϕ 值；
通过砾石及中细砂材料的真三轴试验结果与各准则的

对比，发现本文准则更符合试验结果。 



第 4期                     肖  杨，等. 一种散粒体材料破坏准则研究 591 

 

由于岩土材料的实际破坏是复杂的，其实测点与

Lade-Duncan准则、SMP准则、Mohr-Coulomb准则等
预先假定在三维应力状态下的破坏曲线相差较大；而

本文所提出的破坏准则，通过调节参数，确定与土体

试验结果相符合的破坏方程，然后再将其用于分析该

土体的强度和变形，这与岩土体材料传统的破坏准则

有着较大区别，也体现了其优越性。 
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