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基于物质点方法饱和多孔介质动力学模拟（III）               
——两相物质点方法 
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摘  要：在传统物质点方法的基础上发展了用于饱和多孔介质动力学分析的两相物质点方法（two-phase material point 
method，tMPM）。由于饱和多孔介质由固体骨架与孔隙流体组成，两相物质点方法通过引入两套物质点，分别表征固
体骨架变形与孔隙流体流动。应用饱和多孔介质 u-U 形式控制方程，推导了两相物质点方法控制方程离散形式，以固
相与液相位移作为基本未知量。采用同传统物质点方法相同的时间积分形式，两相物质点方法成功模拟了饱和多孔介

质中固体骨架与孔隙流体间的相互作用；并且通过数值算例中两相物质点方法解与有限元参考解的比较验证了两相物

质点方法的正确性。 
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Material point method for dynamic analysis of saturated porous media (III): 
two-phase material point method  
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Abstract: Under the framework of the original material point method (MPM), a two-phase MPM (tMPM) is proposed to 

predict the dynamic response of saturated porous media. Because the saturated porous media are composed of solid skeleton 

and pore fluid, two sets of material points are invoked in the tMPM, which represent the deformation of solid skeleton and pore 

fluid flow respectively. Based on the u-U form governing equations for saturated porous media, the discrete form of the tMPM 

is derived explicitly. Adopting the same time integration scheme as that used in the original MPM, the tMPM simulates the 

coupling behavior of saturated porous media successfully. Compared with the reference solution of the conventional FEM, the 

validity of the tMPM is demonstrated by the good agreement shown in numerical examples. 
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0  引    言 
为了克服传统数值分析手段（如有限元方法）在

处理一些特殊问题时所面临的数值求解困难（如几何

大变形问题中出现的网格畸变问题），已发展了一系列

特殊的数值求解算法，如流行单元法、无网格方法等。

作为处理大变形问题的一种有效方法，物质点方法

（Material point method，MPM）的研究近年来得到多
方面的重视，该方法是一种基于任意拉格朗日欧拉

（ALE）描述的有限单元法，拥有两种网格，其一为

物质或拉格朗日网格，定义在物体构型上；其二为空

间或欧拉网格，定义于整个计算域。在物质点方法中，

物质点（物质网格）记录当前构型的变量信息；而控

制方程则在背景网格（空间网格）上求解，并且在每

一时间步初抛弃变形后的背景网格，采用未变形的背

景网格，从而避免传统拉格朗日方法中，由于网格畸
─────── 
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变所产生的数值求解困难。这些特点使得物质点方法

在计算固体力学领域有着良好的表现。Sulsky 等[1]率

先将其应用到固体力学领域，并在不调用任何主从关

系的基础上，模拟接触/碰撞、穿透/穿孔等时间相关
问题[2]。在岩土工程问题分析方面，该方法已被用于

锚的承载力分析[3]、废弃物填充计算[4]等。在这些工

作中，均认为材料是单相介质，没有考虑多相多孔材

料中的流—固耦合作用。 
在饱和多孔介质 Biot 理论[5-6]框架下，文献[7]基

于饱和多孔介质 u–p形式控制方程，提出了耦合物质
点方法（coupling MPM，CMPM），成功模拟了饱和
多孔介质动力学响应。同时文献[7]在物质点方法的框
架下，提出饱和多孔介质与固体结构间的接触算法，

其中饱和多孔介质与单相固体介质的力学行为分别通

过耦合物质点方法与传统物质点方法进行模拟。本文

在已有工作的基础上，基于饱和多孔介质 u–U 形式
控制方程，建立考虑固体骨架与孔隙流体间相互作用

的两相物质点方法（two-phase MPM，tMPM）。 

1  饱和多孔介质控制方程 
基于Biot理论，饱和多孔介质u–U形式控制方程

可以表示为 
固体骨架动量守恒方程 

( ) ( )2 1
s f s,ij ij i i i ij

n p g n k U u uσ α δ ρ γ ρ−′′ ′ ′ − − + + − = 
& & &&；

(1a) 
孔隙流体动量守恒方程 

( )2 1
, f f fi i i i inp g n k U u Uρ γ ρ−′ ′− + − − =& &&&  ；  (1b) 

孔隙流体质量守恒方程 
( ) , , 0i i i iQ n u nU pα − + + = 

&& &   。    (1c) 

式中， iu 为固体骨架位移， iU 为孔隙流体位移， ijσ ′′为

有效应力，p为孔隙压强。 ig 为体力，α为Biot系数，
k 为孔隙流体渗透系数。饱和多孔介质的混合密度

f sρ ρ ρ′ ′= + ， ( )s s1 nρ ρ′ = − ， f fnρ ρ′ = ，其中 n为孔隙
率， sρ 为固体骨架密度， fρ 为孔隙流体密度。 f f rgγ ρ=
为孔隙流体比 重， rg 为重力加速度。 Q =  

( ) 1
s f/ /- n K n Kα

−
+   ，其中 sK 与 fK 分别为固体骨架

与孔隙流体体变模量。下标s与 f 表示变量与固体骨架

或孔隙流体有关。 
当控制方程在域Ω内求解时，固体骨架相关边界

sΩ∂ 可以表述为 

指定位移边界：在 uΩ∂ 上   i iu v=  ，       (2a) 
指定载荷边界：在 τΩ∂ 上 

    ( ) ,
b b

ij ij j s in p nσ α δ τ′′ − − ⋅ =    。   (2b) 

式中， iv 为指定固相位移， b
iτ 为指定载荷； s

bn 为边界

τΩ∂ 的外法线矢量。孔隙流体相关边界 fΩ∂ 同样可以表

述为 
指定位移边界：在 UΩ∂ 上   i iU V=   ，     (3a) 
指定压强边界：在 pΩ∂ 上   p p=   ，      (3b) 

其中， iV 与 p分别为边界指定液相位移与指定压强。 

2  两相物质点方法 
2.1  两相物质点方法的几何离散 

由于饱和多孔介质由固体骨架与孔隙流体组成，

两相物质点方法通过引入两套物质点，分别描述固体

骨架变形与孔隙流体流动，如图 1所示。这是两相物
质点方法的主要特点，也是区别于传统物质点法与耦

合物质点方法的主要区别。图 1中的计算背景网格为
典型的四边形背景网格。 

图 1 典型的物质点对分布与背景网格示意图（实心点为固相物 

.质点，空心点则代表孔隙流体） 

Fig. 1 Sketch of typical computational grids and material point  

pairs (solid dots denote material points of solid skeleton,  

  and hollow ones denote material points of pore fluid) 

两相物质方法的几何离散：首先，将饱和多孔介

质的初始构型剖分为有限个子域 0
PΩ ，如图 1（a）所

示，其中 1... PP N= ， PN 为子域个数。在每个子域内，
存在一对物质点，分别表征固体骨架与孔隙流体。从

另外一个角度来看， PN 也可理解为饱和多孔介质物

质点对的总数。两相物质点方法中，通过向量 s
PX 与

f
PX 定义物质点对的位置， s

PX 与 f
PX 均为时间 t的函

数。在初始时刻 0t ，固相物质点与液相物质点重合，
即 ( ) ( )0 0s f

P Pt t=X X ；随着时间的推移，子域由初始时

的 0
PΩ 变形为 PΩ ，其所对应物质点对的位置也由初始



第 4期                  张洪武，等. 基于物质点方法饱和多孔介质动力学模拟（Ⅲ）——两相物质点方法 

 

509

时刻的 ( )0s
P tX 与 ( )0f

P tX 移动到 ( )s
P tX 与 ( )f

P tX ，如

图 1（b）所示。 
在两相物质点方法中，无论固相物质点还是液相

物质点，它们几何上都是彼此孤立的，通过背景网格

保持彼此间的相互关联。在两相物质点方法中，通过

跟踪物质点的位置变化描述饱和多孔介质构型的变形

情况。 
2.2  饱和多孔介质控制方程的弱形式 

物质点方法中的背景网格提供了定义控制方程离

散形式的便利途径。背景网格相关的变量来源于物质

点。两相物质点方法中，通过形函数插值，将物质点

的质量、应力以及孔隙压强等变量映射到背景网格点，

并在背景网格点上求解控制方程的离散形式。 
两相物质点方法中，每个子域的固相与液相质量

完全集中在所对应的物质点上，因此规则化后的固相

与液相密度定义为 

( ) ( )
1

,
PN

s s
s P P

P
t Mρ δ

=

′ = −∑X X X   ，    (4a) 

( ) ( )
1

,
PN

f f
f P P

P
t Mρ δ

=

′ = −∑X X X   ，     (4b) 

其中， ( )δ • 为 delta函数。 s
s
P PM Vρ′= 与 f

f
P PM Vρ ′=

分别为固相与液相物质点所对应的质量， PV 为相应的
子域体积。由于 s

PM 与 f
PM 均为与时间无关的变量，

因此在两相物质点方法中，质量守恒条件自动得到满

足。角标 P表示变量与物质点 P相关。 
采用与传统物质点方法相似的推导过程，可获得 

两相物质点方法的离散求解方程。基于虚功原理，式

（1a）与（1b）两端同乘试函数 s
iw 与 f

iw ，并在构型Ω
上积分 

s , sd db s s s s
i i ij i j i iw d w V g w V

τ

τ ρ σ ρ
Ω Ω Ω

′ ′Γ − + +∫ ∫ ∫  

( )1
f sd ds s

r i i i i ink g U u w V u w Vρ ρ−

Ω Ω
′ ′− =∫ ∫& & &&  ， (5a) 

f , fd d d
p

b f f f f
i i ij i j i inpn w w V g w VΓ ρ σ ρ

Ω Ω Ω
′ ′− − + −∫ ∫ ∫  

( )1
f fd df f

r i i i i ink g U u w V U w Vρ ρ−

Ω Ω
′ ′− =∫ ∫& &&& ，(5b) 

上式中， ( ) s/s
ij ij ijn pσ σ α δ ρ′′ ′ = − −  与 f/f

ij ijnpσ δ ρ ′= −
分别为规则化后的固相与液相应力。 
将式（4）代入式（5），可以将式（5）的积分形

式转化为物质点变量和的形式 

,
1 1

P PN N
b s s s s f s
i i P ij i j P i i

P P
w d M w M g w

τ

τ σ
Ω

= =

Γ − + +∑ ∑∫  

( )1

1 1

P PN N
f s s s

P r i i i P i i
P P s

nk M g U u w M u w−

= =

− =∑ ∑& & && ，(6a) 

,
1 1

P P

p

N N
b f f f f f f
i i P ij i j P i i

P P
npn w dV M w M g wσ

Ω
= =

− − + −∑ ∑∫  

( )1

1 1

P PN N
f f f f

P r i i i P i i
P P

nk M g U u w M U w−

= =

− =∑ ∑& &&& 。(6b) 

在两相物质点方法中，固相与液相物质点均有其

相应的形函数 s
IN 与 f

IN 。形函数由背景网格确定，具

体表达形式与有限元方法中的形函数相同。 
通过形函数，固相与液相物质点的位置可以表示

为 

( ),
1

nN
s s s s
i P iI I P

I
X X N

=

= ∑ X ， ( ),
1

nN
f f f f

i P iI I P
I

X X N
=

= ∑ X ， 

(7a) 
这里， nN 为背景网格节点总数。角标 I 表示定义在网
格节点 I 上的变量。在物质点方法中，物质点的位移、
速度、加速度与试函数都可以通过形函数插值获得，

并且它们有着与上式类似的表达形式 

( )
1

,
nN

s s
i P iI I

I
u t u N

=

= ∑X ， ( )
1

,
nN

f f
i P iI I

I
U t U N

=

= ∑X ，(7b) 

( )
1

,
nN

s s
i P iI I

I
u t u N

=

= ∑& &X ， ( )
1

,
nN

f f
i P iI I

I
U t U N

=

= ∑& &X ，(7c) 

( )
1

,
nN

s s
i P iI I

I
u t u N

=

= ∑&& &&X ， ( )
1

,
nN

f f
i P iI I

I
U t U N

=

= ∑&& &&X ，(7d) 

( )
1

,
nN

s s s s
i P iI I

I
w t w N

=

= ∑X ， ( )
1

,
nN

f f f f
i P iI I

I
w t w N

=

= ∑X ，(7e) 

其中，节点试函数 s
iIw 与 f

iIw ，除了在指定位移边界上，
其值是任意的。在指定位移边界上，节点试函数值为

零。将式（7c），（7e）代入式（6），控制方程的离散
形式可以表示如下： 
固相动量平衡方程 

,int ,ext ,damp
1

1,...,
nN

s s s s
IJ iJ iI iI iI n

J
M u F F F I N

=

= + + =∑ && ，(8) 

其中 

1

PN
s s s s
IJ P I J

P
M M N N

=

= ∑   ，             (9a) 

,int ,
1

PN
s s s s

iI P ij I j
P

F M Nσ
=

= −∑   ，          (9b) 

,ext
1

d
PN

s s s b s
iI P i I i I

P
F M g N N

τ

τ Γ
∂Ω

=

= +∑ ∫   ，     (9c) 

( )1
,damp

1 1

n PN N
s f f s s

iI P r iJ J iJ J I
J P

F nk M g U N u N N−

= =

= −∑ ∑ & & 。(9d) 

液相动量平衡方程 

,int ,ext ,damp
1

1,...,
nN

f f f f
IJ iJ iI iI iI n

J
M U F F F I N

=

= + + =∑ && ，(10) 

其中 

1

PN
f f f f

IJ P I J
P

M M N N
=

= ∑   ，           (11a) 

,int ,
1

PN
f f f f

iI P ij I j
P

F M Nσ
=

= −∑   ，          (11b) 
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,ext
1

d
P

p

N
f f f b f

iI P i I i I
P

F M g N npn N V
∂Ω

=

= −∑ ∫   ，  (11c) 

( )1
,damp

1 1

n PN N
f f f s f

iI P r iJ J iJ J I
J P

F nk M g U N u N N−

= =

= − −∑∑ & & 。(11d) 

上式中， ,intiIF 、 ,extiIF 与 ,dampiIF 分别代表背景网格

点上的内力、外力与阻尼力项。 
如果采用对角质量矩阵 

1

PN
s s s
I P I

P
M M N

=

= ∑ ，
1

PN
f f f

I P I
P

M M N
=

= ∑   ，  (12) 

那么固相与液相动力平衡方程（式（8）与（10））可
以简化为 

,int ,ext ,damp 1,...,s s s s s
I iI iI iI iI iI nM u F F F F I N= + + = =&& ， ，(13a) 

,int ,ext ,damp 1,...,f f f f f
I iI iI iI iI iI nM U F F F F I N= + + = =&& ， 。(13b) 

其中 s
iIF 与 f

iIF 分别为背景网格节点上固相与液相的合

力。 
如果定义背景网格点的动量为 

s s
iI I iIL M u= & ， f f

iI I iIL M U= &   ，     (14) 

并且 t为当前时刻， t∆ 为时间步增量，那么式（13）
可以转化为 

, , ,s t t s t s t
iI iI iIL L tF+∆ = + ∆   ，        (15a) 
, , ,f t t f t f t

iI iI iIL L tF+∆ = + ∆   。       (15b) 

在增量步内的小变形假设下，固相与液相的形函

数近似存在 ( ) ( )s s f f
I P I PN N≅X X ；因此阻尼力项可以近

似表述为 

( ),damp
1

nN
s

iI IJ iJ iJ
J

F C U u
=

= −∑ & &   ，    (16a) 

( ),damp
1

nN
f

iI IJ iJ iJ
J

F C U u
=

= − −∑ & &   ，     (16b) 

其中 
1

1

PN
f f f

IJ r P I J
P

C nk g M N N−

=

= ∑   。      (17) 

这里， ,damp
s

iIF 与 ,damp
f

iIF 为固体骨架与孔隙流体间的阻

尼力，它们是一对作用力与反作用力，即 ,damp
s

iIF =  

,damp
f

iIF− 。在两相物质点方法中，固相与液相间的阻尼

力代表了的饱和多孔介质中的流—固耦合作用。 
2.3  两相物质点方法算法流程 

采用与传统物质点方法相同的时间积分方案，本

文建立了的两相物质点方法显式算法，具体算法流程

为： 
（1）令 0t = ，初始化物质点，指定物质点的初始

变量（如材料性质，初始应力、应变以及孔隙压强等）。 
（2）建立物质点与背景网格点的对应关系。 
（3）形成固相与液相质量矩阵 ,s t

IM 、 ,f t
IM 与阻尼

矩阵 t
IJC 。 
（4）通过映射获得背景网格点的动量与速度 

, ,

1

PN
s t s t s t
iI P i I

P
L M u N

=

= ∑ & ， , ,

1

PN
f t f t f t
iI P i I

P
L M U N

=

= ∑ & ， 

, ,/t s t s t
iI iI Iu L M=& ， , ,/t f t f t

iI iI IU L M=& 。 

（5）分别计算网格点的内力、阻尼力与外力矢量，

,int
t

iIF 、 ,damp
t

iIF 与 ,ext
t

iIF ，更新位于网格点的动量 
, , ,s t t s t s t

iI iI iIL L tF+∆ = + ∆ ， , , ,f t t f t f t
iI iI iIL L tF+∆ = + ∆ 。 

（6）更新物质点的速度与位置矢量 

, , ,

1
/

nN
t t t s t s t s t
i i iI I I

I
u u t F N M+∆

=

= + ∆ ∑& & ， 

, , ,

1
/

nN
t t t f t f t f t
i i iI I I

I
U U t F N M+∆

=

= + ∆ ∑& & ， 

, , , , ,

1
/

nN
s t t s t s t t s t s t
iP iP iI I I

I
X X t L N M+∆ +∆

=

= + ∆ ∑ ，

, , , , ,

1
/

nN
f t t f t f t t f t f t

iP iP iI I I
I

X X t L N M+∆ +∆

=

= + ∆ ∑ 。 

（7）将物质点速度 t t
iu + ∆& 与 t t

iU +∆& 映射回背景网格

点，获得网格点新的速度矢量 _ endt
iIu& 与 _ endt

iIU& ： 

,

_ end 1
,

PN
s s t t t
P I i

t P
iI s t

I

M N u
u

M

+ ∆

==
∑ &

& ，

,

_ end 1
,

PN
f f t t t

P I i
t P
iI f t

I

M N U
U

M

+∆

==
∑ &

& 。 

计算固相与液相物质点的应变率 t
ije& 与 t

iiE& ： 
_ end , _ end ,

, ,
1

1
2

nN
t t s t t s t
ij iI I j jI I i

I
e u N u N

=

 = + ∑& & & ， _ end ,
,

1

nN
t t f t
ii iI I i

I
E U N

=

= ∑& & 。 

更新物质点的总应变
t t
ije +∆
与

t t
iiE +∆
： 

t t t t
ij ij ije e te+ ∆ = + ∆ & ， t t t t

ii ii iiE E tE+ ∆ = + ∆ & 。 

（8）应用适当的本构模型，更新饱和多孔介质的
有效应力 t t

ijσ +∆′′ 与孔隙压强 t tp +∆ 。 
（9）本时间步的相关计算完毕，令 t t t= + ∆ ，返

回（2）步。 
至此，两相物质点方法已经介绍完毕。综合文献

[1～2]所提出的传统物质点方法与文献[7]所发展的耦
合物质点方法，表1从不同方面给出了3者的异同之处。 

3  数值算例 
本节算例中，饱和多孔介质的材料参数在表2中给

出。并且在具体计算中，不考虑重力影响，忽略饱和

多孔介质的初始应力与孔隙压强。 
算例1 一维饱和土柱中波的传播问题 
图2给出饱和土柱的几何与载荷信息，其中土柱的

横截面积为1 m2。土柱右端自由，左端固定。在本算

例中，每个背景网格中只有一对物质点。有限元解作

为参考解，将土柱剖分为80个单元。
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表 1 两相物质点方法、耦合物质点方法与传统物质点方法的比较 

Table 1 Comparison among two-phase MPM, coupling MPM and original MPM 
比较项目 传统物质点方法  两相物质点方法  耦合物质点方法 
分析对象 单相材料  多相材料 

拥有物质点与背景网格两种空间离散形式 

几何离散 每个子域对应一个物质点，

代表单相材料  
每个子域对应一对物质点，

分别代表饱和多孔介质固

体骨架与孔隙流体 
 每个子域对应一个物质点，

代表饱和多孔介质混合体 

控制方程 一个  两个（u–U方程）  两个（u–p方程） 
时间积分方式 显式 
计算效率 传统物质点方法>耦合物质点方法>两相物质点方法 

表 2 饱和多孔介质材料参数 

Table 2 Material parameters of saturated porous media 
α  

sρ  E * k  rg * 

1.0 3 32.647 10  kg/m×  75 10  Pa×  3 31 10  kg/m×  10 N/kg  

n  fρ  ν * Q  

0.322 31 10  m/s−×  0.3 85.055 10  Pa×   

注： E为杨氏模量，ν 为泊松比。 

 

图 2 一维饱和土柱 

Fig. 2 One-dimensional saturated soil bar 

首先，将饱和土柱剖分为100对物质点。图3给出
中点A的固相与液相位移时程曲线，从中观察到明显
的渗流现象——在轴向压力作用下，土柱中固相与液
相产生分离。图4给出A点孔隙压强时程曲线。为了研
究不同剖分对计算结果的影响，饱和土柱分别被剖分

为60与100对物质点，图5给出不同剖分情况下，0.2秒
时饱和土柱孔隙压强分布。通过比较图5中各条曲线发
现，对于一维弹性问题，细致与粗糙剖分都得到较好

的计算结果。 

 

图 3 A点固体骨架与孔隙流体位移时程曲线 

Fig. 3 Displacements of solid skeleton and pore fluid at point A 

图3～5中同时提供了有限元参考解，比较有限元
解与两相物质点方法解，二者具有良好的一致性。从

而验证了所建立的两相物质点方法的在一维工况下的

正确性。 

 

图 4 A点孔隙压强时程曲线 

Fig. 4 Pore pressure at point A 

 

图 5 0.2 s时饱和土柱孔隙压强分布 

Fig. 5 Pore pressure along bar at 0.2 s 

算例 2 二维饱和多孔介质的垂直加载问题 
本算例考虑饱和多孔介质的平面应变问题，图6

（a）给出具体的几何、载荷与边界条件信息；图7给
出载荷的时程曲线。饱和多孔介质的初始构型与计算

背景网格如图6（b）所示，其中饱和多孔介质由80×
80对物质点代表。本算例采用方形背景网格，每个背
景网格中含有2×2对物质点。有限元解仍然充当参考
解，具体将饱和多孔介质剖分为40×40个单元。 
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图 6 饱和多孔介质垂直加载与计算背景网格 

Fig. 6 Vertical surface loading on a saturated soil panel  

图 7 载荷时程曲线 

Fig. 7 Load history on top surface 

图8，9分别给出A点与B点固相与液相位移时程曲
线；由于上表面载荷作用，从图中明显地观察到渗流现

象。由于A点距加载点将较近，A点处的渗流现象尤为
明显，如图8（a）所示。图10给出A点与B点的孔隙压强
时程曲线。由于A与B两点间存在一定的距离，从图10
中可明显地观察到波在饱和多孔介质中的传播现象。 

 

图 8 A点固相与液相位移时程曲线 

Fig. 8 Displacements of solid skeleton and pore fluid at point A 

 

图 9 B点固相与液相位移时程曲线 

 Fig. 9 Displacements of solid skeleton and pore fluid at point B 

 

图 10 A与 B点孔隙压强时程曲线 

Fig. 10 Pore pressures at point A and point B 

图8～10中同时给出有限元参考解，通过比较图中
各条曲线，两相物质点方法解与有限元解间存在很好
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的一致性，从而验证了本文提出的两相物质点方法对

于饱和多孔介质二维平面应变问题的正确性。 
为了研究剖分疏密对计算结果的影响，将饱和多

孔介质分别剖分为40×40、80×80对物质点。图11给
出0.5 s时饱和多孔介质中孔隙压强的分布，其中两幅
为两相物质点方法解，一幅为有限元参考解。通过比

较发现，两相物质点方法解与有限元解存在较好的一

致性，并且无论网格疏密都获得了较好的计算结果。 

图 11 0.5 s时饱和多孔介质孔隙压强分布 

Fig. 11 Pore pressure contours at 0.5 s 

4  结    语 
基于饱和多孔介质u–U形式控制方程，本文提出

了用于饱和多孔介质动力学分析的两相物质点方法，

通过引入两套物质点分别代表固体骨架变形与孔隙流

体流动。本文推导了固相与液相物质点进行饱和多孔

介质耦合分析的两相物质点方法公式，并针对固相和

液相位移分别求解。本文同时进行了数值算例计算，

成功地模拟了饱和多孔介质中固体骨架与孔隙流体间

的相互作用。通过同有限元解的比较，验证了所提出

的两相物质点方法的正确性与有效性。 
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