
第 32卷  第 2期                           岩   土   工  程   学  报                   Vol.32  No.2 
2010年    .2月                       Chinese Journal of Geotechnical Engineering                       Feb.  2010 

古典杨森散体压力理论的拓展及采矿工程中的应用 
陈喜山 

（青岛理工大学，山东 青岛 266520） 

摘  要：在古典杨森垂直状态假设的基础上，导出了具有一定倾斜角度状态下的散体压力的新模型，拓展了古典杨森

理论的描述范围，使其成为了新模型中倾角为 90°的特例。同时，结合采矿工程薄矿脉开采的实际，提出了应用模拟
实验对新模型进行修正的新方法，通过对新模型的实验修正得出了一个可以用于采矿工程中描述薄矿脉开采底部压力

的半理论半经验公式。该研究成果无论是对古典杨森理论的发展和采矿工程的应用均具有实际意义。 
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Extension of classical Janssen loose mass pressure theory and                                 
its application in mining engineering  

CHEN Xi-shan  
(Qingdao Technological University, Qingdao 266520, China) 

Abstract: Based on the assumption of the classical Janssen bulk solid pressure theory in vertical silos , a new theoretical 

equation of the pressure on silos or similar silos with dip angle is derived, which develops the using range of the classical 

Janssen theory and makes it a particular case of the new equation in 90° dip angle. At the same time, considering the practice 

of mining narrow vein in mining engineering, a new method of correcting the new equation is advanced by the simulation tests. 

By means of the correction on the new equation, a semi-theoretical and semi-empirical bottom pressure equation is obtained 

and used for mining narrow vein. The research results are of great significance to both the development of classical Janssen 

bulk solid pressure theory and the application of mining engineering.        
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0  前    言 
从工程实践可知，散体力学中的古典杨森压力理

论由于其形式简便计算方便，被广泛地应用于料仓的

周壁和仓底的压力分析之中，同时也广泛地应用于类

似料仓的场合，例如建筑工程中的基坑、矿山工程中

充满矿石（或废石）等充填体的溜矿井、采空区等[1]。 
古典杨森理论的垂直压力分布的表达式为[2-4]： 

1 exp( )z
S fKpP z

fKp S
γ  = − −  

  。   (1) 

式中  zP 为料仓或类料仓底部所受的平均垂直压力
（ Pa）；γ 为充填散体的重度（ 3N m ）；S为料仓或
类料仓的水平断面积（ 2m ）； f 为充填散体与侧壁的
摩擦系数， tanf ϕ= ，ϕ为充填散体与侧壁的摩擦角；
p为料仓或类料仓的水平断面的周长（m）； z 为充
填散体的垂深，m；K为充填散体的侧压力系数， 

1 sin
1 sin

K θ
θ

−
=

+
。K值也称为 Renkine系数[5]，是在散体 

极限平衡状态下得出的[6]，它反映散粒体的垂直压力

和水平压力之间的关系。θ 值为散粒体之间的内摩擦
角度。 
古典杨森理论是在边壁垂直的料仓或类似料仓情

况下，假设垂直方向上散体重度不变，垂直压力沿水

平断面均匀分布以及散体内任意一点的水平压力与垂

直压力成比例的三点假设下得出的。该理论基本上反

映了散体的垂直压力随其深度和仓体或类仓体几何尺

寸的变化规律。在该理论的实际应用中，经常会遇到

具有一定倾角的情况，往往也用古典杨森理论进行描

述。由于古典杨森理论只考虑了侧壁垂直的情况，没

有考虑到倾斜情况，所以继续沿用该理论显然已不能
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反映出所受压力随倾角的变化规律。针对这一问题国

内外学者做了一定的工作，如前苏联的学者索科洛夫

斯基等将仓体分为陡仓和坦仓对侧壁的压力进行了研

究[5，7]，分析研究过程较为复杂。随着进一步拓宽这

一理论的应用领域，有必要对其进行探讨，拓展其应

用范围，得出更加简便的理论分析式。 

1  古典杨森散体压力理论的拓展 
1.1  新模型的建立及求解 

沿用上述古典杨森理论的 3点假设：①垂直方向
上散体重度不变；②垂直压力沿水平断面均匀分布；

③散体内任意一点的水平压力与垂直压力成比例。 
所建立起处于倾斜状态下（倾角为α ）的力学分

析模型如图 1所示。 

图 1 力学分析模型 

Fig. 1 Mechanical model 

从图 1模型料仓中取一水平的散体的微元片体进
行受力分析。经分析可知，该微元片体共受到如下诸

力的作用： 
（1）微元片体上表面将受到上部散粒体向下的压

力 zP ，下表面将受到下部散体向上的压力 dz zP P+ 。 
（2）微元片体将受本身的重力 dLl zγ ，其中γ 为

散体的重度。 
（3）微元片体将受到两侧垂直仓壁上的摩擦力

2 dx yP f zl 和前后倾斜仓壁上的摩擦力 2 sinx yP α  
d

sin
z fL
α

，其中 f 为散体与仓壁之间的摩擦阻力系数，

tanf ϕ= ，ϕ为散体与仓壁的摩擦角。 

（4）微元片体将受到本身的重力向下盘倾斜壁面
的正压力 d coslL zγ α所形成的摩擦力 d coslL z fγ α 。 

将上述微元片体所受的诸力沿倾斜 z′方向投影，
列出微元片体极限平衡状态的静力学平衡方程： 

d2 sin 2 d ( d )sin
sinz x y x y z z

zF P fL P zf l P P lLα α
α′ = + + + −∑

sin d sin d cos 0zP lL lL z lL z fα γ α γ α− + =  。 (2) 
根据古典杨森理论的第③条假设，即垂直压力与

水平压力成比例， x y zP KP= （
1 sin
1 sin

K θ
θ

−
=

+
称为侧压

力系数，θ 为散体的内摩擦角）。将其代入平衡方程中
整理得到： 

cos 1 11 2 d d
sin sinz z

ff KP z P
l L

α
γ

α α
    − + + = −        

 ， (3) 

令
cos 1
sin

fα
Φ γ

α
 = − 
 

，
1 12

sin
fK

l L
Ψ

α
 =− + 
 

，式（3）变换

为 
d 1
d z z

z
P PΦ Ψ

= −
−

  。           (4) 

解此微分方程可得 

           ( )1 ln zP Z CΦ Ψ
Ψ

− + = +   ，      (5) 

代入边界条件，当 0Z = 时， 0zP = ，求出积分常数 C，
再同Φ 和Ψ 一起代回式（5）中得到最终的解： 

cos1 sin
1 1sin 1 exp 2

1 1 sin2
z

f
fP K z

l LK f
l L

α
γ α

α
α

 −      = − − +        + 
 

 。(6) 

式（6）即为在古典杨森压力理论 3点假设下导出
的倾斜料仓或类似于倾斜料仓情况下的垂直平均压力

的分布式。 
1.2  解的分析 

由图 1设 S lL= （料仓的水平面积）， ( )2p l L= +

（某水平面上仓壁的周长），
sintan
cos

α
α

α
= 代入式（6）

中整理，可得 

sin 1 1 exp
tan sinz

S f fKpP z
fKp S
γ

α
α α

    = − − −       
。(7) 

可以看出，式（7）中不仅包括了古典杨森散体
压力理论式中的全部物理量，同时也包括了与倾角α
的变化关系。 
（1）考查α → 90°的情况可知，此时式（7）中的 

sin 1α → ， tanα → ∞，(1 ) 1
tan

f
α

− → ，式（7）回到 

古典杨森散体压力理论式，即式（1）的形式。这一结
果说明古典杨森散体压力理论是式（7）当α → 90°
的特例。换句话说，式（7）是古典杨森散体压力理论
的拓展。 
（2）考查 z → ∞的情况可知，此时式（7）中的

1 exp( ) 1
sin
fKp z

S α
 − − →  

。由 tanf ϕ= ，式（7）变为 

sin tan1
tan tanz

SP
Kp
γ α ϕ

ϕ α
 = − 
 

  。       (8) 

式（8）说明，当散体本身的性质（ ,γ θ）、散体
与仓壁的摩擦角ϕ、仓体的倾角等几何尺寸确定后，
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散体的垂直深度深到一定值时，对仓底的压力将不再

增加或增加很小。这一点通过试验实测以及前人的工

作得以充分证明[1，4]。 
（3）考查α ϕ→ 的情况可知，此时对仓底的压

力趋于 0。这一点说明，当仓体的倾角等于散体与仓
壁的摩擦角时，仓底所受的压力最小。事实上，由于

散体的流动性作用是不可能等于 0的。出现 0现象的
原因主要是由于古典杨森理论的刚性微元片体的假设

与实际散体情况不相附所导致的。因此，在实际应用

中必须根据具体的情况通过试验对偏差加以修正。 
对前述得到的解析解分析可知，式（7）基本上正

确反映了倾斜状态下的料仓中散体垂直压力随其本身

的性质、料仓几何尺寸和倾角的变化趋势，对于类似

问题的研究具有实际意义。 

2  古典杨森散粒体压力拓展式在采矿

工程中的应用 
2.1  有关问题的提出 

对于金属矿山来说，由于欲开采矿体多以一定的

倾角赋存于地下，有时厚度也较薄。对于这类矿体一

般需采用特定的采矿方法将其采出。为了控制地压，

保证开采作业的安全，矿体采完形成的空区需采用井

下废石或预留矿石进行充填。为了不影响采矿场下部

的行人运输，经常在开采矿石之前于即将形成采矿场

的底部和人行运输巷道之间预留矿柱（称为矿石底

柱），或人工浇筑钢筋混凝土隔板，或用圆木（称为人

工底柱）搭建隔层，挡住采矿场中的充填废石或预留

的矿石（留矿法）。如图 2所示。 

图 2 采矿场示意图 

Fig. 2 Mine stope 

因此，随着不断的向上分层回采矿石，整个采矿

场便形成了一个充满废石（或矿石）的类似于一个扁

平形状的倾斜料仓。  
从图 2中可知，无论是矿石底柱还是人工底柱都

必将承受着来自于采矿场内充填的散粒体废石或散粒

体矿石的压力。采矿场底柱上所受的压力及其规律一

直没有令人满意的解释，使之在工程设计中具有较大

的盲目性。 
2.2  解析式的简化 

为了将式（3）应用于图 2所示采矿场底柱受压分
析，为底柱设计提供可靠的计算结果，根据采矿场的

特点对式（3）进行如下简化。 
首先，将式（3）变为如下形式： 

tan(1 ) sin
tantan 2 (1 )1 exp
sin2 (1 ) tan

z

l
lK zP l L lK

L

ϕ
γ α

ϕα
αϕ

−
  − += −    +

。

(9) 
由于金属矿山在薄矿脉开采过程中，采矿场的长

度 L很长，而采矿场的宽度（或矿体厚度）l却很窄， 
即 /l L <<1，对上式的计算结果影响甚小，工程上完
全可以忽略不计，因此式（9）可以变为 

sin tan tan(1 )[1 exp( 2 )]
2 tan sin sinz

lP K z
K l

γ α ϕ ϕ
ϕ α α

= − − − 。(10) 

尽管式（10）已基本反映了散体物料对底部的压
力规律，但是，还不足以直接应用于采矿工程的实际，

主要是由于理论模型建立过程中古典杨森理论的假设

不一定完全符合所研究问题的实际情况，在量值上势

必要有一定的偏差。因此，有必要针对具体情况对理

论式进行模拟试验修正，使其更能反映具体条件下的

的实际情况。 
模拟实验采用的物料为尺度粒度为 20～50 mm，

内摩擦角为 33°，重度约为 1600×9.8 N/m3的碎石。

模型结构尺寸为长×宽×高＝2000 mm×250 mm×
2500 mm。经测定模型壁面与碎石的摩擦角约为 40°。 
2.3  理论平均压力计算式的修正及压力分布 

对理论公式的修正必须是无量钢的模拟实验修正 
才具有普遍意义。模拟实验前将式（10）中的 /z l定
义为高宽比，即指采场充填散体的垂直埋深与采场长

度的比，成为一个无量纲的变量。经处理后分别对当 
α → 90°， /z l → ∞时的最大压力值 sin /zmP lγ α=  
2 tanK ϕ、倾角项1 tan / tanϕ α− 以及高宽比 /z l分别
设定修正系数 A， B，C。式（5）将变为 

tan tan(1 ) [1 exp( 2 )]
tan sin

B
z zm

zP AP K C
l

ϕ ϕ
α α

= − − − 。(11) 

（1）断面最大平均压力值的修正 
分析可知，当采矿场倾角为 90°时，模型实验时

在采矿场模型中选一有代表性的压力最大断面，对在

该断面上的平均压力随高宽比（令 /x z l= ）变化的试

验散点回归，得出采场垂直时底板所受的平均压力随

高宽比变化的回归方程： 
0. 98

19.3e x
zP

−
′ =   。             (12) 
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当倾角为 90°时，令 /x z l= → ∞，便得到该断
面的极限最大的实际均布压力值 19.3zP′ = （kPa）。再
由式（6）取α = 90°， /z l → ∞，得出理论均布压力
的最大值 sin / 2 tanzmP l Kγ α ϕ= 。 

将模拟实验的散体物料参数和模型采场的尺寸

φ = 33°，θ = 40°， 0.25  ml = ， 21600 9.8 N/mγ = × 。 
代入上式中，计算的 13.917zmP =  kPa。可见理论计算
值小于模拟实验值，两者之间的修正系数应为 
       / 19.3/13.917 1.386 1.39z zmA P P′= = = ≈   。   

（2）高宽比的修正 
由式（11）令α → 90°经整理可得到： 

 1 / exp( 2 tan / )z zmP AP K Cz lϕ− = −   ，  (13) 
等号两边取对数，令 / ln(1 / )z zmX z l Y P AP= = −， ， D =  

2 K− tan Cϕ 。得到直线方程式： 

    Y D X=   。               (14) 
将模型实验中的高宽比、最大压力值和随不同的

高宽比变化的垂直平均压力值分别代入得到 Y关于 X
的散点图，如图 3所示。 

图 3 散点图 

Fig. 3 Scatter diagram 

选择形如式（14）的直线方程对图上的散点回归，
得出直线方程 0.332Y X= − 。与式（14）比较可知

0.332 2 tanD K Cϕ= − = − ，把模拟实验散体物料的参数

ϕ = 33°，θ = 40°代入，即可求出 1.18C ≈ 。 
（3）倾角项的修正 
由式（11）可知，当高宽比 /z l → ∞时，有：  

          tan(1 )
tan

Bz

zm

P
A P

ϕ
α

= −   ，       (15) 

等号两端取对数，令 ln( )z

zm

PY
AP

= ，
tanln(1 )
tan

X ϕ
α

= − ，

得到： 
            Y B X=   。          (16) 

在模拟实验中，调整模型采场的倾角为 60°，70°，
80°，90°，可得到各个倾角下垂直平均压力随高宽 

比变化的四幅散点图。由形如 e
b
x

zP a
−

= （其中 x = /z  

l）的方程，对 4 幅散点图的散点进行回归，分别得
出回归方程。再令高宽比 /x z l= →∞，得到在 4 个不

同倾角下的最大垂直平均压力数值分别为：α = 60°，

60 m
P =o 8.82 kPa；α = 70°，

70 m
17.64 kPaP =o ；α =  

80°，
80 m

16.76 kPaP =o ；α = 90°，
90 m

19.30P =o kPa。 

令
90

19.30zmAP P= =o ，ϕ = 33°，和上述 4 组数
据分别代入 ,X Y式中，得到如图 4所示的散点图。 

图 4 散点图 

Fig. 4 Scatter diagram 

然后，选择形如式（16）的直线方程对图 4中的
散点回归得出直线方程 1.164Y X= 。将其再与式（16）
比较，可得到 1.16B ≈ 。应当指出，上述 3个系数 A，
B，C的修正均在无量钢条件下的直线修正，所得到
的修正系数具有普遍意义。通过上述 3个方面的修正，
采矿场中充填废石（或矿石）对底柱（包括矿石底柱

和人工底柱）的均布压力公式应为 
1.16sin tan1.39 (1 )

2 tan tanz
lP
K

γ α ϕ
ϕ α

= − ⋅  

tan[1 exp( 2 1.18 )
sin

zK
l

ϕ
α

− − ，      (17) 

鉴于采矿工艺和矿体赋存条件的限制，该公式的

应用范围应为55 90α≤ ≤o o； 3l m≤ 。   
（4）断面压力分布及最大压力值 
以上得到的杨森古典散体压力的拓展式和经修正

后用于计算采矿场充填物料压力的公式均为平均压力

计算式。在模拟实验测定和实际采场测定表明，散体

对于采矿场底柱（无论矿石底柱还是人工底柱）压力

沿水平宽度上均近似于抛物线形分布。而在采矿场底

柱设计中（特别是人工底柱设计中），从安全的角度出

发，应以横断面上类似于抛物线形压力分布情况作为

依据，计算采矿场底柱的受力，确定底柱的结构参数。 
由抛物线分布可知存在着一个最大压力点。根据

抛物线的性质，采矿场水平宽度上散体对底柱的最大 
压力值应为均布压力值的3/ 2倍。因此，即可得出底
柱所受最大压力值的计算式为 

max
3 3 tan(1 )
2 2 tan

B
z z zmP P A P ϕ

α
= = − ⋅  

tan[1 exp( 2 )]
sin

zK C
l

ϕ
α

− −   ，    (18) 
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此式的应用范围仍为55 90α≤ ≤o o， 3ml ≤ 。 

3  杨森拓展式的实际检验 
图 5，6中的实测曲线分别给出了黄金矿山薄矿脉

开采过程中实测的采矿场底柱均布压力和最大压力随

采矿场高宽比增加的变化规律。 

图 5 均布压力随高宽比的变化 

Fig. 5 Variation of average pressure with height-width ratio 

经实测采矿场中散体物料（充填废石）的重度为
318500 N mγ = ，内摩擦角为ϕ = 40°，与岩壁的摩

擦角为θ = 37°，测定断面矿脉（采矿场）的倾角为
α = 69.7°，采场水平宽度为 1.6 ml = 。 
为了在采场实测时压力传递均匀，实测时在安装

传感器的人工底柱上面先铺上了一层厚度约为 1 m的
模拟实验时用的碎石。 

图 6 最大压力随高宽比的变化 

Fig. 6 Variation of maximum pressure with height-width ratio 

将上述实际充填物料（采场充填废石）物理参数

分别代入式（17）、（18）中计算结果绘入图 5，6之中，
与实测值比较表明式（17）、（18）的计算结果与实测
值较为接近，完全可以应用于工程实际计算。 

4  结    语 
本文所导出的古典杨森散体压力理论的拓展式、

半理论半经验公式和理论式的修正方法也适用于其它

类似的场合。可以根据不同的实际问题按此方法对古

典杨森散体压力理论进行模拟实验修正，得到特定条

件下可以应用于实际情况的半理论半经验计算式。  
本文虽然在一定的范围内得到了较为实用的半理

论半经验公式（17）、（18），但是由于基本假设未必完
全适合于实际情况，所以半理论半经验公式还难以得

到更广泛应用。故此，对于古典杨森理论和本文中的

拓展式（7）仍然需要开展进一步的研究，尽量使得基
本假设符合实际，减少经验性的修正系数，使之理论

性更强，公式更加符合实际规律。 
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