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基于有限元-边界元耦合方法的嵌岩群桩时效行为研究 
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摘  要：针对嵌岩群桩的时效行为，本文采用有限元法将群桩离散为单桩与桩单元，通过三节点轴力杆来模拟桩单元，

组装得到群桩的总刚度矩阵方程；引入分数阶 Merchant 模型及分数阶 Poyting-Thomson 模型，以分别描述上覆土体与

饱和软岩的黏弹性特征；然后根据饱和岩土介质与嵌岩群桩相互作用的耦合方程，并考虑承台处的受力平衡及位移协

调条件，推导得到竖向受荷嵌岩群桩各基桩桩顶反力及承台位移的矩阵解答；结合李氏比拟法及 Laplace 积分变换技术，

最终得到竖向受荷嵌岩群桩时效问题的解答。设计数值算例讨论岩体分数阶次及黏弹性参数对嵌岩群桩时效行为的影

响，结果表明：嵌岩群桩的承台变形和各基桩桩顶反力随时间逐渐增大并趋于稳定。 

关键词：分数阶 Merchant 模型；分数阶 Poyting-Thomson 模型；饱和软岩；嵌岩群桩；时效行为 

中图分类号：TU473       文献标识码：A       文章编号： 

作者简介：陈远峰 (1989–  )，男，博士，师资博士后，主要从事岩土及地下工程方面的研究工作。E-mail：

chenyuanf0418@cumt.edu.cn。 

Research on time-dependent behavior of rock-socketed pile group based on 

FEM-BEM coupling method 
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Abstract: For the time-dependent behavior of rock-socketed pile groups, the finite element method is utilized to discretize the 

pile group into singles and pile elements, and the global stiffness matrix equation of the pile group can be obtained by 

assembling the pile elements simulated by the three-nodal axial rod. Then, the fractional Merchant model and the fractional 

Poyting-Thomson model are introduced to describe the viscoelastic characteristics of the overlying soil layer and saturated soft 

rock, respectively. Based on the coupling equation of the interaction between the saturated rock-soil mass and the rock-socketed 

pile group, and the equilibrium condition and the compatibility condition of pile cap, the matrix solution of the top reaction 

force of each single pile and the displacement of the cap is derived. Combining Li's analogy method and the Laplace 

transformation technology, the solution to the time-dependent behavior of vertically loaded rock-socketed pile group is finally 

obtained. Some examples are designed to discuss the influence of the fractional order and the viscoelastic parameter of rock 

mass on the time-dependent behavior of the pile group, showing that the deformation of the pile cap and the top reaction force 

of each pile in rock-socketed pile group gradually increases over time and eventually stabilize.  

Key words: fractional merchant model; fractional Poyting-Thomson model; saturated soft rock; rock-socketed pile group; 

time-dependent behavior 

0  引    言 
为满足各种高层或超高层建筑、大型机场与桥梁

等重型结构的承载要求，嵌岩桩得到了广泛应用。由

于嵌岩单桩的承载与抗变形能力有限，工程实践中更
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多地采用嵌岩群桩来支撑上部结构，以降低基础的沉

降、提高地基承载力[1]。另一方面，在我国江西、安

徽、江苏等华东地区，普遍发育着以泥质粉砂岩和泥

岩为主的泥质软岩，且其上方往往覆盖着第四纪松散

沉积物；此类岩体往往强度较低，渗水、吸水性好，

故其流变特性十分显著[2]。近年来，嵌岩桩基在该地

区的大型桥梁、码头等重型结构中得到广泛应用[3,4]。

由此可见，开展黏弹性饱和岩土介质与竖向受荷嵌岩

群桩相互作用时效问题研究，对于我国华东地区嵌岩

桩基设计施工具有重要的学术和工程应用价值。 

胡念等[5]采用有限元软件 ANSYS 对加卸载条件

下超长嵌岩钻孔灌注群桩的承载特性和受力机理进行

了研究。邢皓枫等[6]根据赫章特大桥复杂地质情况，

采用三维有限元方法研究了超大直径嵌岩群桩的受力

特性及其变化规律。徐薇[7]则以深圳平安大厦大直径

扩底嵌岩桩为工程背景，采用 FLAC3D 软件对嵌岩群

桩基础的沉降规律及承载机理进行了分析。王明珉等
[8]利用有限元软件 PLAXIS，对既有嵌岩群桩基础间

增补非嵌岩短桩的作用机理及荷载分配规律进行了研

究。Chen et al.[1]则基于有限元-边界元耦合方法，对层

状饱和岩土体与竖向受荷嵌岩群桩相互作用问题进行

了分析。周火明等[9]通过桩-软岩复合地基缩尺模型载

荷试验，研究了桩身应力、桩底压力、承台下软岩压

力以及软岩深部变形的时效特征。实际上，岩土介质

具有明显的成层性、各向异性和流变性[10-14]。但目前

还未见到考虑各向异性及流变特性的成层岩土体与嵌

岩群桩相互作用的研究报道。因此，本文进一步基于

有限元-边界元耦合方法，对黏弹性饱和岩土与竖向受

荷嵌岩群桩相互作用时效问题进行研究，并分别讨论

分数阶次以及岩体黏弹性参数等因素对嵌岩群桩受力

变形时效特征的影响。相关研究成果不仅有助于完善

岩土体与嵌岩桩基的相互作用理论，具有重要的理论

意义和学术价值；还能为嵌岩桩基的优化设计与施工

提供指导，并为既有嵌岩桩基工程的承载变形预测及

灾害防治提供科学依据，具有广阔的工程应用前景。 

1  分析方法 
首先建立如图 1 所示的计算模型，其中嵌岩群桩

基础由 np根相同的基桩和一个刚性承台组成。对于浅

层土体以及下层岩体，由于 Merchant 模型能够较全面

地反映实际工程中所遇到的软土的应力松弛和蠕变特

性，该模型在软土流变分析中得到了广泛的应用，因

此这里选择 Merchant 模型来描述浅层土体的黏弹性

响应[15]。另一方面，对于软弱岩石以及含有泥质充填

物和夹层破碎带的岩体或者承受的外部荷载较大时，

其流变特性十分显著，而 Poyting-Thomson 模型能够

反映岩体瞬时变形后的长期黏滞效应，因此可采用该

模型来描述此类岩体的流变特征[16]。相比于整数阶黏

弹性模型，分数阶黏弹性模型能够更准确地描述地基

的流变特性[10, 12]。 

为了简化分析，对模型做出如下假设[1]：（1）岩

土体为横观各向同性弹性介质且均匀、密实和连续；

（2）岩土介质渗流满足达西定律，并考虑渗透各向异

性的影响；（3）岩土介质先期自重沉降（固结）已完

成，故不考虑体力的影响；（4）饱和岩土体各个参数

在沉降过程中保持不变；（5）桩的受力变形特性符合

一维压缩杆理论；（6）岩土体的连续性不因桩的存在

而改变；（7）群桩承台视为完全刚性，且不与岩土体

接触；（8）各基桩桩顶与承台之间视为刚性连接。 
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图 1 层状黏弹性饱和岩土中的嵌岩群桩 

Fig.1 Rock-socketed pile group in layered viscoelastic saturated 

rock-soil mass 

1.1  嵌岩群桩刚度矩阵方程的推导 

对于图 1 由 np根基桩组成的群桩，将每根基桩划

分成m 个单元，为了提高计算效率，采用文献[1]中所

使用的三节点轴力杆单元对各基桩进行离散，则任意

基桩 i 的刚度矩阵方程可表示为： 

 ( ) ( ) ( )i i i i

p p p pt t t= −K U F Q  (1) 

式中： ( )i

p tU 为 t 时刻 i 基桩节点的竖向位移向量，

( ) ( )

T

1 2 2 1

i i i i

p z z m z
t u u u

+
 =
 

U ，其中 i

jzu 为 i 桩 j 节

点的竖向位移； ( )i

p tF 为 i 基桩桩顶的外荷载向量，
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( )
( )

T

2 1
0 0i i

p m
t F

+
 =  F ，其中 iF 为作用在 i 桩桩

顶的外荷载； ( )i

p tQ 为 i 桩桩侧摩阻力与端阻力形成

的等效反力向量，参考文献[14]中的做法，本文采用简

化的处理方式，将桩身侧摩阻力和端阻力等效至桩单

元的节点上，因此 ( ) ( )

T

1 2 2 1

i i i i

p z z m z
t q q q

+
 =
 

Q ，

其中的 i

jzq 为 i 桩 j 节点处的等效竖向应力； i

pK 为 i 桩

的刚度矩阵，其表达式为： 

 

  

( ) ( )2 1 2 1

7 8 1 0 0

8 16 8 0

1 8 14 8 1

0 0 8

1
3

0

14 8 1

8 16 8

0 0 1 8 7

pi ii

p

i

m m

E A

l

+  +

− 
 
− −
 
 − −
 

− 
 =
 
 
 −
 

− − 
 − 

K

(2) 

式中： i

il L m= ， il 为 i 桩的单元长度， iL 为基桩 i 桩

长； piE 和 iA 分别为基桩 i 的弹性模量和横截面积。 

对于由 np根基桩组成的嵌岩群桩，将式(1)扩展到

每根基桩的分析中，可得到群桩的总矩阵方程为： 

 ( ) ( ) ( )p p p pt t t= −K U F Q  (3) 

式 中 ： ( )
T

1 2 pn

p p p pt  =
 

U U U U ，

( )
T

1 2 pn

p p p pt  =
 

F F F F ，

( )
T

1 2 pn

p p p pt  =
 

Q Q Q Q ， pK 为群桩的总刚度

矩阵，其具体表达式为： 
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p

p

i

pp

n

p

 
 
 
 =
 
 
 
 

K 0

KK

0 K

 (4) 

1.2  岩土体柔度矩阵方程的建立 

本文分别采用分数阶 Merchant 模型及分数阶

Poyting-Thomson 模型（简称 PTh 模型）来描述浅层

土体以及下层岩体的黏弹性行为，相关模型如图 2 所

示，图中 0H 、 1H 和 0N 分别表示 Hook 体与 Abel 黏

壶。 
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(a) 分数阶 Merchant 模型      (b) 分数阶 PTh 模型 

图 2 两种分数阶黏弹性模型 

Fig.2 Two fractional viscoelastic models 

对于分数阶 Merchant 及分数阶 PTh 模型，文献已

经推导出了其本构模型表达式[10, 12]，如下所示： 

 0 1 0 0

0 1 0 1 0 1

d d

+ d + + d

M M M M M

o

M M M M M M

E E E

E E t E E E E t

 

 

  
 + = +  (5) 

 ( )0 0 1

0 1

0 0

d d

d d

P P P

P P

P P

E E E
E E

t t

 

 

 
 

 
+ = + +  (6) 

式中：d d t  为 R-L 型微分算子；
0

ME 、
1

ME 、
0

M 分

别为 Merchant 模型的弹性模量与黏滞系数；
0

PE 、
1

PE 、

0

P 分别为 PTh 模型的弹性模量与黏滞系数； 为分

数阶次； 和 分别为应力与应变；上标M 和 P 分

别代表 Merchant 模型和 PTh 模型。 

对于各向同性岩土介质，在泊松比不变的假设下，

岩土介质的弹性模型E控制其应力-应变之间的关系，

因此可在 Laplace 变换域内将弹性解答中的弹性模量

用柔度系数 ( ) ( ) ( )V s s s = 的倒数进行替换，从而

实现弹性与黏弹性的对应。对于图 2 所示分数阶

Merchant 模型以及分数阶 PTh 模型，当初始应力与应

变为零时，其在 Laplace 变换域内的柔度系数分数为： 

 ( )
0 1 0

1 1
+

+M M M
V s

E E s
=  (7) 

 ( )
( )

0 0

1 0 0 0

P P

P P P P P

o

s E
V s

E s E s E



 



 

+
=

+ +
 (8) 

式中： s 为对应于时间 t 的 Laplace 变换系数。 

但对于横观各向同性介质，由于其应力-应变关系

由多个材料参数共同控制，因此应引入横观各向同性

介质的其它柔度系数。在泊松比不变的假设下，横观

各向同性体的应力与应变均是与时间有关的变量，它

们在 Laplace 变换域内对应的水平向、竖向以及切向

的柔度系数分别为： 

 ( )
( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )

( )
gh v

h v g

h v g

ss s
V s V s V s

s s s

 

  
= = =， ，  (9) 

为了将弹性-黏弹性对应原理推广到横观各向同

性介质中，假定不同方向上对应的流变模型参数具有
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不变的比例关系，可分别得到分数阶 Merchant 模型以

及分数阶 PTh 模型对应的柔度系数为： 

 ( ) ( ) ( )
0 1 0

1 1
+

+

M M

g h v M M M

v v v

V s V s V s
E E s

 


= = =  (10) 

 

( ) ( ) ( )
( )

0 0

1 0 0 0 0

P P

P P v v

g h v P P P P P

v v v v v

s E
V s V s V s

E s E s E



 


 

 

+
= = =

+ +

 (11) 

式中： 和 分别为横向与竖向、剪切向与竖向参数

间的比例系数； 0

M

vE 、 1

M

vE 和 0

M

v 为竖向的 Merchant

模型参数； 0

P

vE 、 1

P

vE 和 0

P

v 为竖向的 PTh 模型参数。 

文献[17]采用 Laplace-Hankel 积分变换方法和扩展

的精细积分法，给出了竖向轴对称荷载作用下层状横

观各向同性饱和岩土介质的解答，在推导过程中假设

岩土体为横观各向同性介质，且其渗流满足达西定律。

基于上述基本解，利用弹性-黏弹性对应原理，分别将

分数阶Merchant模型黏弹性体以及分数阶PTh模型黏

弹性体在 Laplace 变换域内柔度系数的倒数替换横观

各向同性饱和岩土介质中土体与岩体在 Laplace 变换

域内的弹性模量，再通过积分逆变换技术，即可得到

对应的黏弹性问题在物理域内的解答，其求解思路如

图 3 所示。 

 

层状饱和岩土体基本控制方程

弹性地基的常微分控制方程

层状黏弹性饱和岩土的精细积分
解

黏弹性地基的常微分控制方程

Hankel-Laplace变换 精 细积 分法
数 值逆 变换

弹性 参数 由变 换 域内

的黏 弹性参数 取代

 
图 3 层状横观各向同性饱和岩土黏弹性求解思路 

Fig.3 Solution ideas for viscoelasticity of layered transversely 

isotropic saturated rock-soil mass 

考虑到本文解答中 Bessel 函数是震荡函数，为消

除当计算点与荷载作用点重合时函数的奇异性对计算

的影响，以保证数值计算的稳定性，本文 Hankel 逆变

换的数值实现借鉴文献[18]中的方法：首先以奇异点为

界，将 Bessel 函数的两相邻零点作为一积分区段，把

原来 Hankel 逆变换的半无限积分区间划分为多个积

分分段；然后，每个分段采用 Gauss-Legendre 积分方

法进行数值计算；最后，将每段积分结果进行累加便

获得最终的积分值。为了提高计算效率，本文 Laplace

逆变换采用 Schapery 方法[19]。 

针对桩-土/岩相互作用问题，本文将桩-土/岩相互

作用模型分解成两个部分，然后取各自隔离体进行分

析。如图 4（a）所示，基桩采用 1.1 节所示的有限单

元法进行分析，桩身同时受到外荷载以及桩-土-岩界

面上的侧摩阻力，且等效至桩单元的节点上，进而建

立单桩刚度矩阵方程；而对于岩土体，则采用边界元

法进行受力分析，如图 4（b）所示，岩土体在桩身位

置处受到从桩传递过来的相互作用力，通过沿桩身边

界进行积分，可得到整个桩身范围内的边界力引起的

桩身任意点处的位移与超孔压，进而建立层状饱和岩

土体的柔度或者刚度矩阵方程。 

对于黏弹性饱和岩土体中的单桩，桩端与桩侧反

力是随时间缓慢变化的，结合缓变荷载下饱和岩土体

时间-位移解答[11]，可分别得到 Laplace 变换域内 s 时

刻缓变荷载与其对应的竖向位移与超孔压之间的关系

如下： 

 ( ) ( ) ( ), , , , ,zu s U s p s    =  (12) 

 ( ) ( ) ( ), , , , ,w s E s p s     =  (13) 

式 中 ： ( ) ( ), , , ,U s s s   =  和

( ) ( ), , , ,E s s s   =  分别为变换域内的柔度系

数，它们可分别由上述黏弹性地基解 [17]获得；

( ), ,zu s  、 ( ), ,w s   和 ( ),p s 分别为变换域

内的竖向位移、超孔压与竖向力。 
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（a）作用在桩上节点力 （b）作用在岩土体上边界力 

图 4 层状岩土体与单桩相互作用示意图 

Fig.4 Interaction between layered rock-soil mass and single pile 

由于桩-土-岩边界面为空间曲面，为了计算方便，

将点力作用下求解的柔度系数，转换成环力作用下的

柔度系数，从而避免 xoy 面上的积分，进而通过沿深

度方向进行积分来求解地基的柔度系数。 

对式（12）和式（13）进行积分，并把其中的积

分段定为单元 e 所对应的深度
( )e

L ，则由该深度内所

有荷载引起的  点的位移和超孔压为： 
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( )( ) ( )( ) ( ) ( )

, , , , , d
e

e e

z
L

u L s U s p s L   =   (14) 

 
( )( ) ( )( ) ( ) ( )

, , , , , d
e

e e

w
L

L s E s p s L    =   (15) 

式 中 ：
( )( ), ,
e

zu L s 和
( )( ), ,
e

w L s  分 别 代 表

Laplace 变换域内单元 e 深度内荷载引起的  点处的

竖向位移与超孔压。 

根据有限元-边界元耦合的方法，任意时刻 t岩土

边界上某一单元内的荷载与该单元三个节点上的边界

力具有如下的插值关系： 

 ( ) ( ) ( ),
e

p t t =ΦP  (16) 

式中：  1 2 3  =Φ ，
( ) ( )e

tP 为边界力矢量。 

对上式进行 Laplace 变换，并将其代入式(14)和

(15)，则单元 e 上的边界力引起的任意点  处的位移

与超孔压为： 

 
( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ), , , , d
e

e e e

z
L

u L s U s L s  =  Φ P  (17) 

 
( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ), , , , d
e

e e e

w
L

L s E s L s   =  Φ P (18) 

进一步地，由整个桩身范围内的边界力引起的任

意点  处的位移与超孔压可表示为： 

 ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
1

, , , , d
e

m
e e

z
L

e

u L s U s L s  
=

 =
   Φ P  (19) 

 ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
1

, , , , d
e

m
e e

w
L

e

L s E s L s   
=

 =
   Φ P  (20) 

式中：m 代表桩单元的个数。 

对于层状饱和岩土介质中的嵌岩群桩，由于需要

考虑桩-土-岩、桩-桩之间的相互作用，因此需要对式

(19)和式(20)进行扩展，以便于建立层状黏弹性饱和岩

土体与嵌岩群桩相互作用的耦合方程。 

 a桩 b桩

节点

i
e单元

je单元

1土层

n土层

岩层1

i岩层

n岩层
 

图 5 嵌岩群桩中任意两基桩相互作用示意图 

Fig.5 Schematic of the interaction between any two piles in a 

rock-socketed pile group 

对于由 np根基桩组成的群桩基础，每根基桩被离

散成m 个单元，首先取任意两根基桩进行分析。如图

5 所示，基桩b 中任意节点  对应的地基边界上的点

产生的位移不仅由自身桩段范围内边界力引起，还由

其它基桩（如桩 a ）对地基的作用力引起。因此，通

过对式(19)和式(20)进行扩展，可得到群桩中任意节点

处位移与超孔压的表达式： 

( ) ( )( )

( ) ( )

( )
1 =1 1

, , , , d
p p

e

e

n n m
i e

z
L

i e

u L s U s L s


  
= =

 
 =    

 
   Φ P  (21) 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
1 1 1

, , , , d
p p

e

n n m
i e e

w
L

i e

L s E s L s


   
= = =

 
 =    

 
   Φ P (22) 

式中： ( )

1

, ,
pn

i

z

i

u L s
=

 
  
 
 和 ( )

1

, ,
pn

i

w

i

L s 
=

 
  
 
 分别为群桩中

所有桩-土/岩界面上的荷载引起的  点处的竖向位

移与超孔压； ( )i
L 为群桩中任意基桩 i 的长度。 

将式(21)和式(22)推广到群桩中所有节点，然后将

基桩节点对应的地基边界点的位移、超孔压和边界点

力统一用矩阵表达，可得： 

 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

11 1 11 1

1

1

p

p

p p
p p p p

ng g

g gn

gn gn
n n n n

s s

s s

s s



   



    
    
    
    =     
    
    
     

G G GW P

W PG G G

W PG G G

(23) 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

11 1 11 1

1

1

p

p

p p
p p p p

ng g

g n g

gn gn
n n n n

s s

s s

s s



    



    
    
    
     =     
    
    
     

R R Rσ P

σ R R R P

σ PR R R

(24) 

式中： ( )g sW 、 ( )g sσ 和 ( )g sP 分别为变换域内群

桩中第 根基桩所有节点对应的地基边界上的位移、

超孔压和边界力所构成的向量； G 和 R 分别是岩

土体的总柔度矩阵，它们反映了第 根基桩的桩周岩

土受荷对第 根基桩桩周岩土的影响。 

式（23）和式（24）可简写为： 

 ( ) ( )g g gs s=W G P  (25) 

 ( ) ( )g g gs s=σ R P  (26) 
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1.3  嵌岩群桩与岩土体相互作用问题的求解 

为了实现有限元-边界元耦合分析，需要建立边界

力与等效节点力向量之间的转换矩阵，单桩的总体转

换如下所示[13, 14]： 

 ( ) ( )s s=Q TP  (27) 

式中： ( )sQ 和T 分别为单桩的等效节点力向量及总

体转换矩阵。 

通过对式（27）进行扩展，可得到群桩的总体转

换矩阵方程为： 

 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

11 11

p p pp

gg

gg

n n gngn

ss

ss

ss

 

     
     
     
     = 
     
     
     

    

T 0 0 PQ

0 T 0 PQ

0 0 T PQ

(28) 

上式可简写为： 

 ( ) ( )g g gs s=Q T P  (29) 

式（3）进行关于时间 t 的 Laplace 变换，可得： 

 ( ) ( ) ( )g g g gs s s= −K U F Q  (30) 

结合式（25）、式（29）和式（30），可得到嵌岩

群桩与岩土体相互作用的矩阵方程为： 

 ( ) ( ) ( )1

g g g g gs s−+ =K T G U F  (31) 

式中： ( )g sF 为群桩中各基桩桩顶所受外力总向量；

( )g sU 为群桩桩身节点位移总向量。 

对式（31）进行求逆，可得： 

 ( ) ( )g g gs s=U D F  (32) 

式中： ( )
1

1

g g g g

−
−= +D K T H 。 

由于各基桩所受外力只来源于桩顶，因此消去

( )g sF 中的零向量，同时对矩阵
gD 、向量 ( )g sU 进行

缩减，建立各基桩桩顶位移与桩顶力之间的关系，则

式（32）可表示为： 

 ( ) ( )d d ds s=U D F  (33) 

式中： ( ) ( ) ( ) ( )
T

1 2

1 1 1

pn

d z z zs U U U =
  

U ，其中 ( )
1

i

zU 为

第 i 根基桩的桩顶位移； dD 为矩阵
gD 删去除桩顶节

点 所 对 应 行 列 以 外 的 元 素 所 得 ；

( ) ( ) ( ) ( )1 2

1 1 1

pn

d s F F F =
  

F ，其中 ( )
1

i
F 为第 i 根基

桩的桩顶外力。 

图 6 所示为群桩承台受力示意图。刚性承台在上

部荷载和桩顶反力的作用下达到平衡，于是有： 

 ( ) ( )ds s=V BF  (34) 

式中： ( ) ( )s V s =  V ，其中 ( )V s 为承台上部荷载；

( ) ( ) ( )1 2
= 1 1 1 pn 
  

B 。 

 V

( )
1

i
F ( )

1

j
F

i基桩 j基桩

 

图 6 群桩刚性承台受力示意图 

Fig.6 Force diagram of rigid bearing platform 

由承台底部与各基桩桩顶位移协调可知： 

 ( ) ( )T

d zs s=U B U  (35) 

式中： ( ) ( )z zs U s =  U ， ( )zU s 为承台位移。 

结合式（33）~（35），可得： 

 ( ) ( ) ( )
1

1 T

z ds s
−

−=U BD B V  (36) 

由于 ( )sV 和 1

d

−
D 均为已知，通过上式可直接求得

承台位移 ( )z sU ，进而可通过式（35）和式（33）求

得各基桩的桩顶外力，而群桩桩身节点处的位移则可

通过式（31）进一步获得。最后，通过数值逆变换，

即可得到上述各量在物理域内的真实解答。 

2  数值计算与分析 
依据上述理论分析，编制相应的 MATLAB 计算

程序对黏弹性饱和岩土介质与嵌岩群桩相互作用的时

效规律进行研究。除了 2.1 节外，定义如下无量纲参

数：无量纲桩顶荷载 ( )
9

i
V V V = ，无量纲承台位移

( )9 0z zw DE u V = （ 0 1= +P P

v vE E E ）， 无 量纲 时 间

( )2

0 1

M

v v wE k t D = ，其中： ( )0zu 为承台竖向位移，

0

M

vE 和 1vk 分别为 Merchant 模型的弹性模量与土体竖
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向渗透系数， w 为水的重度，
0

P

vE 、
1

P

vE 和 D分别为

PTh 模型的弹性模量和基桩直径。 

2.1  验证 

由于黏弹性饱和岩土介质中嵌岩群桩的研究还未

见文献报告，为了验证本文理论与计算方法的正确性，

将本文理论退化到层状黏弹性饱和地基与群桩相互作

用问题进行验证。陆建飞等[15]采用 Merchant 模型来模

拟土骨架的流变特性，并采用积分方程解法给出了考

虑地基固结与流变特性的群桩黏弹性解答。采用本文

理论对文献中算例进行重新计算，如图 7 所示。计算

时，群桩为3 3 等间距分布，桩间距 5ps D = ，基桩

长径比 25L D = ， 0.5pR D= ，群桩上为刚性承台，

其上作用有竖向总荷载V ；黏弹性饱和半空间地基的

相关参数见表 1，其中 0E 、 1E 和分别为 Merchant

模型的参数， k 、 v 和 w 分别为地基的渗透系数、泊

松 比 及 水 的 重 度 。 定 义 时 间 因 子

( ) ( ) 2

1= 2 1- 1 2 w pv E kt v R  −     ，比较 1 5.1E-3 = 和

2 5.1E4 = 两个时刻刚性承台的竖向位移，其中位移

用无量纲表示为
19z p zu R E u V = ，相关结果如表 2 所

示。从表中可知，本文结果与文献结果吻合较好，证

明了本文计算方法的正确性。 

 

ps

ps ps

D

ps

 

图 7 3 3 刚性承台群桩 

Fig.7 3 3  pile group with rigid bearing platform 

表 1  群桩与层状地基模型参数 

Table 1  Parameters for pile group and layered foundation 

地

层 
ph R  1

m sk
−

  v  0pE E  1pE E  ( )p PR E k  

土

层 
  1E-7 0.49 250 1000 5E4 

表 2  不同时刻承台无量纲竖向位移结果 

Table 2  Dimensionless vertical displacement for bearing 

platform at different time 

   方法 

时刻 
陆建飞等 本文 

1  0.0384 0.04028 

2  0.1737 0.176 

为了进一步验证本文理论与计算方法的正确性，

将本文结果与 ABAQUS 数值结果进行对比。数值计

算模型如图 8 所示，模型采用1 4对称建模以提高计

算效率。参考文献[20, 21]中的现场试验结果，双层黏弹

性岩石地基的参数如表 3 所示，其中 vk 和 hk 为竖向和

水平向渗透系数， hv 为水平向应力引起的正交水平向

应变的泊松比，而 vhv 为竖向应力引起的水平向应变

的泊松比，其它模型参数为：基桩长 8mL = ，桩径

1mD= ，桩身弹模 30GPapE = ，桩间距 3mps = ，地

基厚度 25mH = ，其中上层岩层厚度 1 8mh = ，下层岩

层厚度 2 17mh = 。 

 

 

2D

3D

3D

3D

3D3D3D 2D2D

2D

边桩角桩

中心桩

角桩

边桩

角桩

边桩

边桩

 

图 8 数值计算模型及承台布局 

Fig.8 Numerical calculation model and cap layout 

表 3  双层黏弹性饱和岩石地基参数 

Table 3  Parameters of two layered viscoelastic saturated rock 

foundation 

岩

层 

0

P

vE / 

GPa  

1

P

vE / 

GPa  

0

P

v / 

GPa s  

( )v hk k= / 

1m s−  
    ( )vh hv v=  

1 25 15 1E7 1E-7 1 0.4167 0.2 

2 20 10 1E8 1E-8 1 0.4 0.25 

由于 ABAQUS 所提供的黏弹性本构方程是基于

松弛剪切模量 Prony 级数形式的积分型本构方程，与

本文所用线性微分型 PTh 模型有所不同。因此，参考

潘晓明等[22]的研究工作，将表 3 中所提供的整数阶

PTh 模型参数转化为可供 ABAQUS 调用的输入参数，

即 Prony 级数的相关参数 1g 和 1 ，此时在 ABAQUS
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黏弹性材料模块中，上、下两层岩体对应输入的 Prony

级 数 的 相 关 参 数 为 1 1

1 10.571 =4E5sg = ， 和

2 2

1 10.625 =5E6sg = ， 。另外，在桩-岩共同作用的分

析中，由于桩-岩接触面存在有效应力及侧摩阻力，因

此在分析中应同时设置接触面的切向行为及法向行

为。由于桩侧与岩体的接触面不会出现贯入的情况，

因此这里法向采用“硬接触”连接，切向采用“Rough”

连接。为了便于对比分析，此处定义无量纲时间为

( )1 2

0 1

P

v v wE k t D = ， 无 量 纲 承 台 位 移 为

1

0
16 P

z v z
w E Du V = ，无量纲桩顶荷载 ( )

16
i

V V V = ，其

中 1

0

P

vE 和 1vk 分别为上层岩体的竖向黏弹性模量及渗

透系数。 

图9和图10所示分别为嵌岩群桩承台竖向位移及

各基桩桩顶荷载随时间的变化规律。通过对比可知，

本文计算所得结果与 ABAQUS 结果较为吻合，进一

步验证了本文理论和计算方法的正确性。 
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图 9 群桩承台竖向位移-时间关系对比 

Fig.9 Comparison of vertical displacement-time relationship of 

pile cap 
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图 10 群桩中各基桩桩顶荷载-时间关系对比 

Fig.10 Comparison of pile top load-time relationship 

由于黏弹性饱和岩土介质中嵌岩群桩的试验研究

还未见文献报告，为了更进一步地验证本文理论与计

算方法能适用于实际工程，将本文理论退化到嵌岩单

桩，并与张良翰等[23]的现场实测结果进行对比。张良

翰等[23]曾以戛洒江特大桥 4 号桥墩试桩为例，开展了

嵌岩单桩竖向承载力现场测试，试桩地点在主桥 4 号

桥墩基础附近，试桩所处的岩土层参数如表 4 所示。

其它相关计算参数如下：基桩长 71mL = ，桩径

2.2mD = ，桩身弹性模量 30GPapE = 。图 11 中 zu 代

表单桩桩顶的竖向位移。 

表 4  试桩所处的岩土层参数 

Table 4  Parameters of the rock-soil layers of the test pile 

岩土层名称 厚度/m 
剪切模量

/MPa 
泊松比 

碎石土 9.3 38.462 0.37 

粉质粘土 4.9 15.278 0.38 

卵石 10.6 83.333 0.34 

强风化页岩 11.5 37.879 0.28 

中风化页岩 18.4 104.167 0.26 

中风化砂岩 36.3 141.026 0.24 

图 11 所示为本文数值计算结果与张良翰等的现

场试验结果对比。从图中可知，当桩顶外荷载小于

100MN 时，本文结果与现场结果拟合的较好。在这一

阶段，地基处于弹性变形阶段。然而，随着桩顶竖向

荷载的逐渐增大，土体发生塑性变形，此时本文理论

与现场实测结果的差异越来越大。这是因为，本文计

算理论是基于弹性小变形的假设。实际工程中，除了

在巨大荷载作用下岩土体发生塑性变形外，工作荷载

作用下地基一般处于弹性变形状态，因此本文提出的

计算方法适用于大部分实际工程。 
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图 11 试桩试验结果与本文数值结果对比 

Fig.11 Comparison of the pile test results and numerical results in 

this paper 

2.2  分数阶次的影响 

为了研究分数阶PTh模型的分数阶次 对嵌岩群

桩受力变形时效行为的影响，根据文献[3, 24-26]中的现

场实践结果，本节模型参数如表 5 所示。采用图 1 所

示的由3 3 基桩组成的计算模型，此时 Merchant 模型
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的分数阶次为 0.8 保持不变，仅改变分数阶 PTh 模型

的参数。其余参数为：桩径 0.8mD = ，桩长 8mL = ，

嵌岩深度 4m
R

L = ，桩间距 3.2m
p

s = ，基桩弹性模量

30GPa
p

E = 。以下选取三种工况进行研究：（1）

0.6 = ；（2） 0.8 = ；（3） 1 = 。 

表 5  双层黏弹性饱和岩土参数 

Table 5  Parameters of two layered viscoelastic saturated 

rock-soil mass 

材

料 

( )
0

M P

vE / 

MPa 

( )
1

M P

vE / 

MPa 

( )
0

M P

v / 

MPa.s 

( )v hk k= / 

m.s-1 
    ( )vh hv v=  / mh  

土 10 5 1E8 1E-8 1.5 0.4 0.25 4 

岩 5000 2500 1E11 1E-9 2 0.5 0.2 40 

图 12 所示为不同分数阶时各基桩桩顶荷载随时

间的变化规律。从图中可知，随着时间的增加，任意

工况下角桩桩顶反力逐渐增大并趋于稳定，而边桩与

中心桩桩顶反力逐渐减小。另外，分数阶次对各基桩

初始及最终时刻桩顶反力无影响，然而随着分数阶次

的增加，各基桩桩顶反力达到稳定所需的时间逐渐减

小。 
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图 12 分数阶次对各基桩桩顶荷载分配的影响 

Fig.12 Effect of fractional order pm top load distribution of each 

pile 
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图 13 分数阶次对中心桩桩身轴力分布的影响 

Fig.13 Effect of fractional order on the axial force distribution of 

central pile 

图 13 所示为不同分数阶次对中心桩桩身轴力分

布的影响。由图中可知，由于岩土体刚度比的差异，

桩身轴力在岩土分界面附近发生突变。此外，通过对

比可知，黏弹性岩石地基的分数阶次对桩身初始及最

终时刻轴力分布无影响，随着分数阶次的增大，嵌岩

段任意深度处桩身轴力增长速率越大。这主要是因为，

从分数维的角度来看，分数阶次的变化主要表征物体

的不同流动状态，体现了应力-时间关系的非线性特

征。另外，随着时间的增加，浅层土体任意深度处桩

身轴力略有减小，但减小的幅度不大，说明由桩顶传

递到岩土体中的外荷载主要由嵌岩段岩体承担，浅层

土体提供的侧摩阻力很小。因此，在嵌岩群桩的分析

中，当岩土体的刚度比相对较大时，可忽略浅层土体

的影响。 

图 14 所示为不同分数阶次下承台竖向位移随时

间的变化规律。从图中可知，随着时间的增加，承台

位移逐渐增大并趋于稳定。三种工况下群桩承台的初

始位移与最终位移均相同，说明分数阶次对嵌岩群桩

的初始及最终沉降无影响。随着分数阶次的增加，工

况（3）承台达到最终稳定所需的时间最小，而工况（2）

和工况（1）中所需时间依次增加，说明随着分数阶次

的增加，岩土体的沉降速率增大，因此承台达到稳定

变形所需的时间逐渐减小。显然，相比于整数阶模型，

分数阶黏弹性模型能在更广范围内描述岩土介质的流

变特征，针对不同黏弹特性的岩土体，可方便地通过

改变分数阶次来模拟其固结流变特性，具有适用性广、

灵活性强的特点。 
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图 14 分数阶次对嵌岩群桩承台竖向位移的影响 

Fig.14 Effect of fractional order on pile cap's vertical displacement 

2.3  岩体黏弹性参数的影响 

为了研究岩体黏弹性参数对嵌岩群桩受力变形时

效行为的影响，仍采用与 2.2 节一致的计算模型，并

设 计 如 下 四 种 工 况 ：（ 1 ） 0 1 2P P

v vE E = ，

0 1E11MPa sP

v =  ；（2） 0 1 4P P

v vE E = ， 0 1E11MPa sP

v =  ；

（3） 0 1 4P P

v vE E = ， 0 1E12MPa sP

v =  ；（4）横观各向
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同性弹性岩体，且弹性模量 7.5GPavE = 。四种工况下

岩体的终态模量相同，均为 0 1= =7.5GPaP P

v v vE E E + 。土

体与基桩的参数与 2.2 节相同。 
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图 15 岩体黏弹性参数对基桩桩顶荷载分配的影响 

Fig.15 Effect of viscoelastic parameters of rock mass on load 

distribution of each pile top 

图 15 所示为不同工况下群桩中各基桩桩顶荷载

随时间的变化规律。从图中可知，任意时刻角桩桩顶

反力最大，边桩次之，中心桩最小，且随着时间的增

加，角桩荷载逐渐增大并趋于稳定，而边桩与中心桩

则逐渐减小，各基桩桩顶反力差异逐渐增大。对比工

况（1）和工况（2）可知，工况（2）中各基桩桩顶反

力差异更大；而对比工况（2）和工况（3）可知，两

种工况下最终时刻各基桩桩顶反力差异相同，但工况

（2）各基桩桩顶反力达到最终时刻所需时间较短。而

对于工况（4），由于是弹性地基，各基桩桩顶反力很

快便达到最终稳定，且桩顶反力差异最小。同时还可

看出，中心桩桩顶反力受岩体黏弹性参数的影响更为

显著；因此，在实际工程中，应加强对中心桩应力的

监测。 
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图 16 岩体黏弹性参数对承台竖向位移的影响 

Fig.16 Effect of viscoelastic parameters of rock mass on pile cap's 

vertical displacement 

图 16 所示为不同工况下承台竖向位移随时间的

变化规律。通过对比可知，四种工况下承台初始沉降

均相同，而对比工况（1）和（2）可知，工况（1）最

终沉降相对较小，说明承台的竖向位移受 PTh 模型中

0 1

r r

v vE E 的控制，且随着模量比的增加，承台最终沉降

也逐渐增大。对比工况（2）和（3）可知，两者的最

终沉降均相同，但工况（2）达到最终沉降所需时间最

短，说明岩体的黏滞系数 0v 仅影响承台的沉降速率，

但对最终沉降无影响。而工况（4）中承台的最终沉降

相比与初始沉降略有增加，承台变形的时效性不显著。

因此，在嵌岩群桩设计与施工过程中，要重视岩体流

变特性的影响。 

3  结论 
针对黏弹性饱和岩土介质与竖向受荷嵌岩群桩相

互作用时效问题，本文引入分数阶 Merchant 模型和分

数阶PTh模型来描述浅层土体与下部岩体的黏弹性行

为，并结合李氏比拟法和积分变换技术，推导了分数

阶黏弹性饱和岩土体与竖向受荷嵌岩群桩相互作用时

效问题的解答。通过与已有文献、ABAQUS 结果以及

现场实测结果进行对比，验证了本文理论和计算方法

的正确性，然后设计算例讨论了分数阶次以及岩体黏

弹性参数对群桩受力变形的影响规律，并得到如下结

论： 

（1）随着分数阶次的增加，群桩各基桩桩顶反力、

桩身轴力以及承台竖向位移达到最终稳定所需的时间

逐渐减小，但其初始及最终值却不受分数阶次影响。

相比于整数阶，选择恰当的分数阶次能更好地描述岩

土地基的流变特性。 

（2）在终态模量 vE 相同的情况下，黏弹性参数

0 1

r r

v vE E 越大，则承台最终位移及各基桩桩顶反力差异

越大。黏滞系数 0v 的变化仅影响群桩位移及各基桩桩

顶反力的发展进程，但不会影响其最终状态。 

（3）对于弹性饱和岩土中的嵌岩群桩，承台达到

最终沉降所需时间较短。而黏弹性饱和岩土中的嵌岩

群桩，承台变形随时间缓慢发展的。随着时间的增加，

各基桩桩顶反力逐渐增大并趋于稳定。因此，在实际

工程中，应重视岩土介质流变的影响。 
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