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摘  要：岩土工程常涉及土体大变形问题，采用基于小变形假设的有限元法对其进行分析会产生较大计算误差或因网

格畸变而导致计算中断。分解任意拉格朗日-欧拉（ALE）法将网格变形与材料变形分离，分别执行更新拉格朗日（UL）

步与欧拉步以便克服网格畸变引起的计算精度降低或计算终止问题。将稳定节点光滑有限元（NsFEMstab）法与 ALE

法相结合，提出一种新的 NsFEMstab-ALE 法，并提出一种用于网格自适应调整策略的动态布点法。以刚性基础地基大

变形问题为例，对 NsFEMstab-ALE 进行检验，数值结果表明：（1）基于网格自适应调整策略的动态布点法能够有效

解决大变形引起的网格畸变问题，实现网格疏密平滑过渡，确保大变形模拟过程中整个网格单元具有良好质量；（2）

应用 NsFEMstab-ALE 法时，能够获得与参考文献相符荷载-位移响应曲线以及合理的等效塑性应变云图和网格变形图。 
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Abstract: Large deformation of soil mass has been often encountered in geotechnical analysis. When the small deformation 

assumption-based finite element method is applied to such large deformation analysis, the computational errors can be 

accumulated or the computational process may be terminated due to mesh distortion. In the decoupled arbitrary 

Lagrangian-Euler (ALE) method with separated mesh deformation and material deformation, the updated Lagrangian (UL) step 

is implemented followed by the Euler step to overcome the reduced computational accuracy or the computational termination 

caused by mesh distortion. By combining the stabilized node-based smoothed finite element method (NsFEMstab) with the 

ALE method, a novel NsFEMstab-ALE method is proposed, and furthermore a dynamic placement approach of nodes for the 

adaptive remeshing strategy is developed. Based on a rigid footing resting on ground involving large deformation, the method 

of NsFEMstab-ALE is examined, and numerical results show that: (1) by applying the dynamic placement method of nodes, the 

mesh distortion caused by large deformation can be effectively resolved, the smooth mesh transition from fine-mesh area to 

coarse-mesh area can be realized, and the good element quality in the whole mesh during the entire deformation process can be 

guaranteed. (2) the load-displacement curves predicted by the NsFEMstab-ALE method agree well with those in the literatures, 

and the equivalent plastic strain contours and deformed meshes calculated by the NsFEMstab-ALE method are rational. 

Key words: large deformation of soil mass; stabilized node-based smoothed finite element method; implicit finite element 

framework; adaptive remeshing; arbitrary Lagrangian-Eulerian 

0  引    言 

土体接近破坏或软土承受较大外荷载时会呈现大

变形特征。采用基于小变形假设和拉格朗日描述的常
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规有限元法计算这类大变形问题时不仅会产生较大误

差，还可能因网格畸变导致计算中断。拉格朗日有限

元法采用随物体运动的参考系，即跟随某一个物质点

运动，观察该点状态随时间的变化[1-3]。欧拉有限元法

则采用固定不动的参考系，即观察某一时刻各空间点

处连续介质的状态，随着时间的推移，研究这些点处

介质的物理力学量的变化。但欧拉描述不关注物质点

的轨迹，计算网格与物质独立，难以捕捉物体边界和

材料界面。将拉格朗日有限元法和欧拉有限元法的优

势相结合可以获得耦合欧拉 -拉格朗日（Coupled 

Eulerian-Lagrangian, CEL）法和任意拉格朗日欧拉

（Arbitrary Lagrangian-Eulerian, ALE）法。1989 年，

Benson[4]提出分解ALE法，该方法因其计算成本较低，

成为较为流行的大变形计算方法。分解 ALE 法通过区

分网格位移和物质点位移来克服网格畸变，通过分离

网格和物质点位移以使网格与物质点的连接是任意

的。该方法包括拉格朗日步和欧拉步：结点坐标通过

拉格朗日步计算的增量位移进行更新；在欧拉步中，

针对扭曲网格进行网格重划分，将所有状态变量从旧

网格重新映射到新网格。 

近年来，ALE 法已成功应用于岩土体大变形分

析。例如，刘开富[5]通过 ALE 法分析了基坑放坡开挖

大变形破坏性状，为实际工程提供了指导。Nazem 等
[6]将分解ALE法应用于单桩打入等一些经典大变形岩

土工程问题，验证了该方法的有效性。王腾等[7]采用

ABAQUS 内置的 ALE 法模拟了深水井口导管的贯入

过程和导管-土体黏性接触面的摩擦疲劳效应，分析了

摩擦疲劳对导管贯入阻力的影响。刘顺[8]在研究地基

液化大变形和地铁车站地震液化上浮响应问题时应用

了分解 ALE 法，验证了该方法的适用性。 

采用常规有限元法（Finite Element Method, FEM）

开展岩土体受力变形分析时，通常采用二次单元类型

来保证计算精度，近年来提出的节点光滑有限元法

（ Node-Based Smoothed Finite Element Method, 

NsFEM）[9]则采用低阶线性单元，并能保证较好的计

算精度。NsFEM 利用单元节点作为光滑域的积分点，

除了位移变量外，应力和应变变量也存储在节点上。

由于独特的优点，NsFEM 已应用于求解一些岩土工程

问题。例如，Meng[10]等研究了多重接触约束，并模拟

了带拉伸切割的粘性界面，用于分析埋在黏土中的管

道承载力。然而研究表明，NsFEM 组装的整体刚度偏

软引起“时间不稳定”[11]或整体刚度不均匀[12]。为解决

NsFEM 中与节点积分相关的数值不稳定，一些学者提

出了改进稳定性和数值精度的稳定 NsFEM（记为

NsFEMstab），并将其应用于不同问题[13]，但已提出的

NsFEMstab 大多基于显式有限元框架。 

本文采用泰勒级数展开与割线剪切模量相结合，

在隐式有限元框架内建立一种 NsFEMstab[14]，进而提

出一种计算成本较低的 NsFEMstab 分解 ALE 法

（NsFEMstab-ALE）并将其应用于岩土体大变形分

析。为了解决网格畸变问题，提出一种网格调整策略，

使其能够实现网格疏密的平滑过渡。以刚性基础地基

大变形沉降问题为例，将基于三节点三角形（T3）单

元类型的 NsFEMstab-ALE 与目前常用的基于 6 节点

二次三角形单元（T6）类型的 FEM-ALE(T6)进行对比，

验证了所提方法的有效性。 

1  分解 ALE 法概述 

1.1  基本理论 

基于算子分离技术的分解 ALE 方法将复杂的控

制方程分解为简单的步骤，可使大变形分析成本降低

两倍，而精度不会有明显损失，提高 ALE 法的灵活性

和适用性，处理复杂的岩土工程问题。分解 ALE 法中，

材料位移和网格位移独立求解，涉及更新拉格朗日

（UL）步和欧拉步两个步骤。 

在 UL 步中，忽略对流项，通过如下平衡方程求

解材料位移，并忽略网格位移项，即 
p p ext = K u F                 (1) 

式中，Kp为与材料位移up 相关的刚度矩阵，而 extF

为增量外荷载。UL 步完成后，进行有限元网格畸变

判断，若需要进行网格重划分，可使用网格自适应技

术使新网格满足质量要求。之后，将场变量从旧网格

映射到新网格，对映射后的应力进行屈服准则检查，

并检查和修正节点处的力平衡。 

1.2  更新拉格朗日格式 

基于拉格朗日增量分析，采用虚位移（功）原理

来描述物体在 t+t 时刻的平衡条件，则有 

δ d = δ d δ d
t t t t t t

t t t t t t t t

ij ij i i i ib u p u 
+ + +

+ + + +

  
 +    (2) 

式中，带有左上标 t+t 的量表示 t+t 时刻的变量（或

物理量），例如，t+tij 和 t+tij 分别为 t+t 时刻柯西

应力张量和对应虚位移的应变张量；t+t、t+tΓ、t+tbi

和 t+tpi 分别表示 t+t 时刻的体积、面力作用的表面

积、体力分量和面力分量；ui 为虚位移向量分量。式

(2)等号左侧表示虚内能，等号右侧表示外部虚功，体

现了物体在 t+t 时刻的平衡或能量守恒。 

在小变形假设下，假定体系构型保持不变。然而，

大变形分析中，虚功方程包含了未知位移增量的复杂

非线性函数，难以直接求解 t+t 时刻的构型。因此，

需要在已知平衡构形基础上对相应方程进行线性化处

理，可得到一个近似解，然后通过迭代来提高其求解

精度。理论上，可以采用任何已知的平衡构形，但在
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UL 格式中，有限元网格随着结构变形而更新。因此，

求解 t+t 时刻的位移时，选择其前一步 t 时刻对应的

变量作为参考构形进行计算。如上所述，左上标表示

变量所在（时刻）的构形，左下标表示变量相对于参

考（时刻）构型进行度量。UL 格式的基本方程为 

δ d
t t

t t t t t t

t ij t ijS W
+

+ + +


 =         (3) 

式中，t+tW 为 t+t 时刻的外部虚功， t t

t ijS+ 为 t+t

时刻的第二 Piola-Kirchhoff 应力张量相对于 t 时刻的

增量，且有 
t t t

t ij ij t ijS S+ = +  with t t

ij t ijS =       (4) 

式中， t

ij 和
t ijS 分别为 t 时刻的柯西应力张量和第二

Piola-Kirchhoff 应力增量。应变增量 t t

t ij
+ 可分解为 

t t

t ij t ij t ije + = +               (5) 

式中，teij 和 tij 分别为 t 时刻的线性应变和非线性应

变，分别定义为 

1

2

ji
t ij t t

j i

uu
e

x x

 
= + 

   

, 
1

2

k k
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i j

u u

x x


  
=  
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  (6) 

将式（4）和式（5）代入式（3），可得 

δ d + δ d δ d
t t t

t t t t t t

t ij t ij ij t ij ij t ijS W e   + +

  
  = −     (7) 

将本构关系 t t

t ij t ijkl t klS D += 近似为
t ij t ijkl t klS D e= 并代

入上式，可得 

δ d + δ d δ d
t t t

t t t t t t

t ijkl t kl t ij ij t ij ij t ijD e W e   + +

  
  = −    (8) 

式中， t ijklD 为 t 时刻的本构矩阵。对上述方程中包含

未知位移增量的项进行线性化近似处理，则有 

δ =δt t

t ij t ije+               (9) 

将其代入式(8)，可得 UL 格式的线性化方程为 

δ d + δ d δ d
t t t

t t t t

t ijkl t kl t ij ij t ij ij t ijD e e W e  +

  
  = −     (10) 

式中，柯西应力张量 t

ij 由 t t t

ij ijkl t klD = 计算获得，

其中 t

t kl 为 Almansi 应变，其定义为 

0 00 01

2

t tt t
j jt k l

t kl t t t t

l k k l

u uu u

x x x x


   
= + − 
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    (11) 

经有限元离散后，NsFEMstab 在 UL 格式下的矩

阵方程可写为 

L NL ext intˆ ˆ ˆ( )t t t t t++  = −K K u F F      (12) 

式中， Lˆt K 为 NsFEMstab 在 t 时刻的线性应变刚度矩

阵，可表示为 

( )

 

L L L L s

1 1

s 2

L L

, ,

1 ,

ˆ ˆ

4

nn nn
T

t t t t t t

j j j j

j j

t tnn
j j t t t
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= 
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 
+  

 
 

 

 

K K B D B

B D B

   (13) 

式中， L L

,

t t

j h j h=  B B  (h{x, y})是第 j 个节点沿 h 方

向的光滑应变-位移矩阵梯度。 NLˆt K 为 NsFEMstab 在

t 时刻的非线性应变刚度矩阵，定义为 

( )NL NL NL NL

1 1

ˆ ˆ ˆ d
t

ie

nn nn T tt t t t t

j j j

j j


= =

= =  K K B σ B   (14) 

节点力向量矩阵 intˆt F 可表示为 

( )

 
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2  网格自适应调整与分解ALE实施流程 

将 NsFEMstab 方法与分解 ALE 法相结合，可降

低分解 ALE 法计算成本，有助于改善有限元分解 ALE

法不同网变量格映射的精度和计算效率。 

2.1  网格单元质量评估 

(a)  

(b)  
图 1 网格质量评估参数: (a)长细比; (b)斜度 

Fig.1 Parameters for mesh quality assessment: (a) aspect ratio; (b) 

skewness 

在 UL 步计算完成后，可通过计算变形网格长细

比和斜度等度量指标对网格质量进行评估。三角形单

元长细比可定义为单元最长边 lmax 除以其最小高度

hmin，如图 1(a)所示，可定义第 e 个单元长细比 Ar 为 

( )
( )

( )  max
r

min

, 1,

e
e

e

l
A e Nels

h
=         (16) 

式中，上标(e)表示第 e 个单元。一般而言，当长细比
( )  r 1, 3
e

A  时，可视为网格单元的质量良好。斜度是

一种相对于理想单元（即等边三角形）的角度度量，

其计算采用三角形单元的最小角度min 与 90之差来

表示，即 

( ) ( )  k min , 1,
2

e e
s e Nels


= −        (17) 

式中， ( )
min 1 2 3 4 5 6min[ , , , , , ]

e
      = 表示单元 e 内每个

节点与其对边中点连线同连接其他两侧中点的线段之

间的夹角的最小值。图 1(b)仅展示了1 和2 角度，其

他角度类似。通常，当 ( )  k 0, 0.25
e

s  时，该网格单元

质量较好。 

若变形网格满足以下条件之一，采用 h 自适应网
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格重划分（即保持单元类型不变而改变网格密度的）

技术进行网格调整： 

（1）网格畸变率大于其允许值：定义网格畸变率

(Rd)为单元长细比 Ar>3.0 或斜度 Sk>0.7 的单元数除以

总单元数，网格畸变率允许值可设为 Rd_allowed = 

0.2%。 

（2）个别单元出现较大畸变：即变形网格中出现

单元长细比 Ar>7.0 或斜度 Sk>0.8。 

2.2  动态布点法 

针对无网格离散的可变密度节点布局，Fornberg

和 Flyer[15]提出了一种快速布点方案。该算法从几何区

域内的节点布置出发，能够在特征点周围迅速实现节

点的布置，避免了对节点位置进行迭代求解。因此该

算法具有算法简便、计算高效、生成的节点分布质量

高等优点。然而通过上述快速布点方案进行 Delaunay

三角化来生成有限元网格时，可能导致边界处三角形

网格质量较差。鉴于此，提出一种改进快速布点方案

或称为动态布点法，并将其用于分解 ALE 法中的网格

动态调整。 

动态布点法作为一种前进型算法，其流程如下： 

（1）首先，沿着区域底边相对密集地随机布置一

系列潜在点位置（pdp）；然后，按以下步骤（2）~（5）

执行，直至 pdp 的最低点位于区域顶边之上。 

（2）确定 pdp 中的最低点（若最低点有多个 pdp，

可任选一个），标记为 low_pdp，并将该点作为新的放

置点，如图 2(a)。 

（3）以步骤（2）标记的 low_pdp 点为中心，绘

制一个半径为 rlow 的圆，该圆半径应与所需的节点间

距相匹配，这里定义为 rlow = 0.1+ hbdy*dis_ctps_p，

hbdy 为网格密度控制参数，dis_ctps_p 为 low_pdp 点

到加密特征点的距离，如图 2(b)。 

（4）保留圆心点 low_pdp，移除该圆内的所有其

他 pdp；将图中圆外剩余 pdp 标记为 old_pdp，如图

2(c)。 

（5）确定 low_pdp 点与圆两侧最近 old_pdp 点的

连线，两个连线在圆上截取一段圆弧；在该圆弧上均

匀放置 5 个新的 new_pdp（实心圆点），然后将 old_pdp

与 new_pdp 更新为 pdp，如图 2(d)。 

 

 
图 2 动态布点法示意图 

Fig.2 Schematic diagram for dynamic placement of nodes 

基于上述动态布点法仅能获取区域内部的点，对

于边界的布点，根据需要可采用如下两种方案： 

（1）均匀布点：适用于距离加密特征点较远的

边界。采用这种方案可均匀布置边界上的节点，确保

远域边界有相对均匀的节点分布。 

（2）渐变加密布点：适用于距离加密特征点较

近的边界。该方案按等比数列（或近似等比数列）方

式逐步增加节点密度，采用这种方案可使边界节点密

度逐渐变化，更好地适应密网格和粗网格之间的过渡

需要。 

选择两种方案中哪一种取决于边界至加密特征点

的距离，以确保在整个计算区域内得到与内部点分布

较为接近的节点密度。获得区域内部和边界上的节点

后，还需要对已有边界节点进行动态调整以改善边界

单元质量。 

2.3  变量映射 

 

图 3 NsFEMstab 变量插值示意图 

Fig.3 Schematic diagram for variable mapping in 

NsFEMstab 

分解 ALE 法的欧拉步中，网格重划分后会形成一

个更高质量的新网格，并需要将应力、应变和位移等

变量从旧网格映射到新网格。新网格单元积分点上的

变量值（目标场）需要从旧网格单元积分点上的已知

变量值（参考场）插值获得。如图 3 所示，NsFEMstab

的应力和应变均存储在单元节点上，在对其进行不同

网格之间变量映射时，与位移插值类似。例如，对于

新网格任一点 x，该点某应力分量可表示为 

( ) ( )
3

new old

1

j j

j

N 
=

=x x           (18) 

用于插值的积分点 

待插值积分点 

N1 

N2 N3 

x 

旧网格单元 

新网格单元 

(c) (d) 
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式中，Nj为 T3 单元节点 j 的形函数， old

j 为 x 点所处

于的旧网格单元的节点 j 的某应力分量。 

2.4  分解 ALE法实施流程 

分解 ALE 法可在常规弹塑性有限元程序基础上

扩展实现，并同时考虑材料和几何非线性。采用增量

有 限 元 法 时 ， 每 个 荷 载 增 量 步 可 应 用 如

Newton-Raphson（NR）等非线性迭代法进行求解。分

解 ALE 法的实现具体如图 4 所示。 

 

图 4 分解 ALE 法流程图 

Fig.4 Flowchart of the decoupled ALE method 

在每个荷载增量步中，首先求解 UL 格式的非线

性控制方程，计算获得位移增量和相应的应变增量,

然后根据应力点积分算法计算应力增量，并进行体系

平衡检查。体系平衡后对有限元网格质量进行评估，

若网格畸变明显且满足前述网格调整准则，需进行网

格调整加密。重新生成网格后，需将变量和状态参数

从旧网格映射到新网格。由于新网格拓扑信息（包括

网格单元总数、节点数及其坐标等）与旧网格不同，

程序实现时需重新定义存储数组的维度。 

需要强调的是，对于弹塑性材料，重新映射的变

量可能会违反应力点屈服条件和新网格体系平衡。若

新旧网格间变量映射后发现应力点位于屈服面之外，

采用应力修正算法[16]将其修正回屈服面。除了进行应

力修正使其满足屈服条件外，还需要进行 NR 迭代使

整个体系满足受力平衡。 

3  数值算例  

 

图 5 刚性基础下的均质土地基几何尺寸 (Nels=208) 

Fig.5 Geometry of a rigid smooth strip footing resting on 

homogeneous ground (Nels=208) 

以图 5 中不排水均质土地基上刚性条形基础为

例，基底与地基之间为光滑接触，地基土采用理想弹

塑性摩尔库伦（Mohr-Coulomb，MC）模型模拟，该

模型有限元网格单元总数为Nels=208。不排水条件下，

土的弹性模量和泊松比分别为 Eu=100 kPa 和

vu=0.495，黏聚力和内摩擦角分别为 cu=1 kPa 和u=0°。

地基边界采用标准约束条件（即左右边界上任何点只

能发生竖向位移，而底边界上任何点两个方向位移均

被约束），刚性基础总的竖向位移为 0.5B (或 1.0m)。

采用六种方法对该问题进行模拟分析，包括基于小变

形假设的 FEM(T6)和 NsFEMstab、考虑几何非线性的

FEM-UL(T6)和 NsFEMstab-UL 以及具有网格自适应

调整功能的 FEM-ALE(T6)和 NsFEMstab-ALE。需要

强调的是，上述六种方法中，若名称中包含(T6)表明

该方法采用 T6 单元类型，否则采用的是 T3 单元类型。

该地基初始有限元网格包含 208 个三角形单元，采用

T6 单元类型时网格包含 455 个节点，采用 T3 单元类

型时网格包含 124 个节点。前四种方法不具备网格自

适应调整功能，在整个加载过程中不进行网格重划分；

加载过程中，若网格畸变明显并满足前述网格调整准

则时，具有网格自适应调整功能的 FEM-ALE(T6)和

NsFEMstab-ALE 可根据动态布点法进行网格自适应

调整。针对本算例，加载结束时，FEM-ALE(T6)对应

的 网 格 包 括 826 个 单 元 和 1737 个 节 点 ，

NsFEMstab-ALE对应的网格包括 812 个单元和 451个

生成初始网格，初始化增量步 p=1 

求解 UL 格式的控制方程 

网格质量评估 

网格重划分 

到达最终步？ 

新网格中的状态变量内存分配 

检查应力点局部塑性条件及体系平衡 

是 

是 

否 

否 

p=p+1 

欧拉步 

需要网格调整？ 

输出计算结果 

5B 

5B B=2m 

B/2 光滑接触 
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节点。 

 

图 6 由 FEM(T6)、FEM-UL(T6)、FEM-ALE(T6)、NsFEMstab、

NsFEMstab-UL 和 NsFEMstab-ALE 计算获得的荷载-位移曲线 

Fig.6 Load-displacement curves calculated by FEM(T6), 

FEM-UL(T6), FEM-ALE(T6), NsFEMstab, NsFEMstab-UL and 

NsFEMstab-ALE 

图 6 给出 FEM(T6)、FEM-UL(T6)、NsFEMstab、

NsFEMstab-UL、FEM-ALE(T6)和 NsFEMstab-ALE 计

算获得的荷载-位移曲线，其中横坐标表示无量纲承载

力 q/cu，纵坐标为归一化位移加载 uy/B。图中也给出

Prandtl 与 Meyerhof 理论解，分别为 5.14cu 和 8.28cu。

在给定网格密度条件下，基于小变形假设的

NsFEMstab 和 FEM(T6)计算的承载力均高于 Prandtl

理论解，但又均低于 Meyerhof 理论解，且 NsFEMstab

计算的承载力略高于 FEM(T6)。考虑几何非线性的

FEM-UL(T6)和 NsFEMstab-UL 计算的承载力明显更

高，且约在 uy/B=0.3 后，两种方法计算的曲线均高于

Meyerhof 理论解，表明大变形导致的网格畸变已显著

影响承载力计算结果。引入网格自适应调整技术后，

网格畸变导致的计算误差显著降低，FEM-ALE(T6)和

NsFEMstab-ALE 计算结果均介于 Prandtl 理论解和

Meyerhof 理论解之间，展示了分解 ALE 法的应用效

果。需要强调的是，与一些采用 h 自适应网格技术的

文献（如[17]）观察一致：每次网格自适应调整时，

受网格重划分和变量映射影响，计算获得的荷载-位移

曲线对应点会呈现一定程度的波动。例如，图 6 中，

FEM-ALE(T6)计算过程中网格重划分共计 13 次，分

别对应基底位移为 uy=0.41m、0.42m、0.43m、0.46m、

0.47m、0.48m、0.58m、0.67m、0.76m、0.83m、0.84m、

0.88m 和 0.89m; 而 NsFEMstab-ALE 网格重划分共 14

次，分别对应基底位移为 uy=0.42m、0.43m、0.44m、

0.47m、0.48m、0.49m、0.53m、0.63m、0.64m、0.79m、

0.84m、0.85m、0.89m 和 0.9m。为进一步验证分解

ALE 法的有效性，将其计算结果与参考文献数值结果

进行对比，如图 7 所示。本文 FEM-ALE(T6)的计算结

果与 Kardani 等[17]的 FEM-ALE(T6)计算结果较为接

近，两者差别主要由网格密度及网格调整方案差异造

成。粒子有限元法 PFEM(T3)[18]和节点光滑粒子有限

元法 SNS-PFEM(T3)[19]计算的曲线结果在地基近破坏

阶段比较接近，但在基底压密阶段 PFEM(T3)与其他

方法结果偏差较大。NsFEMstab-ALE 计算的曲线结果

则比 Kardani 等[17]和 PFEM(T3)[18]的曲线结果略大，

而比 FEM-ALE(T6)的曲线结果略小。上述方法计算的

曲线均位于 Prandtl 理论解和 Meyerhof 理论解之间，

验证了本文数值方法的可靠性。 

 

图 7 由 FEM-ALE(T6)、NsFEMstab-ALE 和其他数值方法计算

获得的荷载-位移曲线 

Fig.7 Load-displacement curves calculated by FEM-ALE(T6), 

NsFEMstab-ALE and other numerical methods 

表 1 FEM-ALE(T6)与 NsFEMstab-ALE 的网格自适应调整对比 

Table 1 Comparison of adaptive remeshing of FEM-ALE(T6) and 

NsFEMstab-ALE 

计算方法 单元数量 节点数量 积分点数量 

 初始

步 

最终

步 

初始

步 

最终

步 

初始

步 

最终

步 

FEM-ALE(T6) 208 826 455 1737 624 2478 

NsFEMstab-ALE 208 812 124 451 124 451 

表 1 给出 FEM-ALE(T6)和 NsFEMstab-ALE 两种

方法网格自适应调整对比。在加载最终步，两者的网

格单元数相差不大，但整个加载计算过程中

FEM-ALE(T6) 的节点数约为 NsFEMstab-ALE 的

3.67~3.85 倍， FEM-ALE(T6) 的积分点数量约为

NsFEMstab-ALE 的 5.03~5.49 倍。因为有限元计算的

自由度数量与节点数密切相关，在加载和网格自适应

调整过程中，采用 T3 单元类型的 NsFEMstab-ALE 相

比 FEM-ALE(T6)具有更少的自由度数与积分点数，因

此 NsFEMstab-ALE 计算成本更低。 
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表 2 给出了不同方法在最终步结束后网格质量对

比，包括网格畸变率(Rd)，最大单元长细比 max_Ar 

= ( )( )

rmax eA  (e[1, Nels]) 和 最 大 斜 度 max_sd 

= ( )( )

dmax es  (e[1, Nels])。图 8 展示了 FEM-ALE(T6)

和 NsFEMstab-ALE 在自适应网格方案中的动态布点

和网格加密演变，分别为网格重划分 1 次、5 次、8

次和 10 次后的有限元网格。随着基底约束位移的增

加，初始网格中原本质量较好的单元开始扭曲，当满

足网格调整准则时，启动布点加密和边界网格平滑处

理。结合表 2 的网格质量度量指标和图 8 中各方法的

网格重划分可以看出，最终步结束后，FEM-ALE(T6)

获 得 的 指 标 分 别 为 Rd=0.12 、 Max_Ar=3.78 和

Max_Sd=0.67，而 NsFEMstab-ALE 获得的指标分别为

Rd=0.25、Max_Ar=3.31 和 Max_Sd=0.61，相比其他方

法，两种方法的三个网格质量度量指标明显更接近指

标最优值（即 Rd=0.0、Ar= 2 3 和 sk=0.0）。因此，本

文提出的网格自适应技术能够在确保单元质量条件下

实现网格自动加密，确保土体局部发生大变形时，数

值计算仍能满足精度要求。 

表 2 不同方法在最终步结束后网格质量对比 

Table 2 Comparison of mesh quality in different calculation 

methods after the final calculation step 

计算方法 Rd max_Ar max_sd 

FEM(T6) 9.62 37.74 0.97 

NsFEMstab 8.65 246.7 0.99 

FEM-UL(T6) 6.25 41.66 0.97 

NsFEMstab-UL 10.10 18.39 0.94 

FEM-ALE(T6) 0.12 3.78 0.67 

NsFEMstab-ALE 0.25 3.31 0.61 

 

(a) (b)  

(c) (d)  

(e) (f)  

图 9 不同方法计算获得的等效塑性应变云图 

Fig.9 Contours of the equivalent deviatoric plastic strain calculated 

by different methods 

 

 FEM-ALE(T6) NsFEMstab-ALE 

 

 

 

 

 

 

(a)   

 

 

 

 

 

 

(b)   

 

 

 

 

 

 

(c)   

 

 

 

 

 

 

(d)   
图 8 自适应网格方案中的动态布点和网格加密演变：(a)1 次重

划分后；(b) 5 次重划分后；(c) 8 次重划分后；(d) 10 次重

划分后 

Fig.8 Dynamic placement of nodes and mesh refining in the 

adaptive remeshing scheme: (a) after remeshing one time; (b) after 

remeshing 5 times; (c) remeshing 8 times; (d) after remeshing 10 

times. 

FEM(T6) NsFEMstab 

FEM-UL(T6) NsFEMstab-UL 
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图 9 所示为六种方法对应的加载最终步后等效塑

性应变云图，各种方法得到的等效塑性应变全场值均

在合理范围内。FEM(T6)与 NsFEMstab 的云图分布及

其展示的地基破坏形态相似，两种方法存在的差异主

要与地基接近破坏时网格畸变带来数值误差相关，如

图 9(a-b)所示加载边界附近单元畸变严重甚至发生了

交叉重叠，表明基于小变形假设的数值方法不再适用

于该类大变形问题。如图 9(c-d)所示，相比 FEM(T6)

和 NsFEMstab，FEM-UL(T6)和 NsFEMstab-UL 计算的

网格变形（包括竖向位移分布）有所改善，表明在进

行大变形分析时考虑几何非线性是必要的，然而，网

格 畸 变 仍 旧 存 在 ， 仍 会 导 致 FEM-UL(T6) 和

NsFEMstab-UL 出现较大计算误差。采用分解 ALE 法

后，通过网格自适应调整能够解决大变形网格畸变问

题，使大变形问题计算精度得到明显改善。从图 9(e-f)

可以看出，由 FEM-ALE(T6)和 NsFEMstab-ALE 计算

获得的等效塑性应变云图和网格变形图能够给出合理

的等效塑性应变和地基沉降变形数值结果。4  小    

结 

将 NsFEMstab 与分解 ALE 法相结合，提出适用

于大变形分析的 NsFEMstab-ALE 法，该方法涉及 UL

格式推导、网格自适应调整策略和新旧网格之间的变

量映射方案。将 NsFEMstab-ALE 法应用于刚性基础

地基大变形问题，获得如下主要结论： 

（1）NsFEMstab-ALE 法中采用 NsFEMstab 是因

为该方法采用三节点三角形（T3）单元类型，且位移、

应力和应变等变量均存储在单元节点上，该类型有限

元法在保证数值精度的同时，也有助于提高 ALE 计算

过程中新旧网格之间的变量映射效率。 

（2）针对大变形网格畸变情况，提出一种用于网

格自适应调整的动态布点法，能够实现网格疏密区的

平滑过渡，确保大变形模拟过程中每次重划分网格均

具有良好的网格单元质量。 

（3）以刚性条形基础地基极限承载力问题为例，

对所提出 NsFEMstab-ALE 法进行验证，并与

FEM-ALE(T6) 法进行对比分析。结果表明，将

NsFEMstab-ALE 法（或 FEM-ALE(T6)法）与自适应

网格重划分技术相结合，能够获得与参考文献相符的

荷载-位移响应曲线，并获得合理的等效塑性应变云图

和网格变形图。 
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