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基于相似变换法的半无限空间饱和土一维热固结解析解 
韩  涛 1, 2, 3，周  扬*1, 3，卢萌盟 1 

（1. 中国矿业大学力学与土木工程学院，江苏 徐州 221116；2. 中国矿业大学深地工程智能建造与健康运维全国重点实验室，江苏 徐州 221116； 

3. 深地科学与工程云龙湖实验室，江苏 徐州 221116） 

摘  要：针对半无限空间饱和土在表面外荷载及变温作用影响下的一维热固结过程，考虑两类传热及渗流边界条件，

给出了温度及超静孔压耦合演化过程的基本方程。引入组合变量对耦合方程进行了解耦，应用相似变换法获得了组合

变量在半整数次幂函数边界条件下的通解，并基于该通解构建了任意幂级数形式荷载及边界条件下温度与超静孔压的

解析解答。通过文献进行了对比验证，随后应用本解答计算分析了半无限空间饱和土在表面正弦温度及热流边界作用

下土中温度及超静孔压的耦合响应特性，结果表明：土体变形功项对传热方程贡献很小，对温度及超静孔压演化的影

响基本可以忽略；固结方程中温度化率项系数为正值时，温度变化会引起相反趋势的超静孔压变化，而该系数为负值

时，温度变化则会引起相同趋势的超静孔压变化。 
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Analytical solutions for 1-D thermo-consolidation process of semi-infinite                     
saturated soil using similarity transformation method 

HAN Tao1, 2, 3, ZHOU Yang1, 3, LU Mengmeng1 
(1. School of Mechanics & Civil Engineering, China University of Mining & Technology, Xuzhou 221116, China; 2. State Key Laboratory 
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Abstract: For a 1-D thermo-consolidation process of semi-infinite saturated soil induced by external loads and changing 

temperature at the surface, basic equations are proposed to describe the coupled evolvement of temperature and excessive 

porewater pressure, and two types of heat transfer and seepage boundary conditions are considered. The combination variables 

are introduced to decouple the governing equations, and their general solutions under the boundary conditions in the form of 

half-integer power functions are developed by applying the similarity transformation method. After expanding the external 

loads and the boundary conditions into power series, the analytical solutions for the temperature and the excessive porewater 

pressure can be obtained using these general solutions directly. After their verification by certain solution in the literature, our 

solutions are then employed to calculate and analyze the coupled response characteristics of soil temperature and excessive 

porewater pressure for semi-infinite saturated soil under the effects of sinusoidal temperature and heat flux at the soil surface. 

The results show that, the term of soil deformation work contributes very little to the heat transfer equation, and its impact on 

the evolution of temperature and excessive porewater pressure can basically be ignored. When the coefficient for the term of 

temperature changing rate in the consolidation equation is positive, temperature changes will cause changes in the excessive 

porewater pressure with the opposite trend, and when the coefficient is negative, temperature changes will cause changes in the 

excessive porewater pressure with the same trend. 
Key words: thermo-consolidation; semi-infinite space; saturated soil; analytical solution; similarity transformation method

0  引    言 
饱和岩土体非等温条件下的热-水-力耦合问题在

地热能开发利用、核废料处置、供热管道设计等领域
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均会遇到。非等温条件下超静孔压演化过程与传统

太沙基固结存在显著差异，Paaswel[1]提出了热固结

概念用于描述非等温条件下岩土体的固结过程，目

前相关研究已成为岩土涉热工程领域的重要热点。 
许多学者围绕岩土体热固结过程的理论模型及计

算开展了大量研究[2-11]。Zhou 等[3]考虑不可逆过程效

应、固结水流对流、孔隙率变化影响等诸多复杂因素，

建立了饱和多孔介质热-水-力耦合过程的理论模型，

推导了模型简化条件下的解析解及复杂条件下的有限

元解。Mctigue[4]忽略固结对传热影响而仅考虑温度对

固结作用，建立了饱和岩土体单向耦合热固结模型；

针对半无限区域表面恒定温度及热流情形，通过将温

度解答代入固结方程求解，推导了热固结过程解析解。

Blond 等[5]、白冰[6]、吴瑞潜等[7]也针对单向耦合热固

结模型，采用将已有温度解代入固结方程的方式，分

别推导了半无限空间、有限空间岩土体热固结过程的

解析解答。当考虑固结对传热影响后，热固结模型为

双向耦合，此时模型解析求解更为困难。针对双向耦

合热固结模型，Bai[8]采用 Laplace 变换及 Gauss- 
Legendre 数值反变换对半无限空间土体在周期性温度

波动下的热固结问题进行了求解；王路君等 [9]通过

Laplace-Hankel 变换，结合数值反变换与精细积分技

术，获得了衰变热源作用下层状饱和多孔介质热固结

问题解答；钮家军等[10]通过势函数与分离变量法，推

导了饱和单层土体在三类边界条件下热固结过程的三

角级数形式解答；随后，钮家军等[11]又通过正（余）

弦变换及其逆变换，建立了半无限空间土体在两类边

界条件下热固结过程的精确积分解。 
半无限空间土体热固结理论对于季节性地表边界

作用下土体热力响应研究十分重要。目前，双向耦合

情形下半无限空间土体热固结问题的求解基本都采用

积分变换及其数值反变换方式，解答相对复杂，不便

于应用，迫切需要新的解析方法给出形式简洁的解答。

文献[12，13]针对半无限空间传热问题建立了一种相

似变换方法，该方法通过引入相似变量，将偏微分方

程转化为常微分方程，通过求解常微分方程获得原偏

微分方程的通解，该方法特别适用于半无限空间相关

问题的解析求解。因此本文针对半无限空间饱和土在外

荷载及表面渗流、传热边界作用下的一维热固结过程，

给出考虑双向耦合作用的热固结模型基本方程，通过

引入组合变量并应用相似变换方法，建立该模型解析

解答，并对热固结过程中的耦合效应进行计算分析。 
 

1 半无限空间饱和土热固结模型 
图 1 所示为半无限空间饱和土在外荷载（应力）

及表面渗流、传热边界作用下一维热固结过程示意图。

图 1 中上表面外荷载随时间变化记为 Fs(t)，渗流、传

热边界条件后续给出；初始时刻土体超静孔压为均匀

分布 Fs(0)，温度为均匀分布 Tini，本节给出该一维热

固结过程基本控制方程。 

 

图 1 半无限空间饱和土-维热固结过程示意图 

Fig. 1 Schematic diagram for 1-D thermo-consolidation process of  

semi-infinite saturated soil 

对于固结部分的控制方程，主要简化及假设如下：

①忽略土颗粒和水的压缩性，仅考虑其热膨胀性；②

热渗效应仅在土体渗透性极小时才会有明显影响[3]，

本文不考虑；③土中孔压适用太沙基有效应力原理，

固结水流服从达西定律。 
在上述简化及假设基础上，可以推导获得固结部

分的控制方程为[3,7,13] 
  2

s
g 2

F tP T PA C
t t t z

  
  

   
  。     (1) 

式中 ：P 为超静孔压；T 为温度；z 为位置坐标；t
为时间；Cg为固结系数，Cg = kgEs/γw， kg为渗透系数，

γw为水的重度，Es为土体压缩模量。 
式（1）中温度变化率项的系数 A 及其他相关参

数为 

sA E a    ，              (2) 

sm1 2
E a

v
 


  ，             (3) 

s
1
1 1 2

v EE
v v




 
 ，            (4) 

w s(1 )a na n a     。         (5) 

式中：β 为土体热应力系数；Es为土体压缩模量；a 为

土骨架和水的热膨胀系数平均值，E 为土体变形模量；

 为泊松比；n 为孔隙率；aw 为水的热膨胀系数；as

为土骨架热膨胀系数；asm为土体热膨胀系数，一般可

以取 sma a 。 
对于传热部分方程，主要简化及假设如下：①根

据 Onsager 倒易关系，不考虑孔压梯度引起的传热；

②过程中温增不大[2-3]，热力学温度近似有 Tini+∆T ≈ 
Tini；③忽略固结水流引起的热对流作用。 
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在上述简化及假设基础上，可以推导获得传热部

分的控制方程为[2-3] 
2

v ini 2
zzT TC T

t t z


 
 

 
  

 。     (6) 

式中：T 为温度；Cv为土体体积热容；为土体导热

系数；左侧第二项为土体变形功项。 
为了消除式（6）中的 εzz，引入土体一维线性热

弹性本构[3]： 
 ini( )s zzz zE T T        。     (7) 

式中： zz  为土体 z 方向有效应力，应力、应变均以拉

为正，而孔压则以压为正。 
利用式（7）及有效应力原理可知： 

s

s s s

(1 )1zz F tP T
t E t E t E t
    

  
   

  。   (8) 

将式（8）代入式（6）后变形得到 
2 2

sini ini
v 2

s s

( )F tT TT P TC
E t E t t z
 


                

。(9) 

式（1），（9）构成半无限空间饱和土热固结过程

温度、超静孔压耦合演化的基本方程。 
为了将式（1），（9）齐次化，引入新变量：            

s ( )( , ) ( , )P z t P z t F t   。      (10) 

将新变量代入式（1），（9）中得到 

      
2

g 2

P T PA C
t t z

  
 
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 ，      (11) 

2
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t t z
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 
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  。    (12) 

式中： 

v v
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E




 

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

，

。
            (13) 

对比 B 的定义式与式（6）中的土体变形功项可

知，该系数是描述土体变形功对传热方程影响的一个

重要参数。 
对于变量 P 与 T，初始条件可以表示为 

ini

( ,0) 0  
( ,0)   

P z
T z T




 

，

。
             (14) 

表面 z = 0 处的渗流及传热边界条件主要考虑两

类，分别为给定超静孔压及温度的边界Ⅰ，以及给定

水流、热流的边界Ⅱ，具体形式为 
1

2
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             (16) 

式中：f1(t)，f2(t)，g1(t)，g2(t)均为关于时间的任意函

数。 
对于变量 P 与 T，上述两类边界可以表示为 

1 s

2

(0, ) ( ) ( )
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
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              (18) 

2  热固结模型解析求解 
2.1  组合变量解耦 

定义如下形式组合变量： 

   Ω P bT   。            (19) 
利用该组合变量，将式（11），（12）中 P 消除后

得到 
2 2

g g2 2( )Ω T Ω TA b C bC
t t z z

   
   

   
 ，  (20) 

2

v 2( )Ω T TB C bB
t t z

  
  

  
  。     (21) 

式（20）乘以加上式（21）乘以 bCg得到： 

g g v( )( ) ( )Ω TbC B bC C bB A b
t t

 
        

 

2

g 2

ΩC
z

 



  。               (22) 

为了消除式（22）中的温度变化率项以实现解耦，

b 需要满足： 
2

g g v( ) 0BC b C C b A       。 (23) 

式（23）是关于 b 的二次方程，它有两个形式的

解（b1取+）：   
2

g v g v g
1,2

g

( ) ( ) 4
2

C C C C ABC
b

BC
      

 。(24) 

式（24）给出的两个解可能是两个实数、两个共

轭复数，也可能退化为同一个实数，下面先考虑 1 2b b
的情形，此时式（19）定义了如下两个不同的组合变

量：           

    1,2i iΩ P bT i  （ ）  。    (25) 
两个组合变量的控制方程为 

2

2

g

g

1,2

i i
i

i
i

Ω ΩC
t z

C
C i

b C B




 
   


 
 

，

 

  （ ）。

   (26) 

两个组合变量的初始条件为 
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ini ini( ,0) ( ,0) 1,2i i iΩ z P z bT bT i     （ ） 。 (27) 
定义如下新变量消除初始条件       

ini 1,2i i iΩ Ω bT i    （ ） 。      (28) 

于是，变量 iΩ 的控制方程及初始条件为 

        
2

2 1,2i i
i

Ω ΩC i
t z

 
 

 
  （ ）  ，    (29) 

    ( ,0) 0iΩ z   。             (30) 

根据式（17），（18）， iΩ 的两类边界条件分别为 

1 s 2 ini( ) ((0, ) ) ( )i i iΩ t f t F t b f t bT    ，   (31) 

1 2
0

( ) ( )i
i

z

Ω g t b g t
z




 


 。      (32) 

2.2  相似变换通解 

对于半无限空间中形如式（29）的控制方程，文

献[12,13]建立的相似变换法可以较方便的应用。定义

如下形式的相似变量： 

/ 2

( , )

 1,2
2

i
i n

i
i

Ω z t
t
z i
C t






 



 


，

  

  （ ）。

        (33) 

式中：n 为任意非负整数。 
将相似变量代入式（29）后推导可得常微分方程

为[12] 

2 2 0  1,2i i i in i      （ ） 。  (34) 

常微分方程式（34）的通解为[12] 

, ,( ) i er (fc i erfc( ) 1,2)n n
i i i n i i n iA B i        （ ） 。(35) 

式中：Ai,n，Bi,n 为任意常数，  i erfcn  为高斯误差函数

的累次积分函数，  

1 2

0

2i erfc( ) exp( )
π

i erfc( ) erfc( )

 

 

   

 

，

，

         (36) 

1i erfc( ) i erfc( )dn n x x



   。         (37) 

通过相似变换通解式（35），可以获得偏微分方程

式（29）如下形式的通解： 

/ 2
,0

, i er
2

) fc( n n
i i nn

i

zΩ z t t A
C t





 
   

 





   

, i erfc   1,2
2

n
i n

i

zB i
C t

 
    

（ ） 。   (38) 

2.3  模型解析解答 

根据  i erfcn  的定义式可知，通解式（38）中每个

级数的第一项均满足初始时刻为 0 的条件，因此可以

取变量 iΩ 为 

/ 2
,0

, i erfc 1,2
2

( ) n n
i i nn

i

zΩ z t A t i
C t





 
   

 
   （ ） 。(39) 

将 Fs(t)，f1(t)，f2(t)，g1(t)，g2(t)均展开为时间的

幂级数，并代入式（31），（32），可以得到变量 iΩ 所

要满足的两类幂级数形式的边界条件为 

1 s 2 ini ,0
( ) ( ) ( ) 1,2m n

i i i nn
f t F t b f t bT c t i


     （  ），

(40) 

1 2 ,0
1,) ) 2( ( m n

i i nn
g t b g t d t i


   （  ）  。  (41) 

式中：ci,n，di,n 为幂级数的系数。 
函数  i erfcn g 在 0 处的值为 

1i erfc(0)
2 1

2

n

n nΓ


  
 

  。    (42) 

式中：Γ(·)为伽马函数。 
对式（39）及其梯度在 z = 0 处取值，并与式（40）、 

（41）进行幂级数系数对比，可以确定边界条件Ⅰ即

式（40）对应的解答为  
( , )iΩ z t   

2
,0

( 1)(4 ) i erfc 1,2
2

m n n
i nn

i

zc n t i
C t




 
   

 
   （ ）。(43) 

边界条件Ⅱ即式（41）对应的解答为 
 2 1 / 2

,0
( , ) ( 1) (4 )m n

i i n in
Ω z t d n C t 


      

2 1i erfc 1,2
2

n

i

z i
C t


 

  
 

  （ ） 。     (44) 

根据式（28），可以确定组合变量 ( , )iΩ z t ，随后

可得温度及超静孔压解答：           
1 2

1 2

( , ) ( , )( , ) Ω z t Ω z tT z t
b b





 ，          (45) 

1 2 2 1
s

1 2

( , ) ( , )( , ( )) b Ω z t b Ω z tP z t F t
b b


 


 。  (46) 

式（45），（46）适用于 1 2b b 的情形，也包括 b1，

b2为两个共轭复数时。实际上，当 b1，b2为两个共轭

复数，式（29）中系数 C1，C2也是两个共轭复数，函

数  i erfcn  会保持复数的共轭性， 1( , )Ω z t ， 2 ( , )Ω z t 也

是两共轭复数，因此式（45），（46）得到的温度和超

静孔压均为实数。 
当 2

g v g( ) 4 0C C ABC    时（此时 A < 0），b1

和 b2为相同实数统一记为 b0，通过上面的推导只能得

到一个组合变量 Ω0的解答。利用该已有的组合变量，

式（11），（12）可以变形为    
2

0
g 2

0 0

1 ΩA P P AC
b t z b t

   
       

 ，     (47) 

2
0

v 0 2( ) ΩT TC Bb B
t z t


 

  
  

  。    (48) 
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式（47），（48）中 /P t  与 /T t  的系数必有一

个为正值，不妨设式（48）中为正，则式（48）为半

无限空间中含热源的一维热传导问题，许多方法可以

应用，这里直接采用格林函数法给出解答[14]。 
对于边界条件Ⅰ，温度解答为  

ini 10

0
10 0

1
20

v 0

v 0

( , ) , | , 0 d

( , ) ( , | , )d d

( ,

( )

| 0, )( ) d

t

t

T z t T G z t z z

Ω z G z t z z

G z tf
z

C Bb
B

C Bb


  




  










 



  



 

 


 







 



 

 ，

，

。

   (49) 

式中：格林函数为[14] 

 

2

1 1/ 2

1 ( )( , | , ) exp
4 ( )4 ( )

z zG z t z
tt


  

         




  

2( )exp
4 ( )

z z
t 

     




  。           (50) 

对于边界条件Ⅱ，温度解答为 

ini 20
( , ) ( , | ,0)dT z t T G z t z z


     

0
20 0

( , ) ( , | , )d d
t Ω z G z t z z

  


 



   

2 20
( ) ( , | 0, )d

t
g G z t      。           (51) 

式中：格林函数为[14] 

 

2

2 1/ 2

1 ( )( , | , ) exp
4 ( )4 ( )

z zG z t z
tt


  

         





  

2( )exp
4 ( )

z z
t 

     




 。                (52) 

随后，超静孔压的解答可以通过组合变量定义式

（19）得到。 
2.4  恒定边界条件特例 1 2( )b b  

（1）恒定边界条件Ⅰ 
考虑外荷载为瞬时荷载 Pc，土体表面超静孔压

f1(t)=0，表面温度 f2(t)=Ts。根据式（40）可知，展开

后的幂级数仅有 1 项，系数为    

,0 s ini c( ) 1,2i ic b T T P i     （ ）  。  (53) 

 利用 2.3 节中解答可得 

,0( , ) erfc 1,2
2i i

i

zΩ z t c i
C t

 
   

 
  （ ）  。 (54) 

于是温度及超静孔压解答为 

1,0 2,0
1 2

ini
1 2

erfc erfc
2 2

( , )

z zc c
C t C t

T z t T
b b

   
      

    


 ， 

(55) 

1 2,0 2 1,0
2 1

c
1 2

erfc erfc
2 2

( , )

z zb c b c
C t C t

P z t P
b b

   
      

    


。 

(56) 
（2）恒定边界条件Ⅱ 
考虑外荷载为瞬时荷载 Pc，土体表面水流边界

g1(t)=qw，表面热流边界 g2(t)=qh。根据式（41），展开

后的幂级数仅有 1 项，系数为 
,0 w h 1,2i id q b q i   （ ）  。   (57) 

利用 2.3 节的解答，可以得到 

1/ 2
,0( , ) ( ) (4 ) ierfc 1,2

2i i i
i

zΩ z t d C t i
C t

 
    

 
  （ ） 。

(58) 
于是，温度及超静孔压解答为 

ini( , )T z t T    

1,0 1 2,0 2
1 21/ 2

1 2

ierfc ierfc
2 2

(4 )

z zd C d C
C t C t

t
b b

   
      

   


 ，

(59) 
c( , )P z t P    

2 1,0 1 1 2,0 2
1 21/ 2

1 2

ierfc ierfc
2 2

 (4 )

z zb d C b d C
C t C t

t
b b

   
      

   


。

(60) 

3  单向耦合模型解析解 
前面传热部分分析考虑了土体变形功项，因而式

（12）中包含了超静孔压变化率，模型是双向耦合的。

实际热固结计算中，忽略固结过程对传热影响的单向

耦合模型也应用较多[5-7]，本节考虑单向耦合情形。 
单向耦合模型中传热控制方程由式（12）退化为 

2

2

T T
t z


 


 

  。            (61) 

式中：热扩散率 = /Cv。 
该情形相当于双向耦合模型中 B 退化为 0，于是

关于 b 的方程式（23）退化为一次方程，仅有一组解

答为 

           c
g

Ab
C






  。          (62) 

此时相当于有 T 以及 b cΩ P b T  两个组合变量，

引入： 



1060                         岩  土  工  程  学  报                                    2025 年 

      b b c iniΩ Ω b T    ，         (63) 

     iniT T T    。            (64) 

变量 bΩ 与T 所满足的控制方程为 

  
2

b b
g 2

Ω Ω
C

t z
 


 

  ，         (65) 

2

2

T T
t z


 


 

   。           (66) 

变量 bΩ 与T 初始条件均为 0，所需满足的边界条

件Ⅰ及边界条件Ⅱ分别为 
 b 1 s c 2 c ini s

2 ini

( ) ( ) ( ) ((0, )

(

0)

( )0, )

Ω t f t F t b f t b T F

T t f t T

     


  

，

，
(67) 

b
1 c 2

0

2
0

( ) ( )

( )

z

z

Ω
g b g

z

T g
z

t t

t






  

 


   

，

。

      (68) 

式（67），（68）展开为幂级数形式如下 

b 1,0

2,0

(0, )

 (0, )

m n
nn

m n
nn

Ω t c t

T t c t




 


 




，

，
          (69) 

b
1,0

0

2,0
0

m n
nn

z

m n
nn

z

Ω
d t

z

T d t
z





























，

。

          (70) 

利用相似变换通解，经过与第 2 节类似的推导，

可以得到单向耦合模型解析解答。对于边界条件Ⅰ，

温度及超静孔压解答为 

2
2, ini0

( , ) ( 1)(4 ) i erfc
2

m n n
nn

zT z t c Γ n t T
t

 
   

 
 ， 

(71) 

2
1,0

g

( , ) ( 1)(4 ) i erfc
2

m n n
nn

zP z t c Γ n t
C t

 
   
 
 

  

2
c 2,0

( 1)(4 ) i erfc
2

m n n
nn

zb c Γ n t
t

 
  

 
  

s s( 0) ( )F Ft    。               (72) 

对于边界条件Ⅱ，温度及超静孔压解答为 
 2 1 / 2

2,0
( , ) ( 1) ( 1) (4 )m n

nn
T z t d Γ n t 


     

2 1
inii erfc

2
n z T

t
  

 
 

  ，         (73) 

 2 1 / 2
1, g0

( , ) ( ) ( 1) (4 )m n
nn

P z t d Γ n C t 


     

   2 1 / 22 1
c 2,0

g

i erfc 1 (4 )
2

m nn
nn

z b d Γ n t
C t

 



 
   
 





   

2 1
s si erfc 0

2
( ) ( )n z F t F

t
  

  
 

 。       (74) 

4  算例分析 
4.1  对比验证 

McTigue[4]给出了半无限空间岩土体热固结过程

单向耦合模型的解析解，该解答形式简单，本节利用

其对 2.3 节中解析解作对比验证。对比算例中土体初

始温度为 283 K，表面温度为 308 K，无外荷载作用，

表面超静孔压为 0。土体导热系数为 1.3 W/(m·K)，比

热为 3000 J/(kg·K)，密度为 1300 kg/m3；土体变形模

量 E 为 5×106 Pa，泊松比 v 为 0.3，固结系数 Cg为 10-8 

m2/s；土体热膨胀系数按 sma a 确定，孔隙率为 0.3，
骨架热膨胀系数为 2.5×10-5 K-1，孔隙水的热膨胀系

数为 2×10-4 K-1。 
通过 2.3 节解答及 McTigue[4]解答对该算例进行

了计算，为了使 2.3 节双向耦合模型接近 McTigue 所

采用的单向耦合模型以实现对比，式（12）中无量纲

参数 B 取了很小的值 0.01。解析解编程采用 Matlab
进行，其中  i erfcn  函数可以方便的调用 mfun(‘erfc’, n, 
z)命令。图 2，3 分别给出了两组解析解在不同时刻温

度及超静孔压分布的对比情况，两组解答计算结果的

一致性验证了本文解析解。 

 

图 2 两组解答温度分布对比 

 Fig. 2 Comparison of temperature distributions for two solutions 

 

图 3 两组解答超静孔压分布对比 

Fig. 3 Comparison of excessive porewater pressure distributions  

for two solutions 
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4.2  耦合效应分析 

本文双向耦合热固结模型控制方程式（11），（12）
中，温度变化对固结部分的影响主要通过温度变化率

的系数 A 作用，而超静孔压变化对传热部分的影响则

主要通过超静孔压变化率的系数 B 作用，本节将研究

A，B 参数对热固结过程中温度、超静孔压耦合发展情

况的影响。 
算例中半无限空间土体初始温度为 283 K，无外

荷载作用，考虑式（15），（16）所描述的两类边界条

件，其中的具体函数为 

1

2

( ) 0  
2( ) 283 20sin   

8760

f t

f t t

 


        

，

，
     (75) 

1

2

( ) 0
2( ) 10sin

8760

g t

g t t

 


       

，

。
            (76) 

式中：t 为时间（h）。 
土体基本物性参数均与 4.1 节相同，而采用不同

参数计算时会另作说明。经试算，式（75），（76）边

界条件展开为幂级数 10 项即可收敛，随后可以应用

2.3 节中解答对温度场、超静孔压场进行计算。 
图 4，5 给出了边界条件Ⅰ下不同深度处温度、超

静孔压随时间变化的曲线。温度从初始的 283 K 开始

呈现升高—降低—升高的典型波动趋势；随着深度的

增加，温度波动的幅值逐渐减小，而出现峰值的时间

有所推后，这是温度波传播过程中典型的衰减和延迟

性质。超静孔压的变化则是从初始的 0 开始，呈现降

低—升高—降低的波动趋势，总体与温度的波动相反；

图中 4 个深度超静孔压波动辐值最高出现在 z=0.5 m，

而不是更接近地表的 z=0.2 m，这是由于地表超静孔压

为 0，太接近地表反而限制了超静孔压的波动。对比 B 
为 0.01，100 两种情形发现，B 值的变化对温度、超

静孔压的发展基本没有影响。 

 

图 4 边界Ⅰ不同深度温度随时间变化 

Fig. 4 Variation of temperature with time at different depths for  

type Ⅰ boundary condition 

 
图 5 边界Ⅰ不同深度超静孔压随时间变化 

Fig. 5 Variation of excessive porewater pressure with time at  

 different depths for type Ⅰ boundary condition 

图 6，7 给出了边界条件Ⅱ下不同深度处温度、超

静孔压随时间变化的曲线。由于式（76）给出的表面

热流是先从地表向外流动的，温度变化主要呈降低—

升高—降低的波动趋势，随着深度的增加，温度波动

仍体现衰减和延迟特征。超静孔压则呈升高—降低—

升高的波动趋势，同样与温度的波动相反；随着深度

的增加，超静孔压的波动也出现了衰减和延迟，这是

不透水边界与图 4，5 中透水边界的区别。B=100 时的

结果与 B=0.01 时基本无差异（未作曲线）；而 B=1000
时与 B=0.01 时结果相比有一些可见的差异，温度及超

静孔压的波动幅度均有所减小。 

 

图 6 边界Ⅱ不同深度温度随时间变化 

Fig. 6 Variation of temperature with time at different depths for  

type Ⅱ boundary condition 

 

图 7 边界Ⅱ不同深度超静孔压随时间变化 

Fig.7 Variation of excessive porewater pressure with time at  

different depths for type Ⅱ boundary condition 

图 4～7 中选取不同 B 是为了研究式（12）中土

体变形功对传热及固结过程的影响；若直接根据 4.1
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节参数及式（13），可以确定 B=4.07×10-2。从计算结

果看，B 值的变化对温度、超静孔压发展的影响较小，

这一结论也可以从式（12）左侧两项的量级分析中获

得。式（12）左侧温度变化率项的系数为 Cv+Bβ,  其
中 Cv的大小是 3.9×106 J/(m3·K)，而 Bβ 的大小即使

在 B=100 时也仅为 0.09×106 J/(m3·K)，是远小于 Cv

的；同时，孔压变化率项的系数 B (即使取 100)也远

小于 Cv，这就造成了图 4～7 中 B 的变化对计算结果

的影响较小。根据式（3），（4），（13），B 不会超过

0.3，B，Bβ 相对于 Cv 都是很小的；因此，除非超静

孔压变化率很高（102 Pa/s 量级），土体变形功项对温

度、超静孔压的影响基本都可以忽略。 

文献[13]对参数 A 进行过分析，指出按式（2）及

sma a 取值时（上面算例即是如此），A 始终为正值，

而也有文献未按此确定 asm及 A，得到的 A 可能为负

值[3]。下面具体计算分析 A 的正、负对温度、超静孔

压耦合演化过程的影响。 
算例参数也均与 4.1 节相同，通过设置不同 A 来

分析温度变化率项对热固结过程的影响。图 8 给出了

两种边界情况下不同深度处温度随时间变化的曲线，

图中温度变化趋势与图 4，6 中的结果是一致的；参考

文献[13]中总结的 A 的取值，选择了 A 为 500，-500 
Pa/K 两种情形，图中结果表明，A 的变化对两种情形

下温度场的演化基本没有影响。 

 

图 8 边界Ⅰ与边界Ⅱ下不同深度温度随时间的变化 

Fig. 8 Variation of temperature at different depths for type Ⅰ and  

type Ⅱ boundary conditions 

图 9 给出了边界Ⅰ情形下不同深度超静孔压随时

间的变化情况。在 A=500 Pa/K 时，超静孔压随时间的

变化总体与温度随时间的变化呈相反趋势，这与图

4～7 中的结果是一致的。然而，在 A=-500 Pa/K 时，

超静孔压随时间的变化总体与温度变化呈相同的趋

势；以 z=1.0 m 位置为例，t<107 s，超静孔压及温度

总体呈升高趋势，而在 107 s< t < 2.6×107 s，超静孔压

与温度总体呈降低趋势，最后在 t> 2.6×107 s，超静孔

压及温度转变为升高趋势。 
图 10 给出了边界Ⅱ情形下不同深度超静孔压随

时间的变化情况。与图 8 中温度变化对比可知，在 A= 
500 Pa/K 时，超静孔压的变化总体与温度变化呈相反

趋势，而在 A=-500 Pa/K 时，超静孔压的变化总体与

温度变化呈相同趋势，这与图 9 中的结果是一致的。 

 

图 9 边界 I不同深度超静孔压随时间的变化 

Fig. 9 Variation of excessive porewater pressure at different depths  

for type I boundary condition 

 

图 10 边界Ⅱ不同深度超静孔压随时间的变化 

Fig. 10 Variation of excessive porewater pressure at different  

depths for type Ⅱ boundary condition 

A 的正负对超静孔压与温度耦合演化的影响特征

可以通过对式（11）的分析进一步阐明。对比式（11）
与传统固结方程可知，温度变化项的影响相当于给固

结过程增加了一个源项-A∂T/∂t，温度变化即通过该源

项引起相应的超静孔压变化。当 A>0 时，∂P/∂t 与∂T/∂t
前面的符号相反，温度变化引起的超静孔压变化与之

呈相反趋势；当A<0时, ∂P/∂t与∂T/∂t前面的符号相同，

温度变化引起的超静孔压变化与之呈相同趋势，这便

是图 8～10 中所展示的结果。 
从式（11）也可以看出，若将 A = 500 Pa/K 情形

下该式的解答记为 P(z, t)，由于 A 的变化对温度解答

基本没有影响，A=-500 Pa/K 情形下该式的解答则为

-P(z, t)，即A = -500 Pa/K情形下的超静孔压与A = 500 
Pa/K 情形下的超静孔压是关于直线 P = 0 对称的，这

与图 9，10 中展示的结果一致。 

5  结    论 
针对半无限空间土体在外荷载及表面两类渗流、

传热边界条件下的热固结问题，给出了描述温度、超
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静孔压双向耦合演化过程的基本方程，并基于相似变

换方法建立了幂级数形式荷载及渗流、传热边界条件

下温度与超静孔压的解析解答。多数情形下，解答可

以直接用  i erfcn  函数的代数组合形式给出，应用十分

方便。 
（1）温度波动从地表向深处传播有明显的衰减和

延迟特性，而超静孔压传播则随渗流边界条件不同而

有所差异。地表为不透水边界时，超静孔压波动随深

度增加也具有衰减和延迟特性；地表为透水边界时则

有所不同，超静孔压波动幅度最大值出现在距地表一

定深度处。 
（2）传热控制方程中土体变形功项的贡献很小，

模型计算基本可以忽略土体变形功对温度、超静孔压

演化过程的影响。 
（3）固结控制方程中温度变化率项对温度、超静

孔压的耦合演化有显著影响，其特征主要决定于该项

的系数 A。当系数 A 为正时，温度变化将引起相反趋

势的超静孔压变化；当系数 A 为负时，温度变化将引

起相同趋势的超静孔压变化。 
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