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基于变分极限平衡法的地基极限承载力分析 
周志雄，周凤玺，梁玉旺* 

（兰州理工大学土木工程学院，甘肃 兰州 730050） 

摘  要：基于变分法和极限平衡法的基本原理，对条形基础下地基极限承载力进行了分析。以地基中滑动土体的静力

平衡方程为基本方程，建立了地基极限承载力泛函极值的等周模型。在此基础上，通过引入拉格朗日乘子构造出约束

条件下的辅助泛函，利用欧拉方程得到以潜在滑动面、滑面上法向正应力以及拉格朗日乘子等为基本未知量的一阶常

微分方程组，并通过引入辅助变量将可动边界的地基极限承载力分析转化为固定边界条件下的两点边值问题。利用打

靶法对该耦合的非线性微分方程组进行数值求解，得到问题的精确解答，并通过数值算例验证了模型和方法的有效性。 
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Ultimate bearing capacity of foundations based on variational limit        
equilibrium method 

ZHOU Zhixiong, ZHOU Fengxi, LIANG Yuwang 
(School of Civil Engineering, Lanzhou University of Technology, Lanzhou 730050, China) 

Abstract: Based on the basic principles of the variational method and the limit equilibrium method, the ultimate bearing 

capacity of foundation for strip footings is analyzed. Based on the static equilibrium equation for sliding soil in the foundation, 

an isoperimetric model for the functional extremum of the ultimate bearing capacity of foundation is established. On this basis, 

the auxiliary functional under constraint conditions is constructed by introducing the Lagrange multiplier. The Euler equation is 

used to obtain the first-order ordinary differential equations with the potential sliding surface, normal stress on sliding surface, 

and Lagrange multiplier as basic unknowns, and the analysis of the ultimate bearing capacity of foundation with movable 

boundaries is transformed into a two-point boundary value problem under fixed boundary conditions by introducing auxiliary 

variables. Finally, the numerical solution of the coupled nonlinear differential equation system is carried out by using the 

shooting method, and the exact solution of the problem is obtained. Meanwhile, the effectiveness of the model and method is 

verified through numerical examples. 
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0  引    言 
地基承载力问题是土力学研究的经典课题之一。

自 Prandtl（1920）首先根据极限平衡理论给出了条形

基础的极限承载力计算公式以来，众多学者在他的研

究基础上作了进一步的修正和发展，主要包括极限平衡

法[1-3]、极限分析法[4-6]、滑移线法[7-9]、有限单元法[10-12]

等解析和数值解。基于极限平衡法，条形浅基础地基

极限承载力公式可统一表示为[1] 

u 2c q
bq cN qN N


     。     (1) 

式中： uq 为地基极限承载力；c，q 和 分别为地基土

黏聚力、地基上覆土形成的表面超载和重度； cN ， qN
和 N 分别为无量纲地基承载力系数，仅与土体内摩擦

角有关。 
极限平衡法是根据静力平衡原理推导地基承载力

的一种方法。传统的极限平衡法通过假定地基滑动面

形状，并根据滑动土体的极限平衡条件求解。该方法

因概念明确，计算简单，而得到了广泛应用。然而，

不同的滑动面形状假设就会得到不同的地基承载力系

数，并且已有研究表明，由于没有考虑土体参数和超

载的相互影响，利用仅考虑各因素独立影响的叠加而

得到的地基承载力所带来的计算误差会随着地基土的
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内摩擦角增大而显著增大[10]。结合变分原理，Kopascy[13]

提出了边坡稳定性分析的变分极限平衡法，该法通过

变分原理将安全系数的求解看作是滑面和应力泛函的

极值问题，由于其具有严密的数学基础从而被广泛应用

于土力学极限问题的分析当中，包括边坡稳定性[13-15]、

土压力[16-17]和地基承载力分析[18-19]。 
本文以条形基础下均质土地基极限承载力为研究

对象，将变分极限平衡法得到的基本方程转化为具有

固定边界的两点边值问题，采用打靶法求解该非线性

微分方程组，可以直接得到滑动面、滑动面上的法向

应力分布以及地基极限承载力的精确解，并与已有文

献的分析结果进行对比，验证模型和方法的有效性。 

1  数学模型 
1.1  基本假定 

考虑如图1所示的宽度为2b的条形浅基础，地基土

体的重度、黏聚力和内摩擦角分别为  ， c 和 ，并

考虑如下基本假设： 
（1）基础为刚性，且基础底面粗糙，地基与土体

的接触面没有滑移。 
（2）将基础底面以上土体的影响考虑为均布荷载

q。 
（3）当条形荷载达到地基极限承载力时，地基发

生整体剪切破坏，且滑裂面端点通过基础边缘。 
（4）地基土体为理想刚塑性体，满足Mohr- 

Coulomb强度准则。 

 
图 1 条形基础下地基极限承载力计算模型 

Fig. 1 Computational model for ultimate bearing capacity of  

foundations for strip footings 

1.2  基本方程 

在图1所示的直角坐标系中，滑动土体满足以下静

力平衡方程： 
2

1
u( sin cos )d ( )d =2 ( )

x

l x
l q y x b p q          ，(2a) 

( sin cos )d 0
l

l       ，        (2b) 

 ( cos sin ) ( sin cos ) d
l

y x l            

2

1

( ) d 0
x

x
q y x x    。         (2c) 

式中： 和 分别为滑动面上的切向和法向应力； 为

滑动面与水平面的夹角； l 为滑动面弧长； 1x 和 2x 为

连续滑动面的两端点。 
利用几何关系 cos d dx l  ， sin d dy x l  ，

2 2d d dl x y  ，并考虑 Mohr-Coulomb 强度准则

tan c    ，方程组（2）可重写为 

 2

1
u( tan ) d 2 ( )

x

x
c y q y x b p q         ，(3a) 

 2

1

( tan ) d 0
x

x
y c x       ，     (3b) 

2

1

( tan )( ) ( ) ( ) d 0
x

x
c y xy x yy q y x x           。(3c) 

为了分析方便，令 

 
1

( ) ( tan ) d
x

x
V x c y q y x        ，(4a) 

 
1

( ) ( tan ) d
x

x
H x y c x      ，      (4b) 

 
1

( ) ( tan )( ) ( ) ( ) d
x

x
M x c y xy x yy q y x x           。

 (4c) 
根据方程组（3）可以得到 

1 1 2 1 2( ) ( ) ( )= ( ) ( ) 0V x H x H x M x M x    ，(5) 

u 1( ) / 2p V x b q    。           (6) 
1.3  变分分析 

从积分方程组（3）可以看出，地基的极限承载力

up 取决于滑裂面函数 ( )y x 和滑裂面上的应力函数

( )x ，即寻找函数 ( )y x 和 ( )x 使其既满足静力平衡

方程（3），又使得地基荷载最小。因此，地基极限承

载力 up 为滑裂面函数 ( )y x 和应力函数 ( )x 的泛函极

值问题。根据变分原理，将水平方向的平衡方程式（3b）
与力矩平衡方程式（3c）作为竖向平衡方程式（3a）
的约束条件，利用 Lagrange 乘子法将地基极限承载力

问题转化为标准的等周问题。构造泛函 
2

1
u2 ( ) d

x

x
J b p d F x      。     (7) 

式中： 0 1 1 2 2F F F F    ； 0 ( tan )F c y      
q y   ； 1 ( tan )F y c    ； 2 ( tanF     

)( ) ( ) ( )c y xy x yy q y x       。其中， 1 和 2 为

待定的 Lagrange 乘子。 
依据等周问题极值存在的必要条件， 0J  ，并

结合几何边界条件、积分约束条件及滑裂面端点水平

向可动特性，得出下列与泛函取驻值等价的边值问题： 
（1）欧拉方程： 

d 0
d

F F
x 

 
 

 
  ，        (8a) 

d 0
d

F F
y x y

 
 

 
  。        (8b) 
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由方程（8a）和（8b）可分别得到滑面函数以及

法向应力函数的微分方程： 

1 2 2

2 1 2

tan ( ) (1 )d =
d tan (1 ) ( )

y xy
x x y

   
   

  
  

  ，  (9a) 

2 2

2 1 2

2 ( tan ) (1 )d =
d tan (1 ) ( )

c x
x x y

    
   

  
  

 。 (9b) 

（2）约束条件 
将水平方向的平衡方程式（3b）与力矩平衡方程

式（3c）作为约束条件，结合式（5）有 

1 1
0

x x x x
H M

 
    ，       (10a) 

2 2
0

x x x x
H M

 
    ，       (10b) 

1
0

x x
V


    。              (10c) 

（3）边界条件 
连续滑动面的一端点经过基础边缘，即 1=x b ，

而另一端点 2x 位置沿直线 =0y 移动，则几何边界条件

可表示为 
1=x b   ，             (11a) 

1 2
=0

x x x x
y y

 
   。       (11b) 

（4）横截条件 
连续滑动面的端点处应满足横截条件： 

1

0
x x

FF y
y 

 


  ，       (12a) 

2

0  
x x

FF y
y 

 


。           (12b) 

式（12）结合式（7）和式（11），经过整理可以

得到 

1

1

2 1

2 1

(1 )
1 tanx x

x x

q x c
x
 


  



 


 
  ，  (13a) 

2

2

2 1

2 1

(1 )
1 tanx x

x x

q x c
x
 


  



 


 
  。  (13b) 

至此，基于变分法的基本原理和极限平衡法，建

立了地基极限承载力问题的控制方程（9）及其相应的

边界条件（10）～（13）。 
1.4  状态方程及打靶法求解 

由于问题的控制方程（9）为非线性常微分方程组，

在一般的边界条件下很难获得其解析解。通常采用搜

索优化算法，存在陷入局部最优的情况，而打靶法为

求解此类非线性常微分方程组边值问题提供了有效的

数值方法，不需要搜索优化过程且能按照精度要求获

得满足边界条件的精确解答。考虑到与一般的边值问

题不同的是滑动面的端点 2x 为可移动边界，不能直接 

进行数值计算，同时考虑到地基发生整体剪切破

坏达到极限状态时，滑移面与地表的交点是固定的，

即滑动面的端点是与自变量 x 无关的待定常数。通过

引入未知变量W ，且有 
2( )W x x   。           (14) 

由于 2x 的大小与自变量 x 无关，则有 
d 0
d
W
x
   。            (15) 

再引入新自变量 t 并作下列变量变换： 
1 1( )x x t W x   ，  0,1t   。  (16) 

且有 

1
d
d
x W x
t
    。          (17) 

以 t 为自变量，那么微分方程组的自由边界问题

就可以转换为固定边界问题。这样在引入新的自变量

t 和表示积分弧长区间大小的变量W 后，问题就转变

为 t 在  0,1 上的两点边值问题。同时，选取 ( , , ,y H  

1 2, , , , )M V W  作为未知量，将控制方程（9）、约束条

件（10）和未知参数转化为一阶微分方程组的形式，

就可以建立问题相应的状态方程。 

1 2 2
1

2 1 2

tan ( ) (1 )d ( )
d tan (1 ) ( )

y xy W x
t x y

   
   

  
 

  
 ， (18a) 

2 2
1

2 1 2

2 ( tan ) (1 )d ( )
d tan (1 ) ( )

c x
W x

t x y
    

   
  

 
  

 ，(18b) 

 1
d ( ) ( tan )
d
H W x y c
t

       ，     (18c) 

 1
d ( ) ( tan )( ) ( ) ( )
d
M W x c y xy x yy q y x
t

            ，

(18d) 

 1
d ( ) ( tan )
d
V W x c y q y
t

          ， (18e) 

1 2d d 0
d dt t
 

    ，           (18f) 

d 0
d
W
t
   。               (18g) 

上述状态方程相应的边界条件为式（10），（11）
和式（13）。可以看出，问题的控制方程为 8 个常微分

方程，而边界条件有9个，其中包括5个约束条件（10），
2 个几何边界条件（11b）和 2 个横截条件（13）。为

了得到的解答完全满足所有的边界条件，将约束条件

（10b）转化为如下等价形式： 

2

2 2( ) 0
x x

H M


    。        (19) 

至此，问题的 8 个常微分方程组对应 8 个边界条

件，可采用打靶法进行数值求解，最后可利用方程（6）
得到地基的极限承载力解答。关于打靶法的具体计算

过程可参考文献[20，21]，这里不再赘述。 
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2  数值算例 
基于变分极限平衡法，本文对地基极限承载力进

行了数值求解。为了分析方便，数值算例引入如下无

量纲化变量： 
xx
b

 ，
yy
b

 ，
0





 ，

0

qq
b

 ，
 

0

cc
b

 ，
0b





 ， u
u

0

p
p

b
   。    (20) 

式中： 0 为参考土体重度，文中取 3
0 =20 kN/m 。 

2.1  地基承载力系数 

为了得到考虑单因素影响下的地基承载力系数，

根据式（1）在计算 cN 时，假设 =1c ， = =0q  ；计算

qN 时，假设 =1q ， = =0c  ；计算 N 时，假设 =1 ，

= =0q c 。为了方便分析，图 2～4 分别绘出了地基承

载力系数 cN ， qN 和 N 随土体内摩擦角 的变化曲

线，并与传统的极限平衡法[1]、极限分析上限解[5]和

有限单元法[10]的计算结果进行了比较（表 1）。 

 

图2 承载力系数Nc变化曲线 

Fig. 2 Variation curves of bearing capacity coefficient Nc 

 

图3 承载力系数Nq变化曲线 

Fig. 3 Variation curves of bearing capacity coefficient Nq 

 
图4 承载力系数Nγ变化曲线 

Fig. 4 Variation curves of bearing capacity coefficient Nγ 

通过表 1 和图 2 可以看出，本文得到的承载力系

数 cN 与 Terzaghi[1]（极限平衡法）、Wang[5]（极限分

析上限解）和 Manoharan[10]（有限元法）的结果都是

随着内摩擦角  值的增大呈递增的趋势，并且当

≤15°时，不同方法得到的 cN 系数相差范围最大为

2.6%。随着内摩擦角 值的进一步增加，本文的结果

和 Terzaghi 的解答基本一致，且比极限分析上限解和

有限元得到的值大，当 =40°时， cN 系数的最大相

对误差为 15.5%。 
从表 1 和图 3 可以看出，不同方法得到的承载力

系数 qN 随着土体内摩擦角 的变化趋势与系数 cN 相

似，均呈现指数递增的趋势。本文得到的系数 qN 与

Terzaghi 的解答基本相吻合，而比 Wang 等 [5]和

Manoharan 等[10]的结果偏大，且这种差别随着 值的

增加有越来越大的趋势，当  40°时， qN 系数的最

大相对误差为 21.8%。 
目前，对于地基土重量引起的承载力系数 N 没有

公认的计算表达式，众多学者提出了各自的近似或数

值结果[7]。通过分析表 1 和图 4 可以发现，不同方法

得到的承载力系数 N 都随着土体内摩擦角 的增大

成指数型增大，且当 ≤15°时，不同方法得到的 N

系数相差较小，但随着内摩擦角 值增加，本文的解

答明显大于其它结果。 
2.2  极限承载力分析 

在不考虑地基土重度的情形下， Prandtl 和

Reissner 给出的承载力系数在理论上是精确解[22]，即 
2 ocot exp(π tan ) tan (45 / 2) 1cN       ，(21a) 

2 oexp(π tan ) tan (45 / 2)qN      。    (21b) 

为了验证本文方法的有效性，图 5 绘出了不考虑

土体自重下的无量纲化极限承载力，并与 Prandtl- 
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表 1 承载力系数计算结果及比较 

Table 1 Calculated results and comparison of bearing capacity coefficients 

Φ/(°) 极限平衡法 极限分析上限解 有限单元法 本文方法 
Nc Nq Nγ Nc Nq Nγ Nc Nq Nγ Nc Nq Nγ 

0 5.70 1 0 — — — — — —   5.52 1 0 
5 7.34 1.64 0.10 — — — — — —   7.09  1.62   0.38 
10 9.60 2.69 0.54 9.74 1.98 2.41 5.22 2.42 1.20   9.31  2.64   1.27 
15 12.86 4.45 1.66 12.47 3.39 4.53 — — —  12.53  4.36   3.12 
20 17.69 7.44 4.22 16.13 5.81 8.01 8.77 6.72 4.44  17.39  7.33   7.32 
25 25.13 12.72 9.84 21.83 10.74 14.12 15.77 11.28 10.54  25.02 12.67  16.52 
30 37.16 22.46 22.30 31.7 18.75 25.97 21.82 18.70 23.68  37.60 22.71  38.07 
35 57.75 41.44 50.97 50.18 35.66 53.60 31.90 35.65 53.47  59.65 42.77  92.46 
40 95.66 81.27 121.24 85.56 70.62 129.66 — — — 101.31 86.01 243.87 

表 2 地基极限承载力的试验结果与计算结果比较 

Table 2 Comparison between experimental and computational results of ultimate bearing capacity of foundations 

序号 基础埋深/ 
m 

基础宽度/ 
m 

黏聚力/ 
kPa 

内摩擦角/ 
(°) 

重度/ 
(kN·m-3) 试验结果 

极限承载力 
Meryerhof Hansen Vesic 本文解 

1 1.5 0.60 19.2 0.0 18.00  30.93  39.63  35.56  26.85  24.63 
2 1.5 0.75 19.2 0.0 18.00  21.04  29.78  28.00  21.48  19.70 
3 1.5 0.90 19.2 0.0 18.00  16.79  23.70  22.96  17.90  16.42 
4 1.5 1.05 19.2 0.0 18.00  13.44  19.68  19.37  15.34  14.07 
5 0.0 0.71 33.5 0.0 18.00  31.30  32.24  32.24  32.24  28.94 
6 0.0 0.71 24.6 0.0 18.00  23.47  23.63  23.63  23.63  21.25 
7 0.0 0.71 43.1 9.0 19.30  72.98  63.78  64.07  64.51  80.10 
8 0.0 0.50 30.0 20.0 20.00 150.40 128.20 129.20 130.60 113.60 
9 0.0 0.71  9.8 20.0 17.06  36.33  36.66  36.16  37.65  36.95 
10 0.3 0.71  9.8 20.0 17.06  42.44  46.07  50.20  44.91  43.22 
11 0.4 0.71 12.8 22.0 17.70  65.25  70.34  78.46  66.68  64.79 
12 0.5 0.71 14.7 25.0 17.65  87.78 110.28 125.12 102.14  96.16 

 

图 5 不考虑土体重度时极限承载力比较 

Fig. 5 Comparison of ultimate bearing capacity without  

considering soil weight 

Reissner 计算公式（21）的结果进行了比较。可以看

出二者非常吻合。 
为了进一步验证本文方法的有效性，表 2 将所计

算的无量化地基承载力与文献[23]中收集的 12个静载

荷试验数据进行了对比，并与 Meryerhof、Hansen 和

Vesic 公式的结果进行了比较。图 6 绘出了极限承载力

试验结果与不同计算方法的误差   计算值  
/试验值 试验值 。 

 

图 6 极限承载力试验结果与理论计算误差 

Fig. 6 Errors between experimental and theoretical results of  

ultimate bearing capacity 

分析表 2 和图 6 可以发现，与 Meryerhof、Hansen
和 Vesic 公式的结果相比较，本文计算结果与试验结

果的误差控制在 25%以内，说明本文提出的方法能够

较好的给出地基极限承载力，可为地基承载力预测提

供一定的参考。 
为了分析利用变分极限平衡法求解条形基础的极

限承载力以及滑移面的变化情况，选取参数 c q   
=1q  ，图 7 绘出了土体内摩擦角 值分别为 0°，
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10°，20°，25°时，地基中滑移面的位置以及滑移

面上法向正应力的分布情况。通过对比滑移面形状，

从图中可以看出，随着 值的增加，滑移面水平方向

的范围明显增大，并且滑移面的深度也随之增加。由

图中数据可见，滑移面上的基础边缘 x1处法向应力及

地基的极限承载力随内摩擦角的增大有很大程度的增

加，说明内摩擦角对地基承载力的影响很大，而对滑

移面另一端点 x2处的法向应力影响不大。 

 

图 7 不同内摩擦角下地基滑移面与应力分布 

Fig. 7 Slip surfaces and stress distribution of foundations under  

different internal friction angles 

为了比较不同方法得到的地基承载力，表 3 分别

给出了采用公式（1）的单因素叠加方法（方法 1）以

及各因素联合分析（方法 2）的地基极限承载力值，

并与 Terzaghi[1]、极限分析上限解[5]、有限单元法[10]

的计算结果进行了比较。通过表 3 可以看出，由于没

有考虑地基土重量、强度以及超载之间对承载力的相

互影响，叠加方法得到的地基承载力要小于联合分析

的值，并且随着内摩擦角的增加，两者之间的差值将

越大。基于变分极限平衡法得到的结果与有限元方法

得到的结果基本一致。 
表 3 地基极限承载力比较 

Table 3 Comparison of ultimate bearing capacity of foundations 

 /(°)

 

Terzaghi 
结果 

极限分

析结果 
有限元

结果 
本文结果 

方法 1 方法 2 
0  6.70 —  6.98  6.52  6.62 

10 12.56  9.62 14.07 12.58 13.67 
15 18.14 14.15 — 18.49 20.90 
20 27.24 21.89 31.83 28.38 33.45 
25 42.77 35.78 51.00 45.94 56.64 
30 70.77 60.57 85.67 79.34 88.73 

图 8 绘出了地基极限承载力随黏聚力、重度、内

摩擦角和表面超载的变化曲线以及相应的滑移面形

状。从图 8 中可以看出，极限承载力与地基土黏聚力、

重度以及表面超载呈线性相关关系，而与内摩擦角为

非线性关系。地基黏聚力和内摩擦角对滑移面形状有

着显著的影响，随着黏聚力和内摩擦角的增加，滑移

面范围在水平方向和深度方向均将增大；地基土重度

对滑移面的影响正好相反，随着重度的增加，滑移面

范围将有所减小；表面超载对滑移面形状的影响不

大，但对承载力有着显著的影响，这是因为表面超载

影响了滑移面上法向应力的分布。另外，从图中还可

以发现，采用叠加法得到的承载力值与 Terzaghi 公式

的结果基本一致，但由于没有考虑地基土黏聚力、重

度以及表面超载之间的相互影响，使得极限承载力值

偏小。 
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图 8 地基极限承载力变化曲线 

Fig. 8 Variation curves of the ultimate bearing capacity of  

foundations 

3  结    论 
针对条形基础地基极限承载力问题，基于变分极

限平衡法，建立了问题的状态方程，并利用打靶法分

析了地基承载力和滑移面以及法向应力分布。通过数

值算例，分析了土体黏聚力、重度、内摩擦角和表面

超载等因素对地基极限承载力的影响，主要得到以下

3 点结论。 
（1）变分极限平衡法结合打靶法可以有效求解条

形基础的承载力问题，并与试验数据对比表明，本文

方法可以较好地计算地基极限承载力、滑移面形状以

及滑面上法向应力的分布。 
（2）极限承载力随着地基土黏聚力、内摩擦角、

重度以及表面超载的增大而增大，其中内摩擦角的影

响最为显著。 
（3）地基黏聚力和内摩擦角对滑移面形状有着显

著的影响，随着黏聚力和内摩擦角的增加，滑移面范

围在水平方向和深度方向均将增大，随着重度的增加，

滑移面范围将有所减小，表面超载对滑移面形状的影

响不大。 
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