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非饱和多孔弹性介质中圆柱形衬砌洞室对平面波 
散射的解析解 
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摘  要：采用波函数展开法求解了非饱和多孔弹性介质中无限长圆柱形衬砌洞室对平面波的二维散射问题。将非饱和

孔隙弹性介质视为利用界面混合物理论建立的孔隙弹性模型，并将控制方程解耦为 4 个亥姆霍兹方程。衬砌结构视为

单相弹性介质，并解耦为两个亥姆霍兹方程。利用边界条件求解波函数中待定系数，分别得到平面 P 波和 SV 波在非饱

和多孔弹性介质中圆柱形衬砌洞室周围散射问题的解析解。利用该解析解，考虑饱和度对剪切模量的影响，数值计算

分析了不同入射频率下饱和度对洞室周围动应力集中系数的影响。 
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Analytical solutions for scattering of plane waves by a cylindrical lined                     
cavity in unsaturated poroelastic media 

YANG Zhe1, 2, LI Weihua1, 2, WAN Yexin1, 2 
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2.School of Civil Engineering and Architecture, Beijing Jiaotong University, Beijing 100044, China) 

Abstract: In this study, two-dimensional scattering of plane waves by a cylindrical lined cavity embedded in an infinite 

unsaturated poroelastic medium is solved by the wave function expansion method. The unsaturated poroelastic medium is 

simulated as a poroelastic model formulated using the theory of mixture with interfaces, and the governing equations are solved 

by reduction to four Helmholtz equations. The lining structure is considered as a single-phase elastic medium and decoupled 

into two Helmholtz equations. Using the boundary conditions to solve the undetermined coefficients in the wave function, the 

analytical solutions are obtained for the scattering problem of plane P-waves and SV-waves around cylindrical lined cavities in 

unsaturated porous elastic media. Using the analytical solutions, numerical calculations are conducted to analyze the effects of 

factors such as saturation on the dynamic stress concentration coefficient around the lined cavity. 
Key words: unsaturated porous medium; cylindrical lined cavity; plane wave; scattering problem; analytic solution

0  引    言 

地下洞室对弹性波的散射问题在地震工程、地下

结构抗爆、地球物理勘探等领域有着广泛的应用。近

年来，许多研究人员基于波函数展开法[1-2]对单相介质

中衬砌结构的动力响应进行了探讨。然而，土和岩石

具有多孔性和多相性，单相弹性连续介质无法准确描

述实际情况。因此，波在两相介质中的传播和动力响

应问题受到广泛关注。应用 Biot 饱和多孔介质波动理

论，周香莲等[3]求解了全空间圆柱形衬砌洞室对平面

波散射的解析解。Jiang 等[4]引入大圆弧假设，解决了

平面 P 波入射下饱和多孔弹性半空间中圆形衬砌洞室

周围的散射问题。为了更符合实际工程，张海等[5]使

用辅助函数配合波函数展开法和傅立叶级数展开方

法，进一步研究了 SH 波入射下含直边界半圆形衬砌

洞室的动力响应。Ding 等[6]利用波函数展开法，给出

了平面 P 波入射下饱和多孔弹性介质中复合衬砌动应

力集中的解析解。Hasheminejad 等[7]解析分析 P 波和

SV 波作用下饱和多孔弹性介质中变壁厚内衬的圆柱

形洞室的动应力集中问题。Liu 等[8]基于平面复变理论

得到了多孔弹性半空间中衬砌洞室对 P1和 SV 波散射

的解析解。徐长节等[9]，Xu 等[10]基于非局部弹性理论

分析了孔径效应和孔隙动力学效应对饱和土中圆柱形
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衬砌动力响应的影响。Ding 等[11]基于非局部 Biot 理
论得到了平面 P 波入射下饱和多孔介质中浅埋复合衬

砌洞室动力响应的解析解。 
综上，饱和多孔介质中衬砌洞室的动力响应已经

得到了广泛而充分的研究。可实际上，土是一种三相

介质，即使地下水位以下的土，也可能存在不完全饱

和的情况。Li 等[12]总结了众多非饱和孔隙弹性模型以

及非饱和多孔介质波动特性的研究，表明由于气相的

存在，非饱和介质的动态响应在许多方面与传统饱和

多孔介质的动态反应显著不同。然而，目前有关非饱

和多孔介质中衬砌洞室对地震波散射问题的研究还较

为匮乏。Li 等[13]研究了非饱和多孔介质中圆形洞室在

内部荷载作用下的动力响应。Tan 等[14]研究了无限非

饱和多孔弹性介质中不完全接触的衬砌洞室对平面 P
波的散射问题。以考虑混合物理论的非饱和多孔介质

动力理论为基础，采用波函数展开法和分离变量法，

分别推导了平面 P 波和 SV 波入射时衬砌洞室周围位

移应力的解析解。分析了不同入射频率下饱和度对衬

砌洞室周围动应力集中系数的影响。 

1  分析模型 
1.1  数学模型和基本方程 

为了简化研究模型，把非饱和多孔介质中圆柱形

衬砌洞室，视为无限非饱和多孔介质全空间中一个无

限长度的衬砌洞室（图 1）。 

 
图 1 非饱和土中圆柱形衬砌洞室示意图 

Fig. 1 Cylindrical lined cavity in unsaturated medium 

衬砌洞室的内径为 a，外径为 b。本研究基于 Wei
等[15]提出的非饱和多孔介质动力学理论。控制方程表

示为 
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(1) 

式中：上角标S W N， ， 分别为非饱和介质中的固体

骨架部分、液相部分和气相部分；G 为非饱和多孔介

质的剪切模量； 0 0, ,n u   分别为各相的初始体积分

数、初始密度和初始位移； SSM ， WWM ， NNM ， SWM ，

SNM ， WNM 为与体积模量、剪切模量及模量间耦合相

关的弹性系数； ˆ f 为渗透率相关的系数， W, Nf  。

Wei 等[15]给出了相关参数的表达式。采用 Van 等[16]

提出的土水特征曲线 V-G 模型。 
非饱和多孔介质中的本构关系表示为 
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式中：  为各相的应力张量， S, W, N  ；I为单位

张量矩阵。 

衬砌介质被视为连续、各向同性的单相弹性介质，

衬砌介质位移为 Lu ，衬砌介质的拉梅常数为 L L ， ，

衬砌密度为 L 。 
1.2  动力学方程的求解 

根据亥姆霍兹(Helmholtz)矢量分解原理，非饱和

多孔介质方程中的位移可以表示为两部分：  
 = +     ( S, W, N)u         。 (3) 

式中： ,   分别为非饱和多孔介质中 相的标量势

函数和矢量势函数。 
本文考虑简谐波入射，势函数可表示为    

i( , , )e tx y z   。将式（3）代入方程（1）可得 
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(4b) 

从式（4a），（4b）中可以看出非饱和多孔介质中

有 3 种压缩波 1 种剪切波， ik 为 3 种压缩波波

数, 1,2,3i  ， 4k 为剪切波的波数， W N
j j ， 分别为液

相、气相压缩波参与系数， 1,2,3j  ; W N ， 分别为

液相、气相剪切波参与系数。详细表达式参见文献

[13]。 
将式（4a），（4b）中固相波函数转换到圆柱坐标

系下并使用分离变量法求解，可得固体骨架的标量势

函数和矢量势函数的通解为 
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式中： ,n jA ， nB 为待定系数；Kn 为第二类修正 Bessel
函数，下标 n 代表阶数。 

同理可以得到衬砌介质中标量势函数和矢量势函

数的通解：

(1) (2)

1 1

i
L

0
( , ) ( I ( ) K ( ))e n

n n L n n L
n

r A k r A k r  



  ， (7) 

(1) ( 2)

2 2

i
L

0
( , ) ( I ( ) K ( ))e n

n n L n n L
n

r B k r B k r  



  。 (8) 

式中： L ， L 分别表示衬砌介质中的标量势函数和

矢量势函数；
(1)

nA ，
(2)

nA ，
(1)

nB 和
(2)

nB 为待定系数，分

别表示 P 和SV 波的振幅； In 为第一类虚宗量 Bessel
函数，下标 n 代表阶数。 

2  波场分析与求解 
2.1  波场分析 

假设具有圆频率的平面谐波 P1或 SV 波沿 x 轴正

方向传播，用贝塞尔-傅立叶级数表示为

入射 P1波： i i
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式中： 0 p/k c (入射 P1 波)或者 0 s/k c (入射 SV
波)表示入射波的波数， 0

 ( 0
 )表示入射波振幅，  J .n

表示第一类 n 阶贝塞尔函数，若 0n  则 1n  ，若 1n≥
则 2n  且 i 1  ，t 表示时间， ie t 为时间因子将

从后续表达式中省略。

入射平面波进入非饱和多孔介质，由于衬砌洞室

的存在，会在非饱和多孔介质中产生散射波，在衬砌

介质中产生透射波和内表面的反射波。以 P1波入射为

例，非饱和多孔介质中的波场可表示为
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衬砌介质中的总波场可表示为
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2.2  边界条件 

当 r a 时，在衬砌介质中： 
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当 r b 时，非饱和多孔介质与衬砌介质满足连续

变形条件与界面不透水边界条件：
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式中： ru  ，u 
 分别为非饱和多孔介质各相位移法向

和切向分量， S , W , N  ； L
ru ， Lu 分别为衬砌的

法向、切向位移分量； S
rr ， S

r 分别为非饱和多孔

介质固相法向、切向应力分量； W ， N 分别为非饱

和多孔介质的孔隙水压力和孔隙气压力； L
rr ， L

r 分

别为衬砌法向和切向应力分量。

2.3 求解 

将非饱和多孔介质和衬砌介质中总波场势函数的

式（11），（12），代入应力和位移的式（2）中，根据

边界条件，可得到波场中未知幅值系数的方程：
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(15) 
系数 i i i i i i i iG H D F T U V Y， ， ， ， ， ， 和 的表达式由

上述公式计算得出，表达式略。通过求解式（15），得

到未知波幅系数，以确定非饱和多孔介质和衬砌中的

波场，从而获得其中位移和应力的解析解答。

3  验证和算例 
3.1  退化验证 

将衬砌外内半径之比取 1.000001，其结果将会退

化为非饱和多孔介质中无衬砌洞室的情况。与文献[13]
计算结果对比，取参数（n0=0.34，Sr=0.6），图 2 给出

了 P 波入射下衬砌洞室与空腔洞室动应力集中因子对

比结果。从图 2 中可以看出，当衬砌很薄时，衬砌洞
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室退化后的结果与洞室的计算结果一致。

图 2 非饱和多孔介质中衬砌外内半径之比为 1.000001 时衬砌

洞室与空腔洞室集中因子对比结果 

Fig. 2 Comparison results of concentration factors between cavity 

and lining cavity with 1.000001 of ratio of outer radius to 

inner radius in unsaturated porous media 

3.2  算例分析 

工程抗震研究的重点是衬砌的动应力集中因子

(dynamic stress concentration factor，简称 DSCF)，本

文中考虑介质中环向应力与入射波产生的环向应力的

比值，表达式为 0
S /  ，其中 

 S 2 S 2 W 2 N
SS SW SNM M M         

  
2 SS

2

S1 2 12G
r

G
r r r r


 

   


      
         

 
 

 

，(16) 

0 SS SW SN WW SW W1 N
W[2 ( )G M M M M M M        

  2
SN WN NN 11 ]   (P )N M M M k   波入射   ，  (17a)

2
0 4Gk  (SV 波入射) 。  (17b) 

从应力表达式中可以看到动剪切模量是一个关键

因素，在以往的研究中很少将饱和度作为动剪切模量

的考量，实际饱和度的变化对土中动剪切模量影响很

大[17]。采用下式计算非饱和土动剪切模量[17]： 
2 1

0 e e
2050 ln( ( ) 1 ( ) ) tanG G S S 


    +  。  (18)

式中： 0G 为土体饱和时动剪切模量； ' 为土体饱和时

内摩擦角。

本文分别分析 P 波和 SV 波入射时，不同频率下

饱和度对衬砌洞室周围动应力集中因子的影响。为避

免孔洞尺寸对分析结果的影响采用无量纲频率

0a k   ，式中 a 为衬砌内半径，k0为入射波波数。

衬砌介质的参数取 L  3.5×107 kPa， L  3.5×107 
kPa， 3

L 2500 kg/m  。非饱和多孔介质的材料参数及

土水特征曲线参数 ，d ， W  rS ， N  rS ，如表 1 所示[13, 17]。 
表 1 非饱和多孔介质材料参数 

Table 1 Material parameters of unsaturated porous medium 
孔隙率 0n S

0 /(kg·m-3) W
0 /(kg·m-3) N

0 /(kg·m-3) S/kPaK
0.36 2650 1000 1.1 3.6×107 

W/kPaK  N / kPaK  W /(Pa s)  N /(Pa s) 0 / kPaG
2×106 110 1.0×10-3 1.8×10-5 9.23×107 
/K kPa  /( 1m s ) B WrS NrS

52.0 10  122.5 10 1 0.05 1 
  d   ' /(°) 

0.3 2 52.0 10 20

取衬砌外内半径之比为 1.1  ，分别计算 为

0.25，1.0，2.0 情况下饱和度为 Sr 为 0.2，0.6，0.8，
1.0 时衬砌外壁动应力集中因子分布情况。图 3，4 分

别给出了 P 波和 SV 波入射时衬砌洞室周边动力集中

因子分布曲线。从图中可以看出，P 波和 SV 波入射

时衬砌周边的应力均对称分布在入射波两侧，饱和介

质与非饱和介质中动应力分布有明显差异。P 波入射

时，饱和度变化对动应力分布形状影响较大，饱和时

动应力分布形状与非饱和状态时有显著不同；SV 波

入射时，饱和度变化对动应力分布形状影响较小，饱

和时动应力大于非饱和状态。P 波入射下，当 =0.25
时，Sr<1.0 动应力集中因子的最大值随饱和度的增加

逐渐增大，在 Sr为 0.2，0.6 时分布形式较一致呈“8”
字形，最大值出现在 80°，280°；在 Sr=0.8 时图像

分布形式变为 3 个凸起，最大值出现在 70°，180°
和 290°。Sr=1.0 时动应力集中因子呈椭圆形沿洞中

均匀分布，最大值角度出现在 80°，280°。当 =1.0
时，Sr<1.0 动应力集中因子最大值随饱和度的增加逐

渐增大，动应力集中因子分布呈“豌豆状”，随饱和度

增加逐渐饱满。Sr=1.0 时动应力集中因子呈椭圆形分

布在坐标系的中上部，最大值出现在 0°，360°。当

 =2.0 时，动应力集中因子最大值随饱和度的增加逐

渐增大，曲线集中分布在坐标系的上半部分，随饱和

度增加最大值出现位置逐渐向 0°坐标轴靠拢。P 波

入射时，最小值位置出现在入射面和入射背面，基本

不受饱和度和入射频率的影响。

由于 P 波与 SV 波入射的振动形式不同，衬砌洞

室周边动应力集中因子分布不同，在 SV 波入射时动
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应力集中因子呈蝶状分布。对比图 3，4 可以发现不同

相对频率下，饱和时动应力集中因子最大值要大于入

射 P 波时的动应力集中因子。在图 4 中可以发现，SV
波入射时，饱和与非饱和情况存在明显差异，相比于

Sr=1.0，Sr<1.0 时环向应力数值更小。在 Sr<1.0 时饱和

度对动应力集中因子影响较小，但随相对频率变化动

应力集中因子变化明显，整体上随着入射频率的增加

衬砌周边动应力逐渐增加，由于 Sr=1.0 与 Sr<1.0 增幅

不一致，在相对频率为 2.0 时饱和与非饱和动应力集

中因子最接近。Sr<1.0 时最大值出现角度不变为 40°，

320°；Sr=1 时最大值出现角度变化为 50°，310°；

30°，330°；20°，340°。 SV 波入射时最小值出

现在轴线上。 

 
图 3 P 波入射时考虑饱和度对剪切模量的影响下衬砌洞室周边 

动力集中因子分布曲线 

Fig. 3 Curves of dynamic stress concentration factors around  

    lining cavity considering influences of saturation on  

shear modulus under incidence of P-waves 

 
图 4 SV 波入射时考虑饱和度对剪切模量的影响下衬砌洞室 

周边动力集中因子分布曲线 

Fig. 4 Curves of dynamic stress concentration factors around  

    lining cavity considering influences of saturation on  

shear modulus under SV-waves 

4  结    论 
推导了平面 P 波和 SV 波入射下非饱和多孔介质

中内嵌圆柱形衬砌洞室的动力响应解析解。考虑了饱

和度对剪切模量的影响，求解并分析了饱和度和频率

对圆柱形衬砌洞室动应力集中因子的影响，得到 3 点

结论。 
（1）饱和度对动应力集中因子的影响不容忽视，

无论 P 波还是 SV 波入射，饱和时动应力分布与非饱

和时有显著不同。且 P 波入射时，饱和度对动应力集

中因子的分布形式影响较大，随着饱和度增加，动应

力因子最大值出现角度逐渐向 0°偏移，动应力集中

因子最大值逐渐增加；SV 波入射下，饱和度小于 1
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时，饱和度对动应力集中因子影响较小。 
（2）由于 P 波与 SV 波的振动形式不同，衬砌洞

室周边动应力集中因子分布不同。P 波入射时，动应

力集中因子分布更多呈椭圆形或“豌豆”状；SV 波

入射时，动应力集中因子分布呈蝶状。 
（3）入射频率主要影响动应力集中因子的大小。

随着入射频率的增加，P 波和 SV 波入射下洞室周边

动应力集中因子最大值均逐渐增加。 
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