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基于下限模型的临界滑动面理论与数值解法 
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摘  要：临界滑动面对岩土工程的加固处理有着重要意义。目前对于临界滑动面的研究多采用上限法，基于下限定理

或下限模型的临界滑动面理论与数值解法目前尚未见到。在下限模型的基础上，提出了基于下限模型的临界滑动面理

论，给出了相应的数值解法；并以黏性土体直立边坡的临界高度问题为例，验证了临界滑动面理论与数值解法的适用

性。 
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Abstract: The critical sliding surface is important for the reinforcement of geotechnical engineering in practice. The existing 

researches on the critical sliding surface are mostly based on the upper bound theorem, while the theorem and numerical 

solution method for the critical sliding surface based on the lower bound theorem or lower bound model are not available. In 

this study, the new critical sliding surface solution theorem is proposed based on the lower bound model, and the corresponding 

numerical solution method is also provided. The accuracy and reliability of the calculated results as well as the rationality and 

feasibility of its engineering applications are validated through the examples of an upright slope. 
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0  引    言 

经典塑性力学中的下限定理由 Drucker 等 [1]于

1951 提出，下限定理认为，对理想刚塑性材料，任意

一个静力许可应力场都构成极限荷载的一个下限解。

陈惠发[2]在其 1969 年出版的专著《极限分析与土体塑

性》中，阐述了极限分析方法在土工问题中的应用。

1970 年，Lysmer[3]基于有限单元法的基本思想和

Mohr-Coulomb 屈服准则的线性化，建立了利用下限

定理求解稳定性问题的线性规划模型。Sloan[4]于 1988
年基于最速下降主动集法，对地基承载力问题进行了

求解，获得了稳定性问题的解答。 
下限定理为岩土工程中的稳定性问题提供了一种

特别有用的分析方法，它避开了复杂的弹塑性分析过

程，同样获得了问题的解，吸引了众多研究人员的兴

趣[5-8]，在边坡[9-11]、地下洞室[12-14]、基础[15-17]等各类

岩土问题中得到了广泛应用。 
在工程实践中，通常首先需要知道岩土工程的稳

定性，当岩土工程的稳定性不满足要求时，需要对其

进行加固处理，此时还需要知道临界滑动面的形状与

位置，因此，临界滑动面的确定对岩土工程有着重要

意义。目前对于临界滑动面的研究多采用上限法，基

于下限定理或下限模型的临界滑动面理论与数值方法

目前尚未见到。 
本文在下限模型的基础上，提出了基于下限模型

的临界滑动面理论，给出了基于下限模型的临界滑动

面数值解法；并以黏性土体直立边坡的临界高度问题

为例，验证了基于下限模型的临界滑动面数值解法的

适用性。 
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1  下限定理与下限模型 
1.1  应力场、平衡方程、应力边界条件与屈服准则 

（1）应力场 
在研究对象所在区域内，应力场可表示为 
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将应力场 , ), , ,( ,x y z yz zx xy      简记为 。 
（2）平衡方程 
静力平衡微分方程为 
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         (2) 

将静力平衡微分方程简记为 
( )   E F  。                   (3) 

（3）应力边界条件 
在应力边界 S 上，设边界法方向为 ( , , )l m n ，在

每一点给定了分布的表面力 xT 、 yT 与 zT ，应力边界

条件可写为 
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        (4) 

将应力边界条件简记为 

( )   S T  。                 (5) 
（4）屈服准则 
屈服准则以应力形式表达，一般地可写为 

( ) 0M  ≤   。              (6) 
1.2  下限定理 

下限定理可表述为：任何一个静力许可应力场都

构成极限荷载的一个下限解。 
静力许可应力场是指同时满足如下条件的应力

场：①平衡方程；②应力边界条件；③屈服准则约束。 
1.3  下限模型 

与下限定理相应的数学模型简称为下限模型。下

限模型可写为 
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式中：  为应力场，自变量； ( )Q  为目标函数；

( )E F  为平衡方程； ( )S T  为应力边界条件；

( ) 0M  ≤ 为屈服准则。 
下限模型是以应力场为变量，以下限荷载为目标

函数，以平衡方程、应力边界条件和屈服准则为约束

的最优化模型。 
1.4  下限模型特性 

下限模型是一个最优化模型，具有最优化模型的

一般特性。 
满足最优化模型全部约束条件的解称为可行解。

目标函数的最大值称为最优值；使得目标函数取得最

优值的可行解，称为最优解。对某一确定的最优化模

型，可行解可能存在，也可能不存在。如果可行解不

存在，则最优值也就不存在；如果可行解存在，最优

值可能存在（为有限值），也可能不存在（为无限大）。

如果最优值存在，则最优解必然存在。最优值只有一

个，最优解可能为有限个，也可能为无限多个。 

2  基于下限模型的临界滑动面理论 
下限模型的每一个可行解，都对应着一个静力许

可应力场。下限模型目标函数的最优值即为极限荷载。

下限模型的每一个最优解，都对应着极限荷载作用下

的一个静力许可应力场。为论述方便，称极限荷载作

用下的静力许可应力场为极限许可应力场。也即下限

模型的每一个最优解，都对应着一个极限许可应力场。 
对某一确定的下限模型，静力许可应力场可能存

在，也可能不存在。如果静力许可应力场不存在，则

下限模型所描述的岩土问题是不稳定的，此时极限荷

载也就不存在；如果静力许可应力场存在，则下限模

型所描述的岩土问题是稳定的，此时极限荷载可能存

在（为有限值），也可能不存在（为无限大）。如果极

限荷载存在，则极限许可应力场必然存在。极限荷载

只有一个，极限许可应力场可能为有限个，也可能为

无限多个。 
在某一给定的极限许可应力场中，对某一点的应

力而言，该点应力要么处于屈服状态，要么处于非屈

服状态，二者必居其一。如果某一点的应力在任一极

限许可应力场中均处于屈服状态，则称该点为下限塑

性点。全部的下限塑性点的集合称为下限塑性区。下

限塑性区即为下限模型的临界滑动面。 
下限塑性点的直观物理意义就是在极限荷载作用
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下不得不屈服的点；下限塑性区的直观物理意义就是

在极限荷载作用下不得不屈服的区域。对二维平面问

题，临界滑动面可能是一条二维曲线，也可能是一个

二维区域；对三维问题，临界滑动面可能是一个三维

曲面，也可能是一个三维区域。由于屈服准则的外凸

性，下限塑性区内的应力分布具有唯一性，非下限塑

性区内的应力分布不具有唯一性。 

3  基于下限模型的临界滑动面数值解

法 
由于实际问题的复杂性，一般很难获得下限模型

的解析解，工程中可考虑采用数值解法。以平面应变

问题例，采用四边形单元进行网格划分，以全部的节

点应力为自变量，并对目标函数、平衡方程、应力边

界条件和屈服准则进行线性化处理，可得到一个线性

化的下限模型（称之为下限线性规划模型），通过对下

限线性规划模型的求解，可获得相应问题的极限荷载

及临界滑动面，具体如下。 
3.1  网格划分 

对平面应变问题，采用四边形单元进行网格划分。

设网格共有 N 个节点，M 个单元。 
3.2  自变量 

以全部节点的应力分量为自变量，记为 n 。因网

格共有 N 个节点，故 n 为一个 3N 维列向量。 
3.3  目标函数 

采用线性化的目标函数，可一般地记为 

nC   。               (8) 
式中：C 为目标向量。 
3.4  平衡方程 

单元在体力与周边应力作用下，在 x 方向和 y 方

向上应分别保持平衡。设单元周边应力为直线分布，

单元边界上 x 方向的应力分布如图 1 所示，单元边界

上 y 方向的应力分布如图 2 所示，则单元在 x 方向与

y 方向上的平衡方程可写为 
e e e[ ][ ] [ ]A b    。           (9) 

式中： 
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式中：A 为单元面积； xg 与 yg 分别为 x 方向与 y 方向

的重力加速度； 1 1( , )x y … 4 4( , )x y 为单元 4 个节点的坐

标； 1 1 1, ,( )x y xy   … 4 4 4( , , )x y xy   元为单元 4 个节点

的应力分量。 

 
图 1 单元边界上 x 方向的应力分布 

Fig. 1 Stresses along element boundary in x direction 

 
图 2 单元边界上 y 方向的应力分布 

Fig. 2 Stress along the element boundary in y direction 

对全部单元平衡方程集成，可得到如下形式的总

平衡方程： 

1 1nA b    。           (10) 
3.5  应力边界条件 

应力边界条件实质上为施加在应力上的等式约

束。采用线性化的应力边界条件，可一般地记为 

2 2nA b    。            (11) 
3.6  屈服准则 

对 Mohr-Coulomb 屈服准则，采用线性化近似，
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式（6）可写为[4] 
  k x k y k xyA B C D    ≤ 。     (12) 

式中： sin cos( )cos(2π / ) π/ sin cos(π/ )k kA k Bp p p   ；   
π / 2sin(2π /co ) 2 cos coss (π/(2 ) )kk p k p D c p kC   ； ； ；

1，2，…，p，p 为内接多边形的边数；c 为黏聚力；φ
为内摩擦角。 

所有的节点应力均应满足屈服准则。将所有的线

性化后的节点应力屈服准则约束集成，即可得到线性

化的屈服准则约束，可一般地记为 

3 3nA b ≤   。              (13) 
3.7  下限线性规划模型 

综合目标函数式（8）、平衡方程式（10）、应力边

界条件式（11）及屈服准则式（13），下限线性规划模

型可一般地写为 
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式中： n 为节点应力；C 为目标向量； 1 1nA b  为离

散后的线性化平衡方程； 2 2nA b  为离散后的线性化

应力边界条件； 3 3nA b ≤ 为离散后的线性化节点屈服

准则约束。 
3.8  数值求解方法 

模型式（14）为带有等式与不等式约束的线性规

划模型，其目标函数的最大值即为极限荷载。对下限

线性规划模型的任一最优解，如果某一不等式约束均

处于等式状态，称该约束为主动约束，称该约束所在

的节点为下限塑性节点。全部下限塑性节点的集合构

成下限模型的临界滑动面。据此，求解下限模型的临

界滑动面问题就转化为求解线性规划模型的主动约束

问题。关于线性规划模型最优值及主动约束的求解，

可参见相关线性规划相关内容[18-19]，本文不再做详细

论述。 

4  临界滑动面算例 
以黏性土体直立边坡的临界高度问题为例，对本

文所提出的临界滑动面理论与数值解法进行简单验

证。 
设土体重度 18   kN/m3，黏聚力 c=20 kPa，内

摩擦角  15°。设土体竖直方向高度为 h，水平方向

宽度 b=h；竖直方向与水平方向均划分为 15 个单元，

如图 3 所示，共计有 256 个节点，225 个单元。其中

左侧边界 AD 上节点的切应力与 x 向正应力为零，上

侧边界 AB 上节点的切应力与 y 向正应力为零；采用

Mohr-Coulomb 屈服准则。 

目标向量给定为零，也即只要下限模型存在可行

解，边坡就是稳定的，否则是不稳定的。根据本文中

所述方法，建立黏性土体直立边坡临界高度问题的线

性规划下限模型。 
数值求解时，先通过试算法求解直立边坡的临界

高度。即先假定一个竖直高度，如果求解发现下限模

型的可行解不存在，则减小假定的竖直高度；如果求

解发现下限模型的可行解存在，则增加假定的竖直高

度，直至高度范围小于给定的精度为止，这样就获得

了黏性直立边坡的临界高度。在获得临界高度后，进

一步求解下限模型的全部下限塑性节点。 
根据卡尔曼公式[2]，其临界高度 hcr1为 5.79 m。

采用本文所述方法，黏性土体直立边坡的临界高度hcr2

为 5.36 m，全部下限塑性节点（Plastic node）分布如

图 3 所示。卡尔曼公式假定临界滑动面为直线（Linear 
sliding）。根据本文提出的临界滑动面理论，全部塑性

节点构成临界滑动面。由图 3 中的塑性节点分布可以

看出，其临界滑动面总体上呈曲线分布。 

 

图 3 黏性土体直立边坡的临界高度问题 

Fig. 3 Critical heights of vertical slope in cohesive soil 

5  结    语 
在理论研究与工程实践中，下限定理通常用来求

解极限荷载，临界滑动面通常通过上限法来求解。本

文的研究表明，基于下限模型不但可以求解极限荷载，

也可以求解临界滑动面。 
在建立起线性规划下限模型后，极限荷载的求解

可借助成熟的商业软件进行。与临界滑动面求解相对

应的是线性规划模型主动约束的求解，目前的商业软

件并不直接提供主动约束求解这一功能，需要编程完

成。主动约束求解的标准化与模块化应是下一步需要

解决的问题。 
本文只是初步提出了基于下限模型求解临界滑动

面理论和数值解法，更多的理论研究需要进一步的深
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入，更多的实践验证还有待开展。 
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