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考虑孔口周边均匀切应力作用的柱形孔扩张 
二维弹塑性分析 

于旭光 

（唐山工业职业技术大学，河北 唐山 063299） 

摘  要：为了求解两向不等压应力场和孔口剪切应力共同作用下的柱形孔扩张弹塑性统一解，首先将应力函数展开为

三角级数形式，推导了弹性区应力和位移；接着采用统一强度理论和相关联流动法则，推导了塑性区应力和位移；最

后通过保角映射函数确定了弹塑性交界线，进而根据弹塑性交界线处的应力连续条件，采用最小二乘法确定了弹性区

应力和位移中的常系数。新提出的弹塑性统一解提供了一种求解柱形孔扩张问题的新框架，不仅扩展了 Tresca 屈服准

则下的解，还可以反映柱形孔扩张时的“非圆效应”。通过与复变函数法、试验值对比验证了解的正确性，并且分析

了各个参数对弹塑性交界线、应力和位移的影响。 
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Two-dimensional elastic-plastic analysis of cylindrical cavity expansion           
considering uniform shear stress around holes 

YU Xuguang 
(Tangshan Polytechnic University, Tangshan 063299, China) 

Abstract: In order to solve the elastic-plastic unified solution of cylindrical cavity expansion under the combined action of 

two-dimensional unequal pressure stress field and shear stress, the stress function is expanded into trigonometric series, and the 

stress and displacement in elastic zone are derived. Then, the stress and displacement in plastic zone are derived by using the 

unified strength theory and associated flow rule. Finally, the elastic-plastic boundary is determined by the conformal mapping 

function, and then the constant coefficients of stress and displacement in elastic zone are determined by the least squares 

method according to the stress continuity condition at the elastic-plastic boundary. The new elastic-plastic unified solution 

provides a new framework for solving the problem of cylindrical cavity expansion, which extends the solution under the Tresca 

yield criterion and reflects the “non-circular effect” of cylindrical cavity expansion. The correctness of the solution is verified 

by comparing with the complex function method and experimental values, and the influences of various parameters on the 

elastic-plastic boundary, stress and displacement is analyzed. 
Key words: two-dimensional unequal pressure stress field; uniform shear stress; unified strength theory; associated flow rule; 

least square method

0  引    言 
小孔扩张理论在岩土工程的各个领域得到了广泛

的应用，比如顶管安装、圆锥贯入试验、水平定向钻

井过程中的最大泥浆压力分析、隧道稳定性分析等。

在实际工程中，真实应力场主要是以水平地应力和竖

向地应力存在差异的两向不等压应力场为主[1]，并且

在旋转钻孔/开挖、螺旋桩和旋转圆锥贯入试验等[2-3]

过程中，孔口周边会产生较大的剪切应力。因此开展

对同时考虑两向不等压应力场和孔口剪切应力下的小

孔扩张理论进行研究具有重要的实际意义。 
为此众多研究人员开展了相关研究。Galin[4]基于

Tresca 屈服准则和理想弹塑性模型，采用复变函数法

对两向不等压应力场和孔口无剪切应力共同作用下的

柱形孔口进行了弹塑性分析；Zhou 等[3, 5-6]基于 Tresca

DOI：10.11779/CJGE20230861 

─────── 

收稿日期：2023-09-06 



716                         岩  土  工  程  学  报                                    2025 年 

屈服准则和理想弹塑性模型，分别对两向等压应力场

和孔口剪切应力共同作用下的柱形孔口以及两向不等

压应力场和孔口无剪切应力共同作用下的柱形孔口进

行了弹塑性分析；Zhuang 等[7-8]基于 Tresca 屈服准则

和理想弹塑性模型对两向不等压应力场和孔口剪切应

力，以及基于 Mohr-Coulomb 强度准则和理想弹塑性

模型对两向不等压应力场和孔口无剪切应力共同作用

下，均采用复变函数法对柱形孔口进行了弹塑性分析；

Wang 等[9]基于 Mohr-Coulomb 强度准则和理想弹塑性

模型，采用一种半解析方法对两向不等压应力场和孔

口无剪切应力共同作用下的柱形孔口进行了弹塑性分

析；武孝天等[10]基于三维统一硬化（UH）本构模型

对两向等压应力场和孔口无剪切应力共同作用下的柱

/球形孔口进行了弹塑性分析；于旭光等[11]基于统一强

度理论和弹脆塑性模型对两向不等压应力场和孔口无

剪切应力共同作用下的柱形孔口进行了弹塑性分析。 
大量真三轴试验[12]、广义强度理论与试验对比[13]

均表明：岩土类材料与中间主应力 2 紧密相关，而从

上述文献[3～11]研究中可以看出两点不足之处：①只

有文献[10，11]采用了考虑中间主应力 2 对柱形孔口

进行了弹塑性分析，其他均未考虑中间主应力效应；②

未见综合考虑两向不等压应力场和孔口剪切应力共同

作用情况下，推导出采用统一强度理论得到的统一解。 
综上所述，本文首先提出一种理论计算框架，将

弹性区的应力函数采用三角级数表示，进而推导出弹

性区应力和位移，塑性区采用统一强度理论和相关联

流动法则推导出塑性区应力和位移，而弹塑性边界线

采用一种新的保角映射函数来进行确定；接着与基于

Tresca 屈服准则、Mohr-Coulomb 强度准则并采用复变

函数法得到的已有解答、试验值进行了对比验证；最

后探讨了理论计算框架、柱形孔口周边均匀切应力以

及侧压力系数对弹塑性交界线、应力和位移的影响。 

1  基本假定与基本方程 
1.1  基本假定 

在两向不等压应力场下，为了提供一种柱形孔口

周边存在均匀切应力作用下的柱形孔扩张问题解析

解，作如下 3 条假设： 
（1）柱形孔口周边的土体塑性区完全包围孔口。 
（2）柱形孔扩张过程中柱形孔口的扩孔压力是均

匀的，且孔口周边切应力为常量。 
（3）土体为各向均匀、连续且满足统一强度理论

的理想弹塑性材料，在柱形孔土体扩张过程中面外应

力始终作为中间主应力，且中间主应力表达式

2 1 3( ) / 2    。 
以拉应力为正，采用黏聚力 c、内摩擦角 表达

的统一强度理论为[14] 

当 2 1 3 1 3
1 sin( ) ( )
2 2


      ≤ 时， 

1 2 3
1 sin 2 cos( )

(1 )(1 sin ) 1 sin
cb

b
 

  
 


  

  
。(1) 

当 2 1 3 1 3
1 sin( ) ( )
2 2


      ≥ 时， 

1 2 3
1 1 sin 2 cos( )

1 1 sin 1 sin
cb

b
 

  
 


  

  
  。 (2) 

在平面应变状态下，将 2 1 3( ) / 2    代入式

（1），可得塑性区应力满足的统一强度理论表达式为 
1 3A B    。               (3) 

式中：
(2 )(1 sin ) 4(1 ) cos

2 (2 3 )sin 2 (2 3 )sin
b b cA B

b b b b
 

 
  

 
     

； 。 

b为统一强度理论参数，用来代表中间主应力 2 对土

体材料强度的影响程度，其取值范围为0 1b≤ ≤ 。不

同的 b值可对应不同的强度准则，比如：当 0b  时可

对应为 Mohr-Coulomb 强度准则（作为特例当 0  ，

此时 1A  、 2B c ，此时式（3）可对应为 Tresca 屈

服准则）；当 1b  时可对应为双剪应力强度准则；当

0 1b  时可对应为一系列新的强度准则。参数b的

确定可参考文献[15]。 
在平面应变状态下，最大主应力、最小主应力与

极坐标应力之间的关系式为 
2 2

1
1 1( ) ( ) 4
2 2r r r              ，  (4) 

2 2
3

1 1( ) ( ) 4
2 2r r r              。  (5) 

将式（4）、（5）代入式（3），可得 
2 2(1 ) ( ) 4 ( )( 1) 2 0r r rQ A A B               。

(6) 
式中： r ，  ， r 分别为径向正应力、切向正应力

和切应力，求解时规定正应力以受拉为正，切应力以

顺时针为正。 
在上述假设情况下，柱形孔扩张力学模型如图 1

所示。 

 
图 1 柱形孔扩张力学模型 

Fig. 1 Mechanical model for cylindrical cavity expansion 
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图 1 中 0p 为竖向地应力，为侧压力系数， ir为柱形

孔口半径， ip 为扩孔压力， i 为洞壁处切应力， pr 为
柱形孔口塑性区半径， 为极角，以逆时针旋转方向

为正。 
1.2  基本方程 

极坐标中的平衡微分方程为[16] 
1 0r rr

r r r
   


 
  

 
  ，    (7) 

21 0r r

r r r
    


 
  

 
   。     (8) 

极坐标中的几何方程为 

r
r

u
r







  ，               (9) 

1r uu
r r


 


 


  ，         (10) 

1 r
r

u uu
r r r

 
 


  

 
  。       (11) 

将图 1 中无穷远处的初始竖向和水平地应力转换

为无穷远处的初始径向正应力 0r 、初始切向正应力

0 和初始切应力 0r ， 

0 0 0
1 1 cos 2

2 2r p p 
 

 
     ， (12) 

0 0 0
1 1 cos2

2 2
p p

 
 

 
    ，  (13) 

0 0
1 sin 2

2r p


 


   。         (14) 

因此在平面应变状态下，扣除初始地应力下的本

构方程为 
2

0 0
1 ( ) ( )

1r r rE  
 

    


       
，(15) 

2

0 0
1 ( ) ( )

1 r rE  
 

    


       
，(16) 

0
2(1 ) ( )r r rE  


  


    。        (17) 

式中：E， 分别为围岩弹性模量和泊松比。 

2  弹塑性解答 
2.1  弹性区应力和位移解答 

（1）弹性区应力解答 
在极坐标系中，弹性区采用应力函数 表示的双

调和方程为[16] 
22 2

2 2 2

1 1 0
r r r r




   
      

  。  (18) 

文献[17]将应力函数 展开成三角级数的形式，

并求解得到应力函数 的表达式为 

2 2
0 0 0

1
ln ln ( k

k
k

C r D r r F r L r




      

2 2 ) cosk k k
k k kM r N r P r k        。   (19) 

式中： 0C ， 0D ， 0F ， kL ， kM ， kN ， kP 为待定系数，

可根据应力边界条件进行确定， 1,2,k   。 
径向正应力 r 、切向正应力  、切应力 r 和应

力函数 的关系表达式为 
2

2 2

1 1
r r r r

 



 

 
 

  ，        (20) 

2

2r








  ，                 (21) 

2

2

1 1
r r r r

 


 
 

 
  

  。         (22) 

将式（19）分别代入式（20）～（22）可得围岩

弹性区的径向正应力、切向正应力和切应力为 
2

e 0
0 02 2

1

(2 ln 1) 2 k
r k

k

C k kD r F L r
r r






 
     


  

2 2
2

2

2( 2) cosk
k k kk k

k k k kM N k k r P k
r r



  
    


，   

                                  (23) 
2

e 0
0 02 2

1

(2ln 3) 2 k
k

k

C k kD r F L r
r r





 
      


  

2 2
2

2

3 2( 3 2) cosk
k k kk k

k k k kM N k k r P k
r r



  
    


，

                                       (24) 
e

2 2
1

1 1 ( 1)k k
r k k kk

k

k kk L r M N k r
r r






     
  

1 sink k

kP k
r


 


  。              (25) 

式中：上角标加e 代表围岩弹性区，下同。 

一方面在无穷远处，应力不能是无限大，因此根

据式（23）～（25）可得 
0 0D  ， 0kN    （ 1,2,k   ） ，  (26) 

0kL    （ 3,4,k    ）  。     (27) 

另一方面在无穷远处，径向正应力、切向正应力、

切应力应分别和式（12）～（14）相等，即 
e

0 2 02 2 cos2r r rF L       ， (28) 
e

0 2 02 2 cos 2r F L        ， (29) 
e

2 02 sin 2r r rL        。      (30) 

通过式（28）～（30）可得 

0 0
1

4
F p

  ， 2 0
1

4
L p

   。 (31) 

由于在式（23）～（25）中包含 1L 和 1P的项恒为
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0，因此 1L 和 1P不用求解，其他的 2k 个待定系数 0C ，

kM ， kP （注意此处 kP 从 2P 开始）需要在弹塑性交界

线 pr r 处，根据式（23）～（25）通过最小二乘法进

行求解，即 
1 θU = R U   。          (32) 

式中：
1 1 1 1

T
1 1 1 3 1( , , , , , , )r r rk k r k k             ，其值可

根据弹塑性交界线处应力值连续，进而采用塑性区应

力值来确定； 1 0 2 1((2 2 cos2 )F L   ，U 0 2 1(2 2 cos2 )F L  ， 

12 1 0 2(2 sin 2 ) , ,(2 2 cos 2 ) ,kL F L     0 2(2 2 cosF L   

1 1 1

T T
2 3 1 0 1 2 2 12 ) , (2 sin 2 ) ) ( , , , , , , )k k k k k kL C M M P P         ； ；U

θR 为系数矩阵，可通过式（23）～（25）得出，在极

角 为 0°∶360°，将弹塑性交界线等分成 1k 个点

（ 1 1,2,k   ，且需满足 13 2k k ，此时方程数大于待

定系数个数），则 θR 为 13 2k k 的系数矩阵，限于篇幅，

不再列出。 
根据式（32），可得 

T 1 T
1( ) ( ) θ θ θU R R R U   。     (33) 

（2）弹性区位移解答 
联立式（9）～（11）、（15）～（17）、（23）～（25），

可得围岩弹性区的径向位移和切向位移为 

e
1 1

1 2

( 2 4 )1 cos cosk k
r k k

k k

M k P ku k k
E r r

  
 

 
 

     
 
   ， 

     (34) 

e
1 1

1 2

( 4 4 )1 sin sin  k k
k k

k k

M k P k
u k k

E r r


 

 

 
 

   
  

 
  。 

       (35) 
2.2  塑性区应力和位移解答 

（1）塑性区应力解答 
当围岩塑性区完全包围孔口时，由于孔口处的应

力边界和几何形状属于轴对称情况，因此可假定围岩

塑性区应力与极角 无关，即 
p

0r






，

p

0






，

p

0r






  。  (36) 

式中：上角标加 p代表围岩塑性区，下同。 
根据式（8），可得围岩塑性区切应力为 

2
p i

i 2r
r
r    。             (37) 

由于 ( )r  与 2 r 的大小不能确定，因此利用

公式 2 2 1.0 0.38m n m n   [18]（当 5n m n≥ ， 0n 
时，相对误差 7% ；当 5m n ， 0n  时，相对误差

5% ）来近似简化式（6）时，可分成 3 种情况。简

化后的式（6）具体表达式为 

1 2 3 0r rQ J J J          。     (38) 

 

式中：当 0r  （当 0r  时，前面加“-”号即可）

时， 1J ， 2J ， 3J 表达式分别为 

1

                                    ( ) 2

( 2 1) 2 1        ( ) 2  
( 2 1) 2 1

0.31 0.69                    ( ) 2
0.69 0.31

r r

r r

r r

A

AJ
A
A
A

 

 

 

  

  

  

  


     
   


   

， 

2

0.38( 1)         ( ) 2
0                        ( ) 2

1      ( ) 2      
0.69 0.31

r r

r r

r r

A
J

A
A

 

 

 

  
  

  

  
  


   

， 

3

                                    ( ) 2
2         ( ) 2

( 2 1) 2 1

                  ( ) 2
0.69 0.31

r r

r r

r r

B
BJ
A

B
A

 

 

 

  

  

  

  

   
   

  
 

。 

当 0r  时，式（38）将退化为 1 rQ J     

3 0J  ，此时 1J A ， 3J B 。 

联立式（7），（37），（38），并以
i ir r r p    为边

界条件，可得围岩塑性区径向正应力和切向正应力为 
当 1 1J   （此时对应 1A  ）时， 

2
p 2 i i

i 3 2
i

ln 1
2r
J rrp J

r r



 

     
 

  ，   (39) 

2
p 2 i i

i 3 2
i

ln 1 1
2
J rrp J

r r



   

        
  

。(40) 

当 1 1J   （此时对应 1A  ）时， 
 1 1

p 3 2 i
i

1 1 i1 1

J

r
J J rp
J J r




 
  

         
 

2
32 i i

2
1 11 1

JJ r
J r J



 

  ，              (41) 

 1 1
p 3 2 i

1 i
1 1 i1 1

J
J J rJ p
J J r




 
  

          
 

2
32 i i

2
1 11 1

JJ r
J r J



 

  。              (42) 

因此，式（39），（40），（37）或式（41），（42），
（37）即为围岩塑性区的径向正应力、切向正应力和

切应力。 
（2）塑性区位移解答 
在围岩塑性区，根据相关联流动法则可得 

p dd =d
dij

ij

Q
 


  。           (43) 

式中： p
ij 为塑性应变。 

将式（38）代入式（43）可得 
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p

p
1

p
2

d =d d

d =d d

d =d d

r
r

r
r

Q

Q J

Q J







  


  


  



  

  
 


 

 

，

，

。

        (44) 

由式（44）可得 
p p

1

1d d rJ  ， p p2

1

d = dr r
J
J    。  (45) 

对式（45）两式的两端进行积分，并根据弹塑性

交界线处的塑性应变为 0，可得 
p p

1

1
rJ  ， p p2

1

=r r
J
J    。     (46) 

根据式（46），可得塑性区的应变表达式为 
e p e p e e

1 1 1

1 1 1( )r r r rJ J J                 ，(47) 

e p e p e e2 2 2

1 1 1

( )r r r r r r r r
J J J
J J J                 。(48) 

将式（9）～（11）分别代入式（47），（48），同

时考虑
1
2r r   ，可得 

e e

1 1

1 1 1r r
r

uu u
r r J r J


 


 

   
 

 ， (49) 

e e2 2

1 1

1 1
2

r r
r r

u uu J u J
r r r J r J

 
 


          

。(50) 

通过求解式（49），（50），可得到围岩塑性区径向

位移和切向位移。 
a）情况 1 
当 2 0J  （此时代表考虑孔口周边均匀切应力）

时，围岩塑性区径向位移： 
当 1 1J   （此时对应 1A  ）时， 

p 1
4 5 3

(1 )(1 2 ) lnru J r J r J r r
E

   
    ； (51) 

当 1 1J   （此时对应 1A  ）时， 

1p
6 7 1 1

1 1

1 1 1 12
2

J
ru J r J r J J

E J J
 
                   

      
 

 1

1

1 2
3 2 i 2 i i

i
1 1 i 1

1
1 1 1

J
JJ J J r

p r
J J r J r

 
 


              
。(52) 

围岩塑性区切向位移： 
当 1 1J   （此时对应 1A  ）时， 

 p
i 3 i 2 i 0

(1 )(1 2 ) 2 2 ln (1 )u p J r J p
E

 
 

        


 

    4 12 ( )J r h r





  ；               (53) 

当 1 1J   （此时对应 1A  ）时， 

p 3
0

1 1 1 1

1 1 2 1 11 2 1
1 2

Ju p
E J J J J
  

      
                   

  

6 0 2
1

1 1 11 sin2 ( )
4

J r p r h r
E J
  

    
       
    

 。 (54) 

式中： 4J ， 5J ， 6J ， 7J 为积分常数； 1( )h r ， 2 ( )h r 为

只与 r相关的函数。 
b）情况 2 
当 2 0J  （此时代表不考虑孔口周边均匀切应力）

时，围岩塑性区径向位移分别如下： 
当 1 1J   （此时对应 1A  ）时， 

p 1
10 11 3

(1 )(1 2 ) lnru J r J r J r r
E

   
     

,1 ,1 ,2 ,1
1

cos( ln ) sin( ln ) cos 2w w w w
w

V H r V H r w




   ；(55) 

当 1 1J   （此时对应 1A  ）时， 

1p
12 13 1 1

1 1

1 1 1 12
2

J
ru J r J r J J

E J J
 
                   

      
 

 1 1
1

1 1
3 2

i
11 i

1
1

J J
J

w

J
p r r

J r

  




           
  

,3 ,2 ,4 ,2cos( ln ) sin( ln ) cos 2w w w wV H r V H r w   。(56) 
围岩塑性区切向位移分别如下： 
当 1 1J   （此时对应 1A  ）时， 

 p
i 3 i 0 10

(1 )(1 2 ) 2 2 ln (1 ) 2u p J r p J r
E

             
 

 

 ,1 ,1 ,1 ,1 ,2
1

1 sin( ln ) cos( ln )
2 w w w w w

w
V H H r H r V

w





    

,1 ,1 ,1 3sin( ln ) cos( ln ) sin 2 ( )w w wH r H H r w h r    ； 

(57) 
当 1 1J   （此时对应 1A  ）时， 

p 3
0

1 1 1 1

1 1 2 1 11 2 1
1 2

Ju p
E J J J J
  

      
                   


1 1
2

12 0 ,3
11 1

1 1 11 sin 2
4 4

J

w
w

rJ r p r V
E J wJ
  






    
        
    



1 ,2 ,2 ,2 ,4 1(1 )cos( ln ) 2 sin( ln ) (1 )w w w wJ H r H H r V J      

,2 ,2 ,2 4sin( ln ) 2 cos( ln ) sin 2 ( )w w wH r H H r w h r  。 

 (58) 
式中： ,1wH ， ,2wH 为关于w的表达式； 10J ， 11J ， 12J ，

13J 为积分常数； 3( )h r ， 4 ( )h r 为只与 r相关的函数；

,1wV ， ,2wV ， ,3wV ， ,4wV 为待定系数。 
2.3  塑性区半径解答 

从 2.1，2.2 节可以看出，求解问题的关键在于塑

性区半径 pr 。在两向不等压应力场下，从文献[8]可知

弹塑性交界线不是一个圆形，可取保角映射函数将 z
平面上的弹塑性交界线转换为 平面上的单位圆，进
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而圆内和圆外的区域分别表示塑性区和弹性区。如图

2 所示。 

 
图 2  平面上的弹塑性交界线 

Fig. 2 Elastic-plastic boundary in  plane 

根据文献[8]，取保角映射函数为 

2( ) 1z



  


 

   
 

  。      (59) 

式中： ，  ，  为控制弹塑性交界线的常数；   
ii e     为 平面上的复变函数， 为极径，为

极角， i= 1 。 
根据弹性力学中的复变函数解法，弹性区的应力

可以采用两个解析函数 e( )  和 e( )  表示为[16] 
e e

e e( ) ( )
2

r  
   


    ，      (60) 

e e e
2i

e e
2i( ) ( ) ( ) e

( ) 2
r r     

   
 

   


。(61) 

在弹塑性交界线处，存在 
e e p p

2 2
r r     

   ，        (62) 

e e e p p p2i 2i
2 2
r r r r           

  。 (63) 

在弹性区无穷远处，根据式（12）～（14）可得 
e e

0
1

2 2
r p   

    ，        (64) 

e e e
2i

0
2i 1e

2 2
r r

r p    


  
    。 (65) 

通过对 1A  和 1A  这 2 种情况分别来计算式

（59）中的 ，  ，  。 
a）情况 1 
当 1 1J   （此时对应 1A  ）时， 

1  ， 0

3

(1 )p
J





 ， 

32 i
i 0 i

3

1 1exp
2 2 2

JJr p p
J




         
  

。(66) 

当 i 0  且满足 0b  和 0     时，式（66）中 ，

 ，  取值与文献[5]中采用 Tresca 屈服准则相同。 
b）情况 2 

当 1 1J   （此时对应 1A  ）时，采用情况 1 求解

常数 和  的方法，可得  值、 与 关系式分别为 

1

2
1 J

 


  ，             (67) 

 
 

1

1

1
131 2 i

i
1 1 i

1 1
2 1 1

J
JJJ J

p
J J r


 

 

   
        

 

0
1

2
p

    ，                    (68) 

3 31 2 i
0 i

1 1 1

11
2 1 2 1 1

J JJ Jp p
J J J

  
         

 

 1 1

0
i

1 0
J

R
r

 
 

 
 

  。           (69) 

式中： 0R 为与超几何函数相关的常数。 
当 i 0  、 0b  时且附录中的式（110）中的超几

何函数只取第一项时（即取值为 1），则式（67）～（69）
中 ， ， 取值与文献[8]中采用 Mohr-Coulomb 强

度准则相同。当超几何函数不仅仅取第一项（即取值

不为 1）时， ， 值可通过式（68）、（69）并采用

MATLAB 编程进行求解。 
将 i

p e   代入式（59），可得 
 ii i i2e e (1 e ) ez r              。  (70) 

式中： 21 2 cos 2      ； 

2

1 cos 2cos
1 2 cos 2

 


  




 
。 

从式（70）可以看出，z 平面上的弹塑性交界线

处的塑性区半径为  ，z 平面上的极角 与 平面

上的极角的关系为    。 
2.4  求解流程 

本文求解流程如图 3 所示。 

 
图 3 求解流程图 

Fig. 3 Flow chart for solutions 
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特别指出：本文计算的塑性区半径 pr 在任意极角

 处均需满足 p ir r≥ ，以保证柱形孔口周边的土体塑性

区完全包围孔口。 

3  对比验证 
为验证本文解的正确性，将本文解与文献[7，8]

（复变函数法）、试验值[19]进行对比分析。 
3.1  本文解与复变函数解对比验证 

当采用 Tresca 屈服准则时，取文献[7]中的参数：

i 1r  ， 0p c ， 0 0 5p c  . ， i 5p c ， i 0  和 c ，
0     ；当采用 Mohr-Coulomb 强度准则时，取 i 0  ， 
15     ，其他参数同 Tresca 屈服准则。另外，考虑

到计算精度要求，取式（33）中 7k  （即取前 7 项），

1 24k  。两种准则下的弹塑性交界线和极角 0     时

的应力对比结果如图 4，5 所示，考虑到对称性，图 4，
5中弹塑性交界线仅取极角 在0°∶90°区域的图形。 

图 4 Tresca 屈服准则 

Fig. 4 Tresca yield criterion 

从图 4，5 中可以看出：当采用 Tresca 屈服准则 
时，本文解在 i c  时比文献[7]（复变函数法）求得

的弹塑性交界线增大了 3.7%，而应力值是非常吻合

的，而在 i 0  时求得的弹塑性交界线是相同的；当

采用 Mohr-Coulomb 强度准则时，本文解和文献[8] 
（复变函数法）求得的弹塑性交界线以及应力值均是

相同的，并且在 4.3 节中，当采用 1  进行位移分析

时，位移值计算精度也非常高。 

 
图 5 Mohr-Coulomb 强度准则 

Fig. 5 Mohr-Coulomb strength criterion 

3.2  本文解与试验值对比验证 

文献[19]进行了 9 组不同埋深下的均匀砂土水平

钻孔试验。本文以其中 1 组 HB25 为例，其基本参数：

孔口直径 i2 38D r  mm，砂土密度 1696    kg/m3，

孔口深度与孔口直径比值 / 17.9H D  ， 0 51  . ，

5c   kPa（由于钻孔周围发生了入渗，从而考虑了黏

聚力）， 46   。该试验测试了极角 270     且 i3r r
的径向应力、切向应力增量值，通过与本文解（本文

解采用 0b  ，在实际工程中可根据文献[15]方法确定

b值）对比分析如图 6 所示。 
从图 6 中可以看出：本文求得的径向应力增量

r 与试验值非常吻合，而求得的切向应力增量 
比试验值略大，但从总体变化趋势来说较为吻合。同

时由于 i 与 ip 相比较小，故图 6 中考虑切应力作用时

与未考虑切应力时曲线变化不是特别明显。 
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图 6 不同 i 下的本文解与试验值对比分析 

Fig. 6 Comparative analysis of proposed solutions and  
     experimental values with different values of i  

4  参数分析 
本节进行参数分析时，取文献[8]中的参数： 

i 1r  ， 0p c ， 0 0 5p c  . ， i 5p c ， 15     ；另

附加参数 100E c ， 0.3  ，并取式（74）中 7w  （即

取前 7 项）。考虑到对称性，本节分析仅取极角 在

0°∶90°区域的图形。 
4.1  理论计算框架对计算结果的影响 

从全文整体推导来看，本文将式（6）简化为式（38）
时，会产生一定的相对误差，本节就这种简化产生的

相对误差对计算结果的影响进行分析。 
由于文献[3]给出了基于 Tresca 屈服准则时，考虑

两向等压应力场和孔口剪切应力共同作用下弹性区、

塑性区应力精确计算公式，但并未给出塑性区半径计算

表达式（只需要在弹塑性交界线处，令弹性区和塑性区

的径向正应力、切向正应力和切应力分别相等即可求

得）。现将孔口周边不同切应力作用下，本文解与文献

[3]中求得的塑性区半径、应力精确解进行对比分析。 
当 1  ， i 5p c ， 0b  ，  0°，其他参数同

前，在不同 i 时，本文解与文献[3]求解的塑性区半径、

柱形孔口处的应力精确解（其他位置处应力类似，由

于篇幅限制在此不再赘述）对比分析如图 7 所示。 
从图 7 中可以看出：在不同 i 时，本文解与精确

解弹塑性交界线变化趋势一致，最大相对误差为

4.0%，而应力值是非常吻合的。因此从 Tresca 屈服准

则角度来看，本文所作简化后计算精度是比较高的。 

 

 
图 7 不同 i 下的弹塑性交界线和应力分量（Tresca 屈服准则） 

Fig. 7 Elastic-plastic boundary and stress components with  
different values i  (Tresca yield criterion) 

另外特别指出：当采用 Mohr-Coulomb 强度准则

时，由于未见文献给出精确解，所以本文只给出本文

解与文献[20]（即 0b  ， i 0  ， 1  情况下）精确

解的对比，详见 4.3 节。 
4.2  柱形孔口周边均匀切应力的影响 

当 0 5  . ， i 5p c ， 0b  ， i 分别取 0，0.5c，
c时，其他参数同前，得到的弹塑性交界线、极角

0     时的应力分量、柱形孔口处的径向位移（即

0ru ）和切向位移（即 0u ）如图 8 所示。 
从图 8（a）可以看出：不同 i 下的弹塑性交界线

呈类椭圆形状，类椭圆的长轴方向与两向不等压应力

场的较大值处一致，并且弹塑性交界线随 i 增大呈均

匀增大的趋势。从图 8（b）可以看出：在塑性区，不 
同 i 下的切向正应力、切应力变化显著，而径向正应

力基本重合；在弹性区，不同 i 下的径向正应力、切

向正应力、切应力基本重合。从图 8（c）可以看出：

当 i 时，柱形孔口处的径向位移在 0 40≤ ≤ 内基

本无变化，而在 40 90 ≤ 内，随极角 增大而减

小；当 i 0  时，柱形孔口处的径向位移在 0  ≤  
90≤ 随极角 增大而减小；柱形孔口处的切向位移

（这里指绝对值大小）随极角 呈先增大后减小的趋

势，近似为正弦曲线，并且当 i 0  ， 为 0°，90°
时，柱形孔口处的切向位移为 0。 
4.3  侧压力系数的影响 

当 i 5p c ， 0b  ， i 0  ，分别取 0.50，0.75，
1.00 时，其他参数同前，得到的弹塑性交界线、极角

0     时的应力分量、柱形孔口处的径向位移 0ru 和

切向位移（ 0u ）如图 9 所示。 
从图 9（a）可以看出：不同下的弹塑性交界线

显著不同。并以 30     为界分成两段；当0  ≤ ≤  
30   时，弹塑性交界线随  增大水平向右移动；当

30 90   ≤ 时，弹塑性交界线随增大竖直向下移

动，并且当 1  时弹塑性交界线为圆形。因此在实际 
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图 8 不同 i 下的弹塑性交界线、应力分量和位移分量 

Fig. 8 Elastic-plastic boundary, stress components and displacement components with different values of i  

    
图 9 不同 下的弹塑性交界线、应力分量和位移分量 

Fig. 9 Elastic-plastic boundary, stress components and displacement components with different values of 

工程中，不能忽视侧压力系数的影响。从图 9（b）
可以看出：在塑性区，不同下的径向正应力、切向

正应力、切应力基本重合，这是由于在极角 0      
处的塑性区半径相差不大所导致的；在弹性区，切应

力恒为 0。从图 9（c）可以看出：柱形孔口处的径向

位移以 40     为界分成两段，当  0 40 ≤ ≤ 时，

径向位移随增大而减小；当 40 90   ≤  时，径向

位移随增大而增大。柱形孔口处的切向位移（这里

指绝对值大小）随增大而减小。并且随增大，径

向位移和切向位移的数值比值也增大，即越大，切

向位移相对径向位移来说，越可以忽略不计。特别当

1  时，本文方法求得的柱形孔口处的径向位移、切

向位移分别为两个常数 i0.03r，0，这与两向等压应力

场时，假定柱形孔口均匀扩张，切向位移为 0 是吻合

的，并且根据文献[20]（即 0b  ， i 0  ， 1  情况

下）求得的径向位移也与 i0.03r几乎相等。 

5  结    论 
（1）本文解给出了一种柱形孔扩张问题新的计算

框架，不仅扩展了文献[7]采用 Tresca 屈服准则下求得

的解，而且推导了考虑切应力下的径向位移和切向位

移，体现了柱形孔扩张时的“非圆效应”。通过与文

献[3]采用 Tresca 屈服准则并考虑切应力得出的精确

解比较，弹塑性交界线最大相对误差为 4.0%，而应力

解非常吻合。 
（2）由于考虑切应力可以进一步扩展塑性区半

径，因此在水平定向钻井过程中，在达到相同塑性区

半径情况下，考虑切应力影响可以减少扩孔压力。 
（3）本文方法可以扩展应用到柱形孔压缩问题

（比如隧道稳定性分析）以及其他本构模型（比如幂

强化-理想塑性模型）中，这些将在后续进行研究。 
（注：文中附录见本文电子版） 
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