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考虑时变污染源与土工膜破损的污染物二维迁移特性 
李天义 1, 2，孙德安*2，傅贤雷 3，陈  征 4，汪  磊 1，杜延军 3 

(1. 上海工程技术大学城市轨道交通学院，上海 201620；2. 上海大学土木工程系，上海 200444；3. 东南大学岩土工程研究所， 

江苏 南京 211189；4. 海南大学土木建筑工程学院，海南 海口 570228) 

摘  要：土工膜常被用为填埋场中第一道衬垫来阻隔上部的渗沥液，从而避免有毒物质进入下伏土层。然而，土工膜

在铺设或服役过程中很容易由于受到外力而破损，使其阻隔性能大大降低。鉴于此，在考虑污染源随时间变化的前提

下，建立了污染物在通过破损土工膜进入土层的二维迁移模型。结合 Laplace 变换、Fourier 变换及边界转换法，给出了

污染物浓度随时间变化的半解析解。采用数值解与半解析解结果进行对比，验证了研究的正确性与可靠性。通过分析

不同参数下污染物浓度随时间变化及空间分布的规律，研究污染物透过破损的土工膜后在土层中的迁移特性。研究结

果表明，土工膜破损率越大，污染物迁移越快，且浓度变化敏感性随着破损率减小而提高；另外，假定浓度函数为指

数函数时，土层中的污染物浓度存在峰值，具体表现为浓度参数越大，峰值越大且出现时间越晚。 
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Abstract: The geomembranes (GMs) are often used as the first liners in landfills to block the upper leachate and prevent the 

toxic substances from migrating to the underlying soil layer (SL). However, during the construction or service periods, defects 

are easily caused in the GMs by external forces, which can greatly reduce their barrier capacity. In view of this, a 

two-dimensional migration model for the contaminant transporting through a defected GM to the underlying SL is established 

with time-dependent pollution source. The Laplace transform, Fourier transform and boundary transformation methods are 

employed to obtain the semi-analytical solution for contaminant concentration. Later, the correctness and reliability of this 

study are verified by comparing the numerical results and the semi-analytical solutions. The migration characteristics of 

pollutants in the SL through the defected GM are investigated against different parameters under the temporal and spatial 

domains. The results indicate that the migration is faster with larger defect rate, and the smaller defect rate leads to the higher 

sensitivity to concentration variations. In addition, the peak values of concentration exist when the exponential concentration 

function is adopted, and the higher and later peak is produced with the larger concentration function parameter. 
Key words: landfill; geomembrane; contaminant migration; boundary transform method; semi-analytical model

0  引    言 
近些年来中国的现代化工业发展迅速，也很大程

度上带动了城市化进程。然而，快速的人口集聚效应

给环境也带来了沉重的负担[1-2]，自 20 世纪 90 年代起

国内外广泛采用建造垃圾填埋场来对居民生活产生的

垃圾进行填埋处理[3]。填埋场中的污染对于地下水资

源及周围环境而言是一个潜在的威胁，且多数填埋场

由于服役时间久而已经出现渗漏等问题。因此，有必
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要对填埋场中的污染物迁移进行深入研究，为采取相

应的措施减少其对环境危害提供参考。 
在填埋场中，由于各种被填埋的生活垃圾长期受

到雨水等介质的影响而发生降解，产生各种有机物以

及重金属离子等有毒物质[4-6]。为了避免这些有毒物质

迁移至周围的土体或地下水中，在填埋场底部一般设

置衬垫来进行阻隔，如高密度聚乙烯（HDPE）土工

膜、膨润土防水毯（GCL）或压实黏土层（CCL）等

组合形成的复合衬垫[3, 7-8]。然而，在实际工程中，土

工膜由于其厚度较薄而极容易受到外力或不均匀沉降

的影响而破损，导致阻隔效果急剧下降[3, 8-10]。 
目前针对污染物迁移问题已有大量研究，其中相

关理论解析模型大多是基于 Van 等[11-13]提出的一维解

析模型进行展开的。如污染物在通过具有破损土工膜

衬垫并进入下层土体的模型，给出了相应的实验、数

值与解析结果[8-10, 14-20]。然而这些解答均局限在一维

的情况下，不能准确地描述污染物在土中的二维迁移

特性。另外，Chen 等[21]通过假设土层顶部污染源为圆

形的情况下给出了极坐标下的解析解，但该模型本质

上假设顶部的浓度边界为同一类边界，不能很好地模

拟土工膜及破损处的浓度边界情况[1]。事实上土工膜

破损处的土体与污染物直接接触，则该边界应为与浓

度相关的第一类边界；而土工膜与土体接触的范围应

该对土层顶部产生了类似于 Robin 条件的第三类边界

条件。这样土层顶部的边界应由第一类与第三类边界

共同组成，形成了一种混合边界[22-23]，且以往的研究

均忽略了填埋场中由于土工膜破损形成的混合边界。 
本文考虑了垃圾填埋场中广泛存在的土工膜破损

问题，以及填埋场中边界处浓度随时间变化的情况，

建立了污染物透过土工膜并进入下层土体的二维迁移

模型。通过积分变换（Laplace 变换、Fourier 变换及

相应的逆变换）及边界转换法对控制方程及边界条件

进行半解析解求解，采用数值解方法与得到的解析解

结果进行对比，验证了本文研究的可靠性。基于该半

解析解，对土工膜及土层参数进行研究，对浓度函数

参数、破损率、各向异性参数、厚宽比进行了影响性

的研究，得到了不同情况下污染物在土中的迁移规律。

该研究可为垃圾填埋场的设计、土中污染物浓度发展

趋势及相关污染防治措施等方面提供理论参考。 

1  理论模型 
建立的模型包含土工膜及下伏土层的污染物二维

迁移，如图 1 所示。其中图 1（a）为填埋场中的研究

单元，图 1（b）为模型截面图。坐标原点在土工膜缺

陷底部的中心处，z 为深度方向，x 为水平方向。该模

型由污染物、土工膜及土层构成，污染物的水头高度

为 hw，土工膜的厚度为 Lg，土层厚度为 Ls；模型的宽

度为 2L，缺陷宽度为 2D。在模型中，土工膜顶部及

缺陷内受到渗沥液的污染，且污染物可通过在土工膜

中扩散及缺陷内对流与扩散至下方土层。污染物在土

层中进行二维扩散，在深度方向由于土工膜缺陷的存

在发生对流作用。 

图 1 考虑土工膜破损的污染物二维迁移 

Fig. 1 Two-dimensional migration model for contaminants through 

defected GM: (a) research unit, and (b) sectional scheme 

1.1  基本假设 

基于图 1 中的污染物迁移模型，做了如下假设： 
（1）忽略土中污染物的化学反应、衰变等过程。 
（2）污染物的水头稳定且较低，认为其对流速的

影响忽略不计且保持恒定。 
（3）土工膜中仅存在扩散作用，污染物在破损处

及土层中存在对流作用，在土层中进行二维扩散。 
（4）污染物溶液在土中的对流符合达西定律。 

1.2  控制方程 

污染物在土工膜及土层中的迁移控制方程如下。 

土工膜中的污染物迁移控制方程（ g 0L z ≤ ≤ ）： 
2

g g
g 2

C C
D

t z
 


 

  。             (1) 

土层中的污染物迁移控制方程（ s0 z L ≤ ）： 
2 2

s s s s
d sz s sx2 2

C C C CR D v D
t z z x

   
  

   
。  (2) 

式中：t 为时间；Cg，Cs 分别为土工膜与土层中的浓

度；Rd为阻滞因子，Rd=1+ρdKd/ns，ρd为土的干密度，

Kd为反映土中吸附能力的分布系数，ns为土的孔隙率；

Dg为土工膜的扩散系数；Dsx，Dsz 分别为土体的水平

与竖直方向的有效扩散系数；vs 为污染物溶液在土体

中的流速；Lg，Ls分别为土工膜与土层的厚度。 
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1.3  初始和边界条件 

（1）初始条件 
在初始阶段，土工膜及土层中的污染物浓度假设

为 0，即 
g s 0,   0C C t   。           (3) 

（2）边界条件 

土工膜顶部（ gz L  ）： 

g g 0 ( )       K xtC gC D L （ ≤ ） ； (4) 

土层顶部（ 0z  ）： 

s 0 ( 0)g tC C x D    （ ≤ ≤ ） ，    (5) 

g sgC K C D x L    （ ≤ ） ，     (6) 

g s
g s sz

C CD n D D x L
z z

 
 

 
 （ ≤ ）；     (7) 

土层底部（ sz L ）： 

s 0
C
z





  。              (8) 

模型水平方向（ 0x  与 x L ）： 

s s

0

0
x x L

C C
x x 

 
 

 
。        (9) 

式中：g(t)为任意与时间及污染源浓度衰减相关的函

数；Kg为土工膜上、下表面的分配系数。 
1.4  边界转化 

在实际工程中，主要关注土层中的污染物浓度的

变化情况。由于土工膜较土层而言很薄，因此根据式

（1），（4）～（7），z=0 处的边界可转化为[24] 

0

sz gs s0
0

s g 0

( ) (0 )

( ) ( )z

z

C x D
D LC C C D x L
K D

g t

g
z

t




    

              ≤ ≤

  ≤
。(10) 

2  半解析解推导与验证 
2.1  归一化处理 

引入无量纲参数 C=Cs/C0，Z=z/Ls，X=x/L 及

T=vst/(RdLs)，式（2）可转化为以下的无量纲控制方程： 
2 2 2

2 2

1C C C C
P Z Z P XT

   
  

   
  。   (11) 

式中：为厚宽比，且 sL L  ； s s szP v L D ； 为

土层中的扩散系数比值，且 sx szD D  。 
另外，无量纲下的边界条件为 

0
0

T
C


   ，              (12) 

0

( , )
Z

C f X T
Z 





  ，        (13) 

0

( 0
( , () 1
)

)Z

g T
g T

X
C

f X T X


 


   

            （ ≤ ≤

  （ ≤

）

）
， (14) 

1

0
Z

C
Z 





  ，             (15) 

0 1

0
X X

C C
X X 

 
 

 
  。     (16) 

式中：为破损率，且 /D L  ； 为体现土工膜材

料阻隔污染物能力的参数，且 sz g g sg(/ )D L DK L  。 
2.2  半解析解推导 

由于混合边界的特殊性，以下采用 Laplace 变换

和 Fourier 变换对归一化后的控制方程进行半解析求

解。首先对式（11）～（16）进行 Laplace 变换可得 
2 2

2
2 2 0C C CP sPC

Z Z X
  

   
  

，    (17) 

0

( ) 0
( , ) ( ) 1Z

g s X
C

f X s g s X


 


   

        （ ≤ ≤

（ ≤

   ）

  ）
， (18) 

1

0
Z

C
Z 





  ，               (19) 

0 1

0
X X

C C
X X 

 
 

 
。         (20) 

式中： ( , , )C X Z s 为 Laplace 变换域下的 ( , , )C X Z t ，定

义为
0

( , , ) ( , , )e dsTC X Z s C X Z T T
   ；同样地，有

0
( ) ( )e dsTg s g T T

   。其次，根据模型在水平方向上

的边界条件，对控制方程及竖向边界条件进行 Fourier
余弦变换，则式（17）～（19）可变换为 

2

2
2 0  1m

C CP C Z
Z Z

  
  

 
≤（ ≤ ）

   ，  (21) 

1

0
Z

C
Z









  ，               (22) 

1 1

00
( ) cos( )d ( , )cos( )dm m

Z
C g s M X X f X s M X X





   。  

     (23) 

式中：
1

0
( , , ) ( , , )cos( )dmC m Z s C X Z s M X X  ； mM 为

Fourier 变换中的变量，且 mM m  ， 0  1  2  m  ，，， 

3 ， ； 2 22
mm sP M   。 

求得式（21）的通解为 
   

1 2( , , ) e em mZ Z
m mm Z s A AC        。  (24) 

式中： 1mA ， 2mA 为待定系数，且可通过代入竖向边界

条件求出； 2P  ， 2 2
m m    。 

将式（22），（23）代入至式（24）中，可得 

1
0

( )e1
2 sinh cosh

m
m

m
Zm m m

CA
 

   





 



 ，  (25) 

2
0

( )e1
2 sinh cosh

m
m

m
Zm m m

CA
 

    





 。  (26) 

因此，将式（25），（26）代入式（24），即可得到
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Laplace 变换及 Fourier 变换下的浓度变化半解析解： 

 
1

0
( , , ) (1 ) ( ) cos( )dm mm Z s Z g s MC X X  

     

1
( , )cos( )dmf X s M X X


 

   。    (27) 

式中： 

     
 

sinh (1 ) cosh (1 )
1

sinh( ) cosh( )
(

e
) m m m

m Z
m m m

Z Z
Z 

   
 

    

  
 


。 

根据 Fourier 逆变换理论，可得到浓度变化在

Laplace 变换域下的解答： 

1 2( , , ) ( , ) ( , , )C X Z s C Z s C X Z s  ，  (28) 

 1 0 1( , 1) ( )C Z Zs g    ，        (29) 

  2 2
1

( , , ) 2 (1 ) ( )m
m

C X Z s Z g X  




  。(30) 

式中： 

     
 

0 0 0
0

0 0 0

sinh (1 ) cosh (1 )
(1 )

sinh( ) cosh( ) e Z

Z Z
Z 

   
 

    

  
 


； 

2
0 sP   ；

1

1 ( ) ( , )dg g s f X s X


   ； 2 ( )mg X   
1

cos( ) ( , )cos( )dm mM X f X s M X X
 。 

需要说明的是，式（28）中的结果包含了未知函

数 ( , )f X s ，无法直接对其进行计算。对此，本文通过

对土层顶面与土工膜接触的部分进行离散化[23]，再通

过 ( , )f X s 的定义进行求解。 
2.3  验证 

采用数值解（numerical solution，NS）对本文的

半解析结果（current solution，CS）进行验证，且破

损处的浓度函数为 ( ) 1g T  （即破损处浓度保持恒

定）。在验证及后文的分析中，假设污染物初始浓度

C0=100 μg/L。模型中的尺寸：Lg=1.5 mm，D=0.1 m，

L=0.4 m，Ls=1 m；本研究不讨论土体的吸附效应，则

Rd设置为 1。其他参数见表 1[3, 16, 25]。 
表 1 土工膜与土层的物理力学参数 

Table 1 Physical and mechanical parameters of GM and SL 
参数 GM SL 

Dsx/(m2·s-1) — 8.9×10-10 
Dsz /(m2·s-1) 6×10-13 8.9×10-9 

vs/ (m·s-1) — 5.62×10-10 
Kg 0.032 — 

注：如文中未作特殊说明或讨论，所取参数保持不变。 

对土层中不同空间位置处随时间变化的浓度验证

结果如图 2 所示。其中，图 2（a）为固定水平位置

X=0.5，竖向位置为 Z 为 0，0.5，0.75，1 时的浓度曲

线；图 2（b）中给出的是固定竖向位置 Z=0.5，水平

位置为 X 为 0，0.5，0.75，1 时的浓度曲线。从图 2
可看出，本文解与数值解的结果完全一致。因此可判

定本文结果的是准确且可靠的。另外基于文献[15，18，

25]中对于破损处边界的处理方法推导污染物一维迁

移模型，并将其结果与本文结果进行对比。结果显示，

相同条件下一维模型中的浓度迁移比二维情况下的速

度快。图 2（a）中，Z=0，X=0.5 处一维模型的相对浓

度在极短的时间内达到了 0.7，可见一维模型高估了污

染物在水平位置的迁移速度。图 2（b）中不同水平位

置处的一维模型结果完全重合，这是因为一维模型中

不同竖向位置处的污染物浓度在水平方向上是相等

的。 

图 2 不同位置处污染物浓度随时间变化对比 

Fig. 2 Comparisons of concentration variations at different 

positions: (a) fixed horizontal and (b) fixed longitudinal points 

3  参数敏感性分析 
为了探讨填埋场中污染物通过破损土工膜迁移至

下伏土层的二维特性，采用浓度函数为 g(T)=e-aT（a
为函数变化参数，且 a>0）[25]，对不同参数（函数参

数 a，土工膜破损率，各向异性参数 κ 及模型厚宽

比 η）的影响进行敏感性分析；并且给出不同空间位

置（X 与 Z）处的浓度变化曲线。其中，采用的参数

值如未作特殊说明，基本参数与表 1 中一致（即

X=Z=0.5，λ=0.25，κ=0.1、η=2.5 及 T=0.1），且 a=0.1。 
3.1  浓度函数参数 a 

不同浓度函数参数 a 对于污染物浓度随时间变

化的影响如图 3 所示，其中 a 取值分别为 0，10-4，

10-3，10-2，10-1，1。从图 3 中可看出，不同的浓度
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函数参数引起的浓度变化相差较大。具体地，当 a=0
时，浓度在变为 1 后保持恒定。当 a>0 时，土中的

污染物浓度均存在峰值，且过了峰值后逐渐衰减为

0（当 a=10-4，10-3 时浓度也出现峰值，且最终衰减

为 0，考虑对比效果未取至 0 的时间点）；当浓度参

数 a 逐渐增大时，浓度的峰值逐渐减小，且出现峰

值的时间以及最终浓度衰减为 0 的时间均缩短。 
出现以上规律是因为污染源处的污染物浓度随

时间进行指数衰减，且当污染物不断向土层中迁移

时污染源处的浓度最终会趋于 0，则土体中的污染

物浓度终将由于对流作用的存在而变为 0。另外，

当浓度函数参数 a 逐渐增大时，污染源处的浓度衰

减越快，则土体中污染物浓度达到的峰值也越小。 

 
图 3 不同浓度函数参数 a 对污染物浓度变化的影响 

Fig. 3 Influences of parameter of concentration function a on  

variations of contaminant concentration 

3.2  土工膜破损率  
图 4 分析了不同的土工膜破损率对污染物浓度

变化的影响，采用为 0，1%，5%，25%，50%，100%
对浓度变化进行研究。其中  =0 表示土工膜完整，

 =100%表示土层上表面无土工膜。 

 
图 4 不同土工膜破损率 λ 对污染物浓度变化的影响 

Fig. 4 Influences of defect rate λ on variations of contaminant  

concentration 

从图 4 可知，破损率越大，则浓度曲线的峰值

越大且峰值出现的时间越短。这是由于破损处的边界

为浓度边界，破洞越大则污染源的影响范围越大，则

污染物在衰减的同时进入土层中的污染物量越多，表

现为土中相同位置的浓度峰值越大且峰值出现时间越

短。另外，引入∆Cp,λ/∆（Cp,λ 是破损率为时的浓度

峰值）来分析破损的出现对浓度峰值出现的敏感性影

响。 (Cp,λ=1%-Cp,λ=0)/(λ1%-λ0)≈440 ， (Cp,λ=100%-Cp,λ=1%)/ 
(λ100%-λ1%)≈0.3，说明土工膜的破损较小（ <1%）时

对于浓度变化影响的敏感性更高，也可说明即使土工

膜破损很小（如  <1%）也可极大地提高污染物的迁

移效率，这与文献中的结论一致。 
3.3  各向异性参数 κ 

图 5 描述了各向异性扩散系数 κ 对于污染物浓度

变化的影响情况，其中采用 κ 为 10-2，10-1，1，10（ zsD
保持不变）进行研究。与图 4 相似的是，随着 κ 数值

的变大，污染物浓度峰值越大且出现时间越早。但是

不同的是该现象是由于 κ 的变大意味着水平向的扩散

系数 sxD 也变大（ szD 保持恒定），因此在相同条件下

污染物更容易往水平方向扩散，表现为浓度峰值的增

大和峰值出现时间缩短。 

 
图 5 各向异性参数 κ 对污染物浓度变化的影响 

Fig. 5 Influences of anisotropic coefficient κ on variations of  

contaminant concentration 

3.4  模型厚宽比 η 
图 6 所示为污染物在具有不同尺寸的模型中迁移

的曲线图，且采用模型的不同厚宽比 η（其中，土层

厚度 Ls与破损率均保持恒定）进行研究，模型参数

取值 η 为 1，2，4，8。 

 
图 6 模型厚宽比η对污染物浓度变化的影响 

Fig. 6 Influences of thickness-width ratio η on variations of  

contaminant concentration 
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由图 6 可知，污染物浓度峰值随 η 变大而增大，

且峰值出现时间越短。这是由于 η 越大时，模型的宽

度越大，但是破损率保持恒定，则土工膜破损的尺寸

越大。结合图 4 中的结果，图 6 中的结果也从侧面说

明了土工膜破损尺寸的变化比相对水平位置变化的影

响更大。 
3.5  不同相对空间位置处的浓度分布曲线 

图 7 展示了 T=0.1 时污染物浓度在水平方向的分

布情况。其中，图 7 为不同相对深度（Z 为 0，0.25，
0.5，0.75，1）时污染物浓度随着水平方向分布的曲

线。当 Z=0 时，在 0<X<0.25（即破损处）范围内的浓

度始终保持为1，0.25＜X＜1内的浓度从CT=0.1（=e-0.01≈ 
0.99）逐渐下降。在 0＜Z＜1 内，浓度曲线随着深度

位置增大而下移，浓度随水平位置的增加而越小。 

 
图 7 不同深度位置污染物浓度随水平方向的分布 

Fig. 7 Distribution profiles along horizontal direction at different  

depths 

图 8 为 T=0.1 时在不同水平位置 X 处沿着相对深

度 Z 的浓度分布曲线，可看出浓度随着深度的变大整

体变小。具体来说，水平位置越靠近破损处的土体中

污染物的浓度越高。另外，当 X 为 0，0.25 时，土中

顶部的污染物浓度为 CT=0.1，为破损处的浓度，其他水

平位置（X 为 0.5，0.75，1）时的顶部浓度均比 X=0
与 X=0.25处的浓度小。与一维模型[3, 16-17]的结果相比，

而本研究中污染物浓度随空间分布更符合实际情况。 

 
图 8 不同水平位置处污染物浓度随深度的分布 

Fig. 8 Distribution profiles along longitudinal direction at different  

horizontal positions 

 

4  结    论 
本文考虑了污染源浓度随时间变化的情况，建立

了填埋场中污染物通过破损的土工膜并迁移到下层土

体的二维计算模型。通过 Laplace 变换、Fourier 变换

及边界转换法得到了半解析解，并采用数值解验证了

该半解析解的准确性。针对模型中浓度函数参数 a、
破损率、各向异性参数 κ、厚宽比 η 进行了敏感性

分析，并得到污染物浓度随深度分布曲线。 
（1）不同深度处污染物浓度沿着水平方向逐渐减

小，且在土层顶面浓度与破损处的浓度边界相同，比

一维迁移模型更符合实际情况。 
（2）污染源浓度按指数衰减时，土中污染物浓度

随时间变化时出现峰值。与各向异性参数 κ 与厚宽比

η 对土中的污染物浓度影响规律相似，浓度函数参数 a
越大时，峰值越大，且出现的时间越短。 

（3）土工膜中的破损可大幅加快污染物在土层中

的迁移，且破损率越大，污染物的迁移越快。 
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