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砂-粉混合料的分数阶塑性本构模型 
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摘  要：砂-粉混合料是自然界和岩土工程中常见的非均质土，密实程度、应力水平和细粒含量等因素对其颗粒接触状

态和力学性能具有显著影响。为了能够较为全面地描述砂-粉混合料在细粒含量阈值内的复杂力学特性（FC＜FCthre），

基于分数阶微积分理论确定了能够统一描述相关联和非相关联的塑性流动法则，并采用等效骨架孔隙比的概念，将等

效骨架状态参数嵌入剪胀方程和塑性模量中，进而建立了考虑细粒含量和状态相关的分数阶塑性本构模型。模型预测

结果与试验数据对比分析表明，所建立的分数阶塑性模型能够有效反映砂-粉混合料在排水剪切条件下的应变软化（应

变硬化）和剪胀（剪缩）等特性。同时，不排水条件下的关键特征，如流动和非流动行为也可以得到合理地描述。 
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Fractional-order plasticity model for sand-silt mixtures 
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Abstract: The sand-silt mixtures, as common heterogeneous soils, are ubiquitous in nature and geotechnical engineering, and 

their particle contact state and mechanical properties are significantly affected by the factors such as density, stress level and 

fines content. In order to comprehensively describe the complex mechanical properties of the sand-silt mixtures within the fines 

content threshold (FC＜ FCthre), the plastic flow rules that can uniformly describe association and non-association are 

determined based on the fractional calculus theory. Using the concept of equivalent skeleton void ratio, the equivalent skeleton 

state parameter is embedded in the dilatancy equation and plastic modulus, and then a fractional-order plasticity model 

considering the fines content and state-dependent behavior is established. The comparison between the predicted results and the 

experimental data shows that the proposed fractional-order plasticity model can effectively reflect the strain-softening 

(strain-hardening) and dilatancy (contraction) behaviors of the sand-silt mixtures under drained conditions. Meanwhile, the key 

characteristics of undrained conditions, such as flow and non-flow behaviors, can also be reasonably described. 
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0  引    言 
砂-粉混合料在长江三角洲、渤海湾和南海等地区

表层普遍存在，通常由不同比例的粗颗粒和细颗粒组

成。此外，人工吹填造陆、软土地基处理、高速铁路路

基等工程的建设也会形成类似的二元颗粒混合料[1-3]。

砂-粉混合料的颗粒接触状态和力学行为受初始密实

度、应力水平、细粒含量和粒度分布等因素的影响。

细粒含量作为砂-粉混合料的重要级配参数，对混合料

强度、应力-剪胀、临界状态和静态液化等特性的影响

得到广泛关注。试验结果表明[4-5]，细颗粒的存在，即

使其所占的比例小于 10%，对砂土的应力变形和静态

液化行为也起着不可忽视的影响。Monkul 等[6]指出在

沉积过程中细颗粒与粗颗粒的接触状态并不固定，混

合料结构性的强弱，取决于细颗粒的贡献程度。Gobbi
等[7]分析了不同细粒含量对松散、中、致密粉砂抗液
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化能力的影响，发现混合料的力学行为很大程度上取

决于粗颗粒和细颗粒的堆积结构。Yilmaz 等[3]指出细

粒含量对砂-粉混合料的应力-应变响应、最大剪胀角、

峰值摩擦角、临界状态摩擦角以及应力-剪胀特性有着

显著影响。 
为了更好地描述砂-粉混合料的力学特性，Chang

等[8]考虑细颗粒对临界状态摩擦角和颗粒间滑动量的

影响，建立了砂-粉混合料的微观力学模型。Rahman
等[9]引入等效骨架孔隙比的概念，修正了 Li 等[10]的无

黏性土本构模型。Xu 等[11]采用等效骨架孔隙比和等

效骨架状态参数，建立了一种应力比控制的砂-粉混合

料状态相关本构模型。考虑细粒含量对临界状态的影

响，Wei 等[12]采用全局孔隙比建立了状态相关模型对

混合料的静态液化特性进行预测。Sun 等[13]将等效骨

架状态参数引入 Rowe 应力剪胀方程和塑性模量，结

合临界状态与细粒含量的相关性，建立了砂-粉混合料

的细粒-状态相关本构模型。 
岩土材料在加载过程中，塑性应变增量的方向通

常由塑性势函数的正交梯度决定。对于具有压硬性和

剪胀性的岩土材料，塑性流动方向与加载方向并不一

致，具有非相关联特性。非正交塑性应变增量的获取

通常有两种方法[14-15]：①构造新的塑性势函数，但合

理的塑性势函数难以通过试验数据构建，还会引入一

些没有明确物理含义的参数；②由屈服函数的非正交

梯度直接确定塑性应变增量方向。近年来，分数阶塑性

理论在岩土材料的本构模型中得到广泛应用[16-19]。分数

阶导数具有调节可微函数非正交梯度方向的能力，通过

对屈服函数进行分数阶求导能够得到统一描述相关联

和非相关联流动特性的塑性流动法则。本文在临界状

态土力学和分数阶塑性理论框架下，假设部分细颗粒

可以参与接触力的传递，引入等效骨架孔隙比和状态

参数对剪胀方程和弹/塑性模量进行修正，建立考虑细

粒含量和状态相关的砂-粉混合料分数阶塑性本构模

型。最后，采用砂-粉混合料的三轴排水和不排水剪切

试验结果对模型的合理性进行验证。 

1  等效骨架孔隙比和状态参数 
临界状态土力学框架中，孔隙比 e是一个十分重

要的状态变量，可用于量化土体的应力-应变响应。细

颗粒的影响与主砂的级配、细颗粒的矿物成分和含量以

及细颗粒在砂基质中的分布有关。Thevanayagam 等[20]

指出由于微观结构特征的改变，粉砂、砂质粉土与纯

砂土的物理力学特性有较大差异。混合料的力学响应

对细粒含量具有一定依赖性，当细粒含量低于阈值时，

粗颗粒是影响其整体行为的决定性因素；当细粒含量

超过阈值后，细粒-细粒接触作用显著，细颗粒在混合

料力学响应中占据主导地位。在此基础上，提出了二

元混合料的颗粒接触状态理论，如图 1 所示。 

 

图 1 二元混合料的颗粒接触状态和孔隙比[20] 

Fig. 1 Schematic diagram of particle contact state and void ratio of  

binary mixtures  

当细粒含量 CF 小于细粒含量阈值 FCthre 时，粗颗

粒占主导地位，等效骨架孔隙比 e可表示为 
C

C

(1 )
1 (1 )
e b F

e
b F

  
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 
   。           (1) 

式中：b 为细颗粒在粗粒骨架中参与粒间接触或接触

力传递的贡献程度，取值范围为 0～1。当 b=0 时意味

着细颗粒填充在粗颗粒间的孔隙中，对接触力的传递

无贡献；当 b=1 时表明所有细颗粒均被激活，参与接

触力的传递，即 e e  。参数 b 值可通过对试验数据

的反演分析或经验方程计算得到，Chang 等[21]、Gobbi
等[7]探讨了不同估算方法对参数 b取值的影响。 

当 CF ≥FCthre 时，细颗粒占主导地位，等效骨架

孔隙比 e可表示为 

C C d(1 ) / c

ee
F F R

 
 

  。        (2) 

式中：Rd为粒径比；c为与颗粒特征相关的材料参数。 
对于不同砂-粉混合料来说，FCthre 取值不同，可

以根据混合料最大/最小孔隙比随 CF 的变化规律确

定。此外，Rahman 等[5]提出了 FCthre的经验表达式为 

Cthre
1 10.4

1+exp(0.5 0.13 )
F

 
 

   
 。 (3) 

式中：  为主砂有效粒径 D10 与细颗粒平均粒径 d50

的比值。 
根据状态参数 cse e   的定义[22]，将 e代替 e，

采用等效骨架状态参数 描述混合料的状态依赖行

为，可表示为 

cse e       。             (4) 
在等效骨架孔隙比 e -平均有效应力 p平面中，

等效临界状态线（EG-CSL）的幂函数表达式为[13] 
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cs c a( / )e e p p 
     。        (5) 

式中： e 和 c 分别为 EG-CSL 的截距和斜率； ap 为

大气压力； 为材料参数，控制着 EG-CSL 的曲率，

在 0.6～0.8 变化。 
图 2（a）为悉尼砂-粉混合料在 -lge p平面内的

临界状态线。可以看出，CSL 与细粒含量具有相关性，

随细粒含量的增加逐渐向下移动。当采用 e代替 e后，

4 种混合料（即 FC=5%，15%，20%，30%）在 - lge p 
平面中的临界状态点可由纯砂试样的 CSL 进行描述，

不受细粒含量的影响，如图 2（b）所示。需要说明的

是，CSL 随细粒含量的增加不仅会向下移动，还可能

发生旋转，这与粒度分布、矿物成分、颗粒形状及试

样制备方法等因素有关[23-25]。根据前期研究[8, 9, 26]，为

降低模型复杂程度，未考虑 CSL 随细粒含量增加的旋

转特性，仅采用等效骨架孔隙比表征不同细粒含量下

混合料的临界状态特性。 

图 2 悉尼砂-粉混合料的临界状态线[9] 

Fig. 2 Critical state lines of Sydney sand-silt mixtures 

2  状态相关分数阶塑性本构模型 
2.1  本构关系 

在弹塑性理论中，应力应变增量关系表示为[27] 
e pd d d      ，            (6a) 

e p epd : (d d ) : d     D D   。  (6b) 

式中： ed 和 pd 分别为弹性和塑性应变增量； epD 为

弹塑性刚度矩阵； eD 为弹性刚度矩阵，  
e 2 2

3
K G G     

 
 D I  。   (7) 

式中：G和 K分别为弹性剪切模量和体积模量； 和

I分别为二阶和四阶等同张量。 
Rahman等[9]和 Goudarzy等[28]指出采用 e代替 e，

Hardin 方程能够较好地反映细粒含量对剪切模量的影

响，可以表示为 
2

0 a
(2.97 )

1
eG G p p
e





 


  ，    (8a) 
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2(1 ) (2.97 )

3(1 2 ) 1
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e







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 。 (8b) 

式中： 0G 为材料参数； 为泊松比。 
弹塑性刚度矩阵 epD 和塑性乘子可表示为 

e T e
ep e

T e

: :
: :H


 


D m n DD D
n D m

  ，     (9a) 

T e

T e

: : d
: :H

 


n D
n D m

  。          (9b) 

式中：H为塑性模量；m和n分别为塑性流动方向和

加载方向向量。根据塑性流动方向向量m，塑性应变

增量可表示为 
pd  m   。           (10) 

2.2  屈服面方程 

屈服面方程 f 采用修正椭圆形式来描述当前应

力状态下砂-粉混合料的屈服特性[16, 29]： 
22

20
0

cs

0
1
p p qf p

M

 

             
  。 (11) 

式中：q为偏应力； 0p为平均有效应力轴与椭圆屈服

面的交点； csM 为临界状态应力比； 为长短轴比值，

0 1  ，控制着屈服面的形状。不同 值时， -q p平
面内屈服面的形状如图 3 所示。当  0.5 时，屈服面

的形状为椭圆，与修正剑桥模型一致。 

 

图 3 屈服面随  值的变化规律 

Fig. 3 Yield surfaces with different values of   

砂-粉混合料的试验结果表明[3, 7, 30]，FC对临界状

态应力比有显著的影响，可用线性关系表示： 
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cs cs CM M F    。           (12) 

式中：M为纯砂的临界状态应力比； cs 为材料参数。 
对式（11）进行微分可得 

0
2

2( )
(1 )

pf
p

 




 

  ，        (13a) 

0
2 2
cs

2 pf
q M








  。            (13b) 

式中： （= /q p）为应力比；  为加载标量，可以

表示为 
2 1 2 2

1 2 2

(1 2 ) 1 ( 1) ( / )

1 ( 1) ( / )

M

M

    


 





      
 

。(14) 

加载方向向量  T
v s,n nn 可以表示为 

2 2

v /f f fn
p p q

     
          

 ，     (15a) 

2 2

s /f f fn
q p q

     
         

  。    (15b) 

2.3  剪胀与塑性流动法则 

常用的分数阶微分定义主要包括 Caputo 型和

Riemann-Liouville 型两种。其中，Caputo 型分数阶微

分具有弱奇异性，对常数 C的分数阶微分为 0，定义

形式相对简单，在实际物理、力学问题建模等方面得

到广泛应用。参考 Sun 等[16]和 Lu 等[17]的工作，Caputo
型分数阶微分的定义如下： 

 11( ) ( ) ( )d
( )

t nC n
a t a
D f t t f

n
   


  

    。 (16) 

式中， CD 为 Caputo 型 阶微分；a和 t为积分上下

限；n为大于 的最小整数； ( )  为伽马函数。 
将屈服面方程（式（11））代入式（16），分别对 p

与 q进行 阶求导可得 
  1 2

0
2

2 (2 ) ( )
( ) (3 )(1 )

pf
p

 



   
 
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 




 

 


  
  。      (17b) 

塑性流动方向向量  T
v s,m mm 可以表示为 

2 2

v /
( ) ( )
f f fm
p p q

  

  

     
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 ， (18a) 
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q p q

  

  
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         

  。 (18b) 

剪胀方程 d可以表示为 
p
v
p
s

d / ( )
d /

f pd
f q

 

 




 
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  1 2

2 2

(2 ) ( )
( ) (1 )

csM


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 





 



 。    (19) 

当分数阶次  1.0，  0.5 时，式（19）与修正

剑桥模型的剪胀方程完全一致。此时，塑性流动方向

与加载方向一致，能够退化为相关联流动法则。为反

映土体在加载过程中的状态相关性，将 嵌入分数阶

次 中，可表示为 
exp( )m     ，          (20) 

式中，m为材料参数。 
当应力达到临界状态时，由式（19）可知，剪胀

方程 d满足条件： 
 

cs cs

1 2
cs

, , 1 2 2

(2 ) ( )
0

( ) (1 )M e e

M
d



  

    
 



   

 
 


。(21) 

当土体为密实状态时，   0， 随剪切应力的

增大而增大，土体表现出应变软化和体积膨胀行为，

达到临界状态时，   0 和 d=0。当土体为松散状态

时，   0，随剪切应力增大 逐渐减小，土体表现

出应变硬化和体积收缩行为，达到临界状态时，   0
和 d=0。应力-剪胀关系随 的演化规律如图 4 所示。

可以看出，随着 的增加， -d  曲线逐渐向上移动。

当 值较小时，在相同应力水平下剪胀性更加显著。 

 

图 4 应力-剪胀关系随分数阶次的变化规律 

Fig. 4 Evolution of stress-dilatancy curves with fractional order 

2.4  塑性模量 

土体在临界状态线的“湿侧”和“干侧”分别表

现出应变硬化和应变软化行为，材料状态是影响其行

为转变的决定性因素。合理的塑性模量是反映土体力

学特性的关键，塑性模量的确定方法有两种：一是严

格按照屈服函数的一致性条件确定；二是构造满足下

述条件的表达式：①当  0 时，H  ；②当   

csM 以及 cse e 时，H  0；③当峰值状态（ pM  ）

时，H  0。砂-粉混合料的塑性模量受G、e、 和

 等因素的影响，参考 Li 等[10]的工作，提出了细粒-

状态相关的塑性模量表达式： 

p0 ( )GeH M







    。     (22) 

式中： 0 a be     ， a 和 b 为塑性模量参数。 
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表 1 模型验证参数 

Table 1 Parameters of model validation 

材料 0G    M  cs  e  c      m    a  b  
福建砂-粉混合料[30] 133 0.25 1.230 0.86 0.68 0.0220 0.7 0.49 5.2  3.0 2.5 3.5 
悉尼砂-粉混合料[5, 9] 90 0.25 1.305 0.0 0.92 0.0375 0.6 0.38 3.6 15.8 1.5 1.3 

为了描述砂-粉混合料的峰值破坏应力和峰后软

化行为，将等效骨架状态参数 嵌入峰值破坏应力比
pM 中，可表示为 

cs exp( )pM M      ，      (23) 

式中， 为峰值状态参数。 

3  模型参数 
砂-粉混合料的分数阶塑性模型共有 12 个材料参

数，可分为 5 种类型：①弹性参数 0G 和 ；②临界状

态参数 M， cs ， e ， c 和 ；③剪胀参数 和 m；
④峰值强度参数 ；⑤塑性模量参数 a 和 b 。其中，

临界状态参数 M 和 cs 可通过式（12）拟合不同细粒

含量下砂-粉混合料在 -p q 平面内的试验数据获得，

如图 5 所示。临界状态参数 e 、 c 和 可通过式（5）
拟合不同细粒含量下混合料在 - lge p 平面内的试验

数据确定。 

 
图 5 临界状态应力比随细粒含量的变化规律[30] 

Fig. 5 Variation of M with FC 

形状参数 控制土体的剪胀性，根据剪胀比 d与
应力比 的关系，结合式（19），通过调整参数 的大

小获得 ( , )d  平面内试验数据的最佳拟合结果，即可

确定参数 的取值[16, 31]。分数阶次 反映材料非相关

联流动的程度，根据相变状态时土体的剪胀比 d=0，
结合式（19），参数 m可通过下式计算得到： 

ob
d

ob
d

1 ln 2
( )

m 
 

 
  

 
  。     (24) 

式中： ob
d( )  和 ob

d 分别为相变状态下等效骨架状态参

数和标量的实测值。 
峰值状态时塑性模量H  0，参数 可通过峰值

状态时的应力比和等效骨架状态参数计算确定[10, 29]。

塑性模量参数 a 和 b 可通过拟合三轴排水或不排水

剪切条件下 s-q  平面内的应力-应变关系确定。对于排

水条件（d d / 3p q  ）和不排水条件（ vd 0  ），结合

式（6）～（10），（15），（18）和（22）可计算得到参

数 0 的值[13]。参数 0 确定后，根据最小二乘法拟合

得到参数 a 和 b 的值。 

4  模型验证 
针对粗颗粒占主导地位（FC<FCthre）的情况，分

别对Xiao等[30]和Rahman等[5, 9]的砂-粉混合料试验数

据进行模拟来验证分数阶塑性本构模型的合理性和适

用性。模型参数取值如表 1 所示。 
4.1  模型的试验验证Ⅰ 

Xiao 等[30]在不同初始围压（ cp=100，200，400，
800 kPa）和细粒含量（非塑性细粒 FC=0%，10%，20%）

条件下对福建砂-粉混合料开展了一系列三轴排水剪

切试验。主砂和非塑性细粒的矿物成分均为石英，试

样的初始全局孔隙比 0e 在 0.318～0.549 的范围内变

化。通过对试验数据的反演分析，得到 FC=10%和 20%
时对应的 b值分别为 0.422 和 0.381。 

图 6～8 为福建砂-粉混合料模型预测结果与试验

数据的对比。从图 6～8 中可以看出，FC 对混合料的

应力-应变关系有着显著影响，剪切强度随 FC的增大

显著增大。所有试样在剪切过程中均先表现出轻微的

收缩，到达相变状态后出现体积膨胀，最后达到临界

状态。需要说明的是，FC=10%时混合料的剪胀性比

FC=20%时更为明显，这可能是试样的密实程度不同造

成的。从偏应力-轴向应变（ a-q  ）、体积应变-轴向应

变（ v a-  ）和应力比-等效骨架状态参数（ -  ）3
个角度来看，模型预测结果与试验数据整体上吻合较

好，表明所建立的分数阶塑性模型能够合理地反映福

建砂-粉混合料在不同有效围压和细粒含量下的应变

软化和剪胀特性。 
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图 6 FC=0%时福建砂-粉混合料模型预测结果与试验数据 

对比 

Fig. 6 Comparisons between simulations and test data of Fujian  

sand-silt mixtures with FC=0% 

 

 

图 7 FC=10%时福建砂-粉混合料模型预测结果与试验数据 

对比 

Fig. 7 Comparisons between simulations and test data of Fujian  

sand-silt mixtures with FC =10% 

 

图 8 FC =20%时福建砂-粉混合料模型预测结果与试验数据 

对比 

Fig. 8 Comparisons between simulations and test data of Fujian  

sand-silt mixtures with FC =20% 
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4.2  模型的试验验证Ⅱ 

Rahman 等[5, 9]以含非塑性细粒的悉尼砂为研究对

象，开展了三轴不排水剪切试验。有效围压、细粒含

量和孔隙比变化范围分别为 0.35～1.1 MPa，0～30%，

0.535～0.821。通过经验公式计算得到 FC=5%，15%，

30%时对应的 b 值分别为 0.052，0.150，0.280。模型

预测结果与试验数据对比如图 9～11 所示。 
砂-粉混合料的不排水剪切特性可分为两大类，即

流动行为（收缩）和非流动行为（膨胀）。流动行为可

能会表现出不同的特征，如不稳定或准稳定状态，这

取决于试样的密实程度和初始有效应力。非流动行为

不具有不稳定或准稳定状态。但是在达到临界状态之

前，可能存在相变状态。对于具有非流动行为试样的

应力-应变曲线和有效应力路径如图 9 所示。从图 9
中可以看出，虽然预测得到的应力-应变曲线和试验数

据之间存在一定的差异，但考虑到试验结果的误差以

及剪切过程中试样难以达到理论膨胀状态，模型整体

上能够反映悉尼砂-粉混合料的非流动行为。 

图 9 悉尼砂-粉混合料模型预测与试验数据（非流动行为） 

Fig. 9 Comparisons between simulations and test data (non-flow  

behavior) of Sydney sand-silt mixtures 

选取 3 种细粒含量（5%、15%和 30%）的试验结

果来验证模型预测流动行为的能力，如图 10 所示。其

中，FC=5%和 15%的试样在 0e 和 0p方面具有不同的初

始状态，但表现出相似的不排水响应，这是由于两种

混合料的初始骨架状态参数 0  几乎相同，分别为

0.101 和 0.106。结果表明，不同细粒含量的试样不排

水响应主要受 0 控制，初始状态接近时，无论细粒含

量如何，不排水响应趋于相似。因此，建立的模型能

够合理反映砂-粉混合料的状态参数相关性。 

图 10 悉尼砂-粉混合料模型预测与试验数据（流动行为） 

Fig. 10 Comparisons between simulations and test data (flow  

behavior) of Sydney sand-silt mixtures  

图 11 为细粒含量 FC=15%时悉尼砂-粉混合料模

型预测结果与试验数据的对比。从图 11 中可以看出，

在细粒含量和孔隙比基本一致的条件下，随着有效围

压的增加，试样逐渐从流动状态向限制流动状态

（ 0e =0.645， 0p =1.10 MPa）转变，模型能够较好地

捕捉到这种趋势。但是，模型在描述限制流动状态方

面仍然存在一定的局限性。通过上述对比分析可知，

模型预测得到的应力-应变曲线和有效应力路径与试

验数据整体上吻合较好，表明建立的模型能够反映不

同初始状态下砂-粉混合料的不排水剪切特性。 
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图 11 FC=15%时悉尼砂-粉混合料模型预测与试验数据 

Fig. 11 Comparisons between simulations and test data of Sydney  

sand-silt mixtures with FC=15% 

5  结论与展望 
本文针对砂-粉混合料在细粒含量阈值内的强度

和变形特性（FC＜ FCthre），基于临界状态理论和分数

阶塑性理论，建立了能够反映细粒含量和状态相关的

分数阶塑性本构模型，并通过三轴排水和不排水剪切

试验数据进行了验证，得到以下 4 点结论。 
（1）随着细颗粒的加入临界状态线的位置逐渐向

下移动，通过引入等效骨架孔隙比的概念，能够表征

不同细粒含量下砂-粉混合料的临界状态特性，从而更

好地描述其应力变形和液化失稳特性。 
（2）基于分数阶微分理论，在不引入塑性势函数

的情况下，通过屈服面方程的非正交梯度可以直接确

定塑性应变增量方向，得到统一描述相关联和非相关

联的塑性流动法则。 
（3）在临界状态理论和分数阶塑性流动法则基础

上，引入等效骨架孔隙比和状态参数对剪胀方程和弹/
塑性模量进行修正，建立了考虑细粒含量和状态相关

的分数阶塑性本构模型。 
（4）模型预测结果与试验数据对比分析表明，所

建立的模型能够有效反映砂-粉混合料在排水剪切条

件下的应变软化（应变硬化）和剪胀（剪缩）等特性。

同时，不排水条件下的关键特征，如流动和非流动行

为也能够得到合理地描述。 
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