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考虑温度与围压影响的冻结砂土非正交弹塑性本构模型 
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摘  要：冻土的受力变形特性受温度与围压的影响显著。为描述温度的影响，通过建立冻土三向拉伸强度与温度的非

线性关系，并采用平移变换的方法将其考虑到屈服函数中。为描述围压的影响，通过建立潜在强度衰减因子，并将其

引入统一硬化参量中，发展得出了考虑围压影响的硬化参量。最终，基于非正交弹塑性模型框架，在平移变换应力空

间内建立了能够考虑温度和围压影响的冻土非正交弹塑性本构模型。模型预测结果与冻结粉砂三轴压缩试验结果的对

比表明，所建立模型能够模拟不同温度和围压下冻结砂土应力–应变关系。其不仅能够反映冻土峰值抗剪强度随温度降

低而增大的温度效应，还能描述围压增大条件下应力应变曲线由剪胀与软化型逐渐转变为剪缩与硬化型的规律。 
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Non-orthogonal elastoplastic model for frozen sand incorporating effects of 
temperature and confining pressure 
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Abstract: The mechanical properties of frozen soils are significantly affected by temperature and confining pressure. To 

characterize the effects of temperature, a nonlinear relationship between the three-dimensional tensile strength and the 

temperature is established, which is incorporated into the yield function based on the coordinate transformation method. To 

characterize the effects of confining pressure, a potential strength degradation factor is established, which is used to develop the 

hardening parameters that effectively account for the effects of the confining pressure. Finally, based on the framework of the 

non-orthogonal elastoplastic model, a non-orthogonal elastoplastic constitutive model for frozen soils that can consider the 

effects of temperature and confining pressure is developed in the coordinate transformation space. Comparisons between the 

model predictions and the triaxial compression test results of the frozen silty sand demonstrate that the developed constitutive 

model can simulate the stress-strain relationship of frozen silty sand under different temperatures and confining pressures. The 

developed constitutive model characterizes the temperature effects, i.e., the increase in the peak shear strength with decreasing 

temperature, and the confining pressure effects, i.e., the transition from shear dilation and softening to shear contraction and 

hardening as reflected by the stress-strain curve under the increasing confining pressure.  
Key words: frozen soil; constitutive model; non-orthogonal plastic flow rule; temperature effect; confining pressure effect

0  引    言 
冻土是在温度低于冰点条件下土颗粒被孔隙冰所

胶结的特殊岩土材料。中国是冻土大国，多年冻土与

季节性冻土约占国土面积的 21.5%与 53.5%[1-2]。由于

国家发展的需要，很多已建或在建的重大工程穿越冻

土区[1, 3]。同时，在城市地下工程中，冻结法施工工艺

常用于富水以及复杂地质条件下的地层隔水与变形控

制。在寒区重大工程与城市冻结法施工工程中，地基

与围岩均以冻土作为工程赋存条件的主体。因此，深

入认识与合理描述冻土的受力变形行为是寒区工程建
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设与城市冻结法施工工程所面临的迫切需要。 
与融土相比，冻土最大的特点是土颗粒被孔隙冰

所胶结，冻土所受外荷载主要由土颗粒与孔隙冰共同

承担。因此，影响土颗粒与孔隙冰的因素都会影响冻

土的受力变形特性，包括温度、围压、含水率、加载

速率以及含盐量等[4-8]。已有研究表明，这些因素中的

温度与围压对冻土工程特性影响最为显著，同时也是

研究其它因素影响的基础。随着温度降低，冻土中孔

隙冰的黏聚力增强，其抗剪强度呈现出增大趋势，即

冻土表现出显著的温度效应[9-10]。而对某一负温条件

下的冻土，围压的增大使冻土中裂缝与孔隙的发展受

到限制，并增大了颗粒间的摩擦力，从而提高冻土的

抗剪强度[11]；同时，恒定负温条件下冻土的变形特性

试验研究[12]表明，冻土存在等效前期固结压力，当平

均应力低于等效前期固结压力时，冻土表现出软化与

剪胀特性，而随着平均应力增大，冻土的软化与剪胀

特性减弱；当平均应力条件超过等效前期固结压力时，

冻土在剪切荷载作用下主要表现为硬化与剪缩特性，

这主要体现了冻土的围压效应。而随着温度的降低，

冻土的等效前期固结压力也表现出增大的趋势[13]。合

理考虑温度和围压对冻土变形的显著影响是建立冻土

本构模型及描述其它因素影响的基础[3, 14-15]。 
已有冻土本构理论方面的研究已经从非线性弹性

模型、亚塑性模型、二元介质模型[16]以及弹塑性模型

等方面描述冻土的温度效应与围压效应。其中，弹塑

性理论由于物理概念清晰、模型框架逻辑严谨，且有

许多已有融土弹塑性模型作为借鉴，在建立冻土模型

过程中表现出了明显的优势。研究者们在弹塑性力学

框架内进行了不同的尝试，如基于临界状态冻土本构

模型[17]、多屈服面模型[18]以及超塑性模型[12]等。建立

弹塑性本构模型的核心就是确定塑性应变增量，包括

塑性应变增量的方向与大小两个方面。在确定冻土的

塑性应变增量方向过程中，为了简化模型，很多研究

者采用相关联流动法则[17, 19]，即采用塑性势函数与屈

服函数相同的方式。但 Lai 等[17]理论研究表明，基于

相关联流动法则的本构模型难以合理预测冻土材料的

剪胀规律。Yang 等[20]采用非关联流动法则，根据试验

规律构造出冻结粉土塑性势函数的方式，使塑性应变

增量方向与屈服面之间非正交，所建立模型能够较好

地预测试验结果。然而塑性势函数难以直接通过试验

结果进行构造，并且可能引入物理意义不明确的参数，

从而使建立本构模型的过程变得复杂。对于相关联流

动法则和非关联流动法则，一个共同的特点是采用了

一阶导数，塑性方向的计算限制在可微函数的正交梯

度上，因此，它们也可以称为正交流动法则。Lu 等[21-22]

将分数阶微分与协变变换相结合提出了非正交塑性流

动法则，其直接基于屈服函数确定与屈服面非正交的

塑性应变增量方向，避免了构建塑性势函数的难题。

非正交流动法则在描述岩土材料塑性变形的优势越来

越明显，已经被用于发展不同岩土材料的弹塑性本构

模型[23-26]中。然而，基于非正交流动法则建立冻土的

弹塑性本构模型还需要进一步考虑冻土的特殊性质，

尚需进一步深入探索。 
在确定塑性应变增量的过程中，除确定其方向外，

还需要确定其大小。塑性应变增量的大小一般利用塑

性标量因子描述，其通过一致性条件确定。因此，合

理的屈服函数与硬化参量至关重要。为了描述冻土的

温度效应，研究者通常建立三向拉伸强度[27]或低温吸

力[19]与温度之间的联系，并将三向拉伸强度或低温吸

力引入到屈服函数中，以模拟温度变化对冻土屈服特

性的影响。为了描述冻土的围压效应，研究者通常构

造相应的硬化参量或采用多个屈服面，以模拟围压条

件对冻土变形特性的影响。Lai 等[17]用单屈服面描述

冻土的屈服特性，采用塑性功为硬化参量，该硬化参

量可以描述冻土的硬化/软化现象，并建立了冻结砂土

的弹塑性本构模型。在多屈服面模型中，Sun 等[19]采

用屈服面、参考屈服面和统一硬化参量建立了考虑低

温吸力的冻土多屈服面本构模型。Lai 等[18]基于广义

塑性力学建立了冻土多屈服面本构模型，并构造不同

机理的屈服函数与相应的硬化参量描述冻土的硬化/
软化、剪缩/剪胀特性。由上述研究可知，温度效应和

围压效应的合理描述对冻土本构模型的建立至关重

要，如何对其进行合理地考虑是需要持续探索的问题。 
本文采用平移变换的方法将冻土的三向拉伸强度

0 引入屈服函数中，在平移变换应力空间中描述冻土

的屈服特性；采用了非正交流动法则与平移变换应力

空间中的屈服函数相结合的方式，确定了塑性应变增

量方向；通过建立冻土的潜在强度衰减因子，发展了

统一硬化参量，用于确定塑性应变增量大小。最终，

在平移变换应力空间中确定了冻土的塑性应变增量，

并利用所建模型对不同温度和围压下冻结粉砂的三轴

剪切试验进行了预测，验证了模型的合理性。 

1  冻土非正交弹塑性本构模型的建立 
根据弹塑性理论可知，冻土的总应变增量可以分

解为弹性应变增量 ed ijε 与塑性应变增量 pd ijε ，即 

 e pd d +dij ij ijε ε ε   。          (1) 

式中： ed ijε 可利用弹性 Hooke 定律确定； pd ijε 利用塑性

理论确定。 
1.1  弹性应变增量 

为了简单地确定冻土弹性应变增量 ed ijε ，本文采

用了与修正剑桥模型相同的确定方法。根据 Hooke 定
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律可知， ed ijε 可表达为 

 e 1d d dij ij kk ijE E
    

    。    (2) 

式中： 为泊松比；E 为弹性模量。由式（2）可知，

弹性体积变形增量 e
vd 可表示为 

 e
v

3(1 2 )d dp
E





   。          (3) 

基于 e-lnp 坐标中的等向压缩线与卸载线，可得弹性

体应变增量的表达式： 

 e
v

0 0

ln
1

p
e p


 


  。           (4) 

式中：κ 为回弹再加载曲线的斜率；e0为初始孔隙比；

0p 为初始平均应力。对式（4）两侧求微分可得 

 e
v

0

dd
1

p
e p





   。             (5) 

对比式（3）和式（5），可得弹性模量 E 的表达式： 

 03(1 2 )(1 )= eE p


    。         (6) 

1.2  塑性应变增量 

塑性应变增量 pd ijε 实际上是一个空间矢量，可表

示为塑性应变增量大小与方向的乘积。在弹塑性理论

框架内， pd ijε 的表达式为 
 pd Λij ijε m    。           (7) 

式中：Λ 为塑性标量因子，反映了塑性应变增量的大

小，可通过一致性条件确定；mij为塑性流动方向，用

于描述塑性应变增量的方向，在本文中利用非正交塑

性流动法则确定。 
对于冻结砂土，其受力变形特性受到孔隙冰胶结

作用的显著影响，因此，应在屈服方程中考虑三向拉

伸强度的影响。这里引入坐标平移变换的方法[28]，其

可以利用平移变换应力空间中的简单屈服函数直接考

虑普通应力空间中三向拉伸强度对屈服特性的影响。

平移变换应力与普通应力之间的关系可以表示为 
 0=ij ij ijδ     。           (8) 

式中： ij 为平移变换应力空间的应力， ij 为普通应

力， 0 为岩土材料的三向拉伸强度。 
基于平移变换应力的定义式（8），冻土的屈服函

数可以表示为 
 2 2 2 2( ) 0xf q ζ M p p p     。  (9) 

式中： p 和 q 为平移变换空间的平均应力和广义剪应

力； xp 为等效平均应力，其与硬化参量之间的关系为 

 0
0

1
expx

e
p p H

     
  。       (10) 

式中：H 为硬化参量，将由下节给出；λ 为 e-lnp 坐标

中的等向压缩线的斜率； 0p 为平移变换应力空间内初

始等效固结压力。 xp 描述的是屈服面与 p 轴交点处的

平均应力，可由屈服面上任一应力点确定，即
2 2 2/( )xp q M p p  ；M 为临界状态线的斜率； 为

控制椭圆形屈服面纵轴与横轴比值的参数，如图 1 所

示。改进的屈服面将会有 3 种情况：当 >1 时，临界

应力线处于椭圆顶点的下方；当 <1 时，临界应力线

处于椭圆顶点的上方；当 =1 时，临界应力线过椭圆

的顶点。 

 

图 1 在不同应力空间的冻土屈服曲线 

Fig. 1 Yield curves for frozen soils in different stress spaces 

（1）塑性应变增量的方向 
已有研究表明[17, 20]，冻土的塑性应变增量方向与

屈服面是非正交的，因此，本文采用了 Lu 等[21-22]提

出的非正交塑性流动法则直接基于冻土的屈服函数确

定塑性流动方向。mij可以表示为 

 kl
ij

kl ij

Sfm
S



 



 

  。          (11) 

式中：f 为冻土的屈服函数； klS 为构成屈服函数的应

力参量，由 ij 构成； / klf S   为屈服函数对 klS 的分

数阶微分，μ 为微分阶次。本文选用 Riemann-Liouville 
（R-L）型分数阶微分[24-25]计算，其定义如下： 

RL 11 d( ) ( ) ( )d
( ) d

n x n
a x n a

D f x x r f r r
n x

 


        。(12) 

式中：n 为大于分数阶次 μ 的最小整数，即 n = [μ]+1；
Γ(z)为 gamma 函数，其表达式为( 1

0( ) dzz e       )。 
通过协变变换可以将 ( , )p q 坐标系中的塑性应变增量

方向转化到 ij 坐标系，因此，式（11）可进一步表达为 

 ij
ij ij

f p f qm
p q

 

  
   

 
   

  。     (13) 

基于 R-L 型分数阶微分定义，求解屈服函数 f 对
p 和 q 的分数阶微分，并结合 2 2 2/( )xp q M p p  ，

求得( p , q )坐标系中的塑性流动方向： 

 

2 2 2 2 2

2 2

( 2 )  
(3 )

(3 )  
(3 )

f q M p
p p

f q
q



 

 



  


 




  
    


      

，

。

   (14) 

式（13）中应力参量 ( , )p q 和普通应力张量 ij 之间的

协变变换系数可表示为 



1892                         岩  土  工  程  学  报                                    2024 年 

 

1  
3

3( )
 

2

ij
ij

ij ij

ij

p

pq
q




 

 
  

，

。


         (15) 

将式（14）和式（15）代入式（13），即可得到塑性应

变增量的方向 mij的张量表达式为 
2 2 2 2 2( 2 )

3 (3 )ij ij
q M pm

p

  



 

 
 

 

2 2 3( )(3 )
(3 ) 2

ij ijpq
q

   


 
 

  。   (16) 

（2）塑性应变增量的大小 
确定塑性应变增量的大小不仅需要屈服函数，还

需要能合理反映材料特性的硬化参量。本文以单屈服

面为基础，参考姚仰平等[29-30]的研究工作，将其硬化

参量扩展用于描述冻土硬化规律，表达式如下： 

 
4 4

pf
v4 4 dM ηH ε

M η



   。        (17) 

式中： η 为平移变换应力空间中的应力比，具体表达

式为 η q p ；Mf 被定义为冻土的潜在破坏应力比。

土的三轴试验结果[17, 31]与 CT 扫描试验结果[32-33]表

明，冻土剪应变的增大使其材料内部结构与性质发生

劣化，冻土的抗剪能力降低。这体现了冻土的潜在应

力比 Mf随剪应变的发展而逐渐退化衰减的规律。基于

此，本文构建了用于描述冻土 Mf衰减规律的强度衰减

因子 ω，表达式为 

 
2p

d
p
dr

expω χ 


  
   
   

  。        (18) 

式中： p
dr 为参考塑性剪应变；χ 为反映 Mf衰减速度的

参数。随着加载的进行，塑性剪应变逐渐增大，Mf

逐渐减小直至达到临界应力比 M。Mf的这一变化规律

可以通过下式进行描述： 
 f f0( )M ω M M M     。      (19) 

式中：Mf0为冻土的初始潜在应力比。图 2 所示为 Mf

随 p
d 增大而减小的变化规律。由图 2 可知，χ 值将影

响 Mf的衰减速度，χ 值越小，Mf衰减速度越大。当 p
dr

和 χ 确定时，潜在应力比的衰减规律即可确定。 
确定了屈服函数和硬化参量后，即可通过一致性

条件确定塑性标量因子。根据一致性条件，对屈服函

数式（9）求全微分得 

 p
vp

v

d d d + d 0f f f Hf p q
p q H




   
  
   

 。 (20) 

将式（7）代入式（20），可以求得塑性标量因子： 

 
pp

v

d df fp q
p q

f H m
H 

 


   
 
 

  。         (21) 

式中： pm 为塑性体变增量 p
vd 对应的塑性流动方向，

由式（14）确定。式（20）中各项偏导数可根据屈服

函数式（9）与式（10）确定，进一步结合 2 /xp q  
2 2( )M p p  ，可得 

 
2 2 2 2

 ,  2f M p q f q
p p q

  
 

 
  ，   (22) 

 
4 4

2 2 2 2 f
p 4 4
v p

1 M ηf H q ζ M p
H ε l M η

        
。(23) 

将式（22），（23）代入式（21），可得塑性标量因子 Λ
的表达式： 

4 4 2 2 2 2

p 4 4 2 2 2 2
f p

( )d 2 dM M p q p qp ql
M p q M p m

 
 

  
 

   
 。(24) 

将式（16），（24）代入式（7），即可得出塑性应

变增量 pd ij 的表达式： 
4 4 2 2 2 2

p
p 4 4 2 2 2 2

f

( )d 2 dd ij
M M p q p qp ql
M p q M p

 


 
  

 
   

 

1

2 2 2 2

3(3 ) ( )1
3 2( 2) 2

ij ij
ij

q p p
q M p

   


 

  
    

 。 (25) 

根据式（1），将式（2）中的弹性应变增量与式（25）
中的塑性应变增量相叠加，即可得出冻土非正交弹塑

性模型的应力应变关系式。 

 

图 2 潜在破坏应力比 Mf的演化规律 

Fig. 2 Evolution of potential strength Mf 

1.3  模型参数与确定方法 

冻结砂土的非正交弹塑性本构模型共有 9 个参

数，其中 4 个参数（，κ，υ 和 M）与修正剑桥模型

中的参数相同，可通过冻土的等向压缩与回弹试验、

三轴剪切试验确定。模型参数还包括 0 ，Mf0，
p
drε ，χ，

μ，确定方法如下： 
冻土三向拉伸强度 0 与温度直接相关。某一温度

条件下的 0 可根据 p-q坐标系中冻土达到临界状态时

的抗剪强度试验结果线性拟合得出强度线与 p 轴交点

的坐标。而 T=0℃条件下，土样尚未被冻结，因此，

假定其抗剪强度为 0。基于此，本文引入双曲线函数

关系描述 0 随 T 变化的规律，其表达式为 
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 0

T
a T b

 


  。            (26) 

式中： T 为温度的绝对值；a 和 b 为温度效应系数。 

Mf0 为平移变换应力空间中的初始潜在应力比，

可通过改进 Hvorslev 线[29-30]确定，如图 3 所示，其具

体表达式如下： 
2 2 2

f0
OCR OCR OCR=6 1

12(3 ) 12(3 ) 12(3 )
M M MM

M M M

            
 。

(27) 
式中：OCR 表示冻土的等效超固结比，为平移变换应

力空间中的等效前期固结压力 ep 与当前平移变换应

力 p 的比值，表达式为 

 e e 0

0

OCR
p p
p p





 


  。        (28) 

式中：pe 为冻土的等效前期固结压力，在这一平均应

力条件下冻土的剪切过程表现出应变硬化特性。通过

对试验结果[4, 13]的分析可知，随着温度的降低，冻土

的等效前期固结压力 pe逐渐增加，pe与温度之间的关

系可采用线性表达式进行拟合。 

 

图 3 改进 Hvorslev 面 

Fig. 3 Improved Hvorslev surface 
p
dr 为参考塑性剪应变，可取应力比达到峰值条件

时对应的塑性剪应变。基于对已有试验数据的分析可

知， p
dr 受温度影响较小，为了简单起见，可取不同温

度条件 p
dr 的平均值用于模型预测。 

χ 为映 Mf衰减程度的参数。当 p p
d dr  时，Mf达

到 Mfr。因此，由式（18），（19）可得 
 fr f0exp( )( )M χ M M M     。  (29) 

整理式（29）可得 

 fr

f0

ln M M
M M







  。          (30) 

根据式（30）可知，χ 实际上反映了 M， frM 与 f0M 之

间的相对大小关系。其中， frM 为与 p
dr 对应的应力比，

可根据等效超固结比最大的试验结果进行确定。 
分数阶次 μ 实际上是与椭圆屈服面纵横轴比 一

一相关的。当应力比达到相变应力比时，即 η =M 时，

冻土达到相变状态，此时，剪胀比 d=0。根据塑性应

变增量方向表达式（16）可得冻土的剪胀方程： 

 
2 2 2 2

2 2

( 2 )
(3 )

p

q

m Md
m 

   
   

 
 


  。  (31) 

将 =M 时 d=0 的条件代入上式，可得 
 22μ ζ    。               (32) 

基于文献[25]可知， 可以通过 NCL 与 CSL 之

间的距离 ΔΠ 确定，具体表达式为 

 1 exp 1
 
    

  。       (33) 

在模型预测过程中如无法得到 NCL 与 CSL 之间

的距离，也可基于某一条件下的试验结果采用试错法

进行确定，用于模拟其它条件下的试验结果。 

2  模型特性分析 
本节以 3 为常数的三轴压缩应力路径为例，从屈

服面的演化规律和 Mf 与 η 的相对大小的角度分析模

型在模拟硬化/软化特性方面的能力，通过塑性流动方

向的变化和剪胀曲线的角度分析模型的描述剪缩/剪
胀特性的能力。 
2.1  硬化/软化特性 

常规三轴压缩应力路径下屈服面的演化过程如图

4 所示。点 A 为冻土的初始应力状态点，即初始屈服

面 f0与 p 轴的交点。随着塑性剪应变 p
d 的增大，应力

状态从 A 点逐渐变化到峰值应力点 B，屈服面从 f0逐
渐增大为 f2，在此过程中，剪应力随塑性剪应变的增

加而持续增大，冻土主要表现为应变硬化。随着 p
d 进

一步增大，应力状态将从 B 点逐渐变化到临界状态点

C，屈服面从 f2 逐渐减小为 f1，剪应力随塑性剪应变

的增加而减小，冻土主要表现为应变软化的特征。 
反映冻土硬化/软化特性的屈服面演化规律实际

上受硬化参量变化规律的控制。而根据式（17）可知，

硬化参量 H 中的潜在应力比 Mf是影响描述冻土硬化/
软化规律的核心要素，其反映了冻土在当前应力和温

度条件下所具有的抵抗破坏的潜在能力。由式（18），
（19）可知，Mf随着塑性剪应变的增大而减小，如图

5（a）所示，而在加载过程中，Mf与 η 的相对大小关

系如图 5（b）所示。在初始状态，塑性剪应变 p
d = 0，

此时，应力比 η = 0，潜在应力比 fM = f0M ，对应于图

4 中的 A 点；随着加载的进行， p
d 增大，此时， fM 逐

渐减小，而 η 逐渐增大，此时，η < fM ，冻土处于应

变硬化阶段，直至 η 增大到了与 fM 相等的峰值应力

状态，如图 5 所示，这一加载过程对应于图 4 中的应

力路径 AB 段；随着 p
d 的进一步增大， fM 进一步减

小，η 开始由增大转变为减小，此时，η > fM ，冻土
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处于应变软化阶段，直至 η 与 fM 同时趋近于 M，最

终达到临界状态，如图 5 所示，这一过程对应于图 4
中的应力路径 BC 段。 

 

图 4 常规三轴压缩应力路径下屈服面的演化 

Fig. 4 Evolution of yield surface under triaxial compression stress  

path 

图 5 Mf与 的演化规律 

Fig. 5 Evolution of Mf and   

2.2  剪缩/剪胀特性 

土的剪缩/剪胀性是土的基本特性之一[29]，同时也

是建立本构模型过程中必须要考虑的基本问题。剪缩/
剪胀性通常利用剪胀比 d 的变化规律进行描述。而剪

胀比 d 是塑性体应变与塑性剪应变之间比例 p p
v dd /d  ，

实际上反映的是塑性应变增量的方向。因此，土的剪

缩/剪胀性的核心是塑性应变增量方向在加载过程中

的变化规律。 
由式（16）可知，非正交塑性流动方向受分数阶

次 μ 控制。而根据式（32）可知，μ 的取值与 ζ 有直

接关系 μ=2–ζ2。当 ζ=1 时，μ=1，此时，屈服函数退

化为 MCC 模型的椭圆屈服函数，而塑性应变增量方

向退化为椭圆屈服面的法线方向。而在 ζ≠1 的条件下，

可得以下两种情况：（a）μ>1，ζ<1；（b）μ<1，ζ>1。
这里同样以 3 为常数的常规压缩应力路径为例对两

种不同情况下的塑性应变增量方向进行分析，如图 6
所示。情况（a）与情况（b）的塑性应变增量方向分

别由图 6（a）中的红色箭头与图 6（b）中的蓝色箭头

表示。对于 =0 的初始状态 A 点， p
dd =0，塑性应变

增量方向与 p 轴正轴方向一致；随 从 0 增大到 M，

塑性应变增量方向由与 p 轴一致的水平方向逐渐变

化到竖直向上，冻土主要体现为剪缩特性；对于 达

到 M 时的 C 点， p
vd =0，塑性应变增量方向竖直向上，

为剪缩/剪胀的相变状态点；随着 进一步增大，塑性

应变增量方向从竖直方向逐渐向 p 轴负轴方向偏转，

此时，冻土主要表现为剪胀特性；当 达到与 Mf 相

等时，应力状态达到峰值状态点 B；随着加载的进行，

 与 Mf 同时减小，并在较大应变条件下趋于临界状

态点 C，此时， =M，塑性应变增量竖直向上。如图

6 所示，情况（a）与情况（b）的塑性应变增量方向

变化规律基本一致，都表现为有水平向右转向竖直向

上，并偏向左侧后再偏转回竖直向上，从而体现出了

剪缩/剪胀以及相变与临界状态的特征。同时，由图 6
可知，在 μ>1 与 μ<1 两种情况下，对应的临界应力点

C 都不在屈服函数的顶点上，而是分别处于屈服函数

顶点左侧与右侧。 

图 6 塑性流动方向的演化 

Fig. 6 Evolution of plastic flow direction 
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根据以上分析可知 μ=1 时，塑性应变增量方向退

化为椭圆屈服面的法线方向，对应的剪胀曲线如图 7
（a）中的黑色短划线所示。而对于 μ>1 和 μ<1 的情

况，剪胀曲线在图 7（a）分别表示为红色实线和蓝色

虚线。可以看出在 <M 时剪胀曲线差别明显，μ>1
和 μ<1 条件下的剪胀曲线分别低于和高于 μ=1 条件下

的剪胀曲线，反映了冻土不同的剪缩特性；而在 M 
< <Mf时，剪胀曲线差异较小，反映了这一阶段基本

一致的冻土剪胀规律。相应地，对应 μ 不同的 3 种情

况，冻土在剪切过程中塑性体应变随塑性剪应变变化

的规律如图 7（b）所示。随着塑性剪应变的增大，塑

性体应变先增大，后逐渐减小，直至达到某一负值。

这一变化过程反映了冻土在剪切过程中的先体缩后体

胀直至达到临界状态的特性。 

图 7 剪切过程中的体胀规律 

Fig. 7 Variation rules of volume during shearing 

3  模型验证 
为了评估冻土非正交弹塑性模型在描述冻土受力

变形规律方面的性能，本文采用 Xu 等[4]所得不同温度

（T=-2℃，-4℃，-6℃）下冻结脱盐粉砂三轴剪切试

验结果对所建模型进行验证，脱盐粉砂的干密度为

ρd=1.90 g/cm3，其土粒相对质量密度取为 Gs=2.70 时，

即可得冻土的初始孔隙比 e0=0.420。试验过程中采用

位移控制的轴向加载模式，所采用的围压条件分别为

0.3，0.5，1.0，2.0，3.0 MPa。 
通过将 3 种不同温度条件下轴向应变达到 20%时

的冻土剪应力进行整理，可得如图 8 中所示冻土抗剪

强度的试验结果。基于对结果分析可知，在不同温度

条件下冻土抗剪强度线的斜率变化不大，而截距显著

不同。因此，本文将不同温度条件下强度线的斜率的

平均值 M = 1.35 用作预测参数，对应可得 3 种温度下

强度线与 p轴交点的截距坐标，即 0 =0.69，1.12，1.55。
对应强度线与试验结果的对比，如图 8 所示。 

 
图 8 不同温度下冻土抗剪强度线 

Fig. 8 Shear strength lines for frozen soils at different  

temperatures 

在利用试验结果确定不同温度下的 0 后，本文利

用式（26）对不同温度下的 0 进行拟合，得到 a=0.246
和 b=2.467。不同温度下的 0 与预测曲线之间的对比

关系如图 9 所示，可以看出，预测曲线与不同温度条

件下的 0 吻合较好。 

 

图 9 冻土三向拉伸强度和温度的拟合曲线 

Fig. 9 Fitting curve of three-dimensional tensile strength and  

temperature of frozen soils 

根据冻土的三轴剪切试验结果与不同温度条件下

的应变软化变化趋势，本文采用冻土的等效前期固结

压力表达式为 pe=4+0.5|T| MPa。根据试验条件可知，

3 =0.3 MPa 对应的等效超固结比最大，因此，可根据

试验结果确定三级温度条件下的 Mfr=2.034，1.89，
1.86，并据此计算得出 χ=−0.2704，−0.4371，−0.4669。
为了简单起见，本文取平均值 χ=−0.392 用于模型预

测。除温度相关的 0 与 pe 外，模型预测所采用的与
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温度无关的参数如表 1 所示。鉴于缺少等效超固结度

为 1 时的试验数据，这里采用 3 =0.3 MPa 条件下的试

验结果拟合得 =0.7，并根据式（32）求得 μ=1.51。 
表 1 冻土的模型参数 

Table 1 Model parameters of frozen soils 

λ κ υ M p
dr  χ μ 

0.042 0.004 0.3 1.35 0.07 -0.392 1.51 

在不同围压条件（0.3，0.5，1.0，2.0，3.0 MPa）
下，3 种不同温度条件（T=-2℃，-4℃，-6℃）的冻

土试验结果与模型预测结果的对比如图 10 所示。由图

10 可知，对于某一给定围压条件下的冻土，在 3 种温

度条件下的试验结果均表现出显著的先应变硬化后应

变软化以及先体缩后体胀的特征；随着温度的降低，

应力应变关系整体变化趋势基本一致，但峰值抗剪强

度显著增大，体缩增大不显著。通过模型预测结果与

试验结果的对比可以看出，所建立冻土模型可以较好

地描述冻土在不同温度条件下的变形特征与抗剪强度

的温度相关性。 
随着 3 的增大，如图 10（a）～（e）所示，冻土

的受力变形特征除表现出抗剪强度增大外，还表现出

了应变硬化/软化与剪缩/剪胀特征的逐渐减弱，逐渐

转变为应变硬化与体缩的特征；直至 3 =3 MPa 时，

冻土的应变软化与剪胀的趋势已不再显著。可以看出，

冻土变形特征随围压增大而表现出了明显的类超固结

性。通过对比可以看出，冻土的类超固结性可以通过

所建立的冻土非正交弹塑性模型进行描述。 
模型预测结果与试验结果的对比虽然整体上吻合

度较好，但对于 3 =2.0 MPa、T=-6℃（图 10（d））
和 3 =3.0 MPa、T=-6℃（图 10（e））两种条件下的

试验结果，模型预测精度降低。基于试验结果可以看

出，这两种条件下的峰值抗剪强度增大趋势不显著，

且加载初期刚度较小，甚至低于 T=-4℃的刚度。这一

特征可能主要是由于高围压情况下冻土的压融导致，

也可能是由于试验结果的离散性造成，鉴于试验结果

有限，尚无法确定。本文所建立模型尚没有考虑冻土

的压融特征，有待进一步的发展完善。 

图 10 冻结粉砂试验结果与模型预测对比 

Fig. 10 Comparison of test results and model predictions for  

frozen soils  

4  结    论 
本文基于非正交弹塑本构模型框架，建立了冻土
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的非正交弹塑性本构模型，用于描述冻土在剪切荷载

作用下的温度相关性与围压相关性，并利用不同温度

与不同围压条件下冻土的常规三轴剪切试验结果对模

型的性能进行了验证，主要得到以下 3 点结论。 
（1）采用双曲函数描述冻土的三向拉伸强度，通

过平移变换的方法将其引入到屈服函数中，从而使本

构模型在平移变换应力空间内可以考虑三向拉伸强度

的影响。 
（2）将基于 R-L 型分数阶微分的非正交流动法

则应用于平移变换应力空间中的屈服函数，从而得出

了与屈服曲线非正交的塑性应变增量方向。建立了冻

土潜在强度衰减因子，并引入到统一硬化参量中，发

展得出考虑温度和围压影响的冻土硬化参量，确定了

塑性应变增量的大小。 
（3）利用所建立的冻土非正交弹塑性模型对不同

温度与围压条件下的冻结砂土常规三轴剪切试验结果

进行预测，对比结果表明本文所建立的冻土非正交弹

塑性本构模型能够合理描述冻土受力变形规律中表现

出的温度效应与围压效应。 
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