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临界状态土的物理标度律 
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摘  要：土的临界状态理论描述了土有效应力、抗剪强度与土密实度之间的对应关系，大量土力学试验还揭示了土体

强度与加载速率存在相关性。考虑到颗粒物质是自然土体的实际载体，从颗粒物理本源出发，将流态颗粒惯性数 I 发展

为考虑砂土密实程度（即初始颗粒体积分数 ϕ0）的准静态颗粒物理惯性数 Q=ϕ0[ln(I)+α]。以砂土的经典三轴试验数据

为基础，探究了处于临界状态土的颗粒物理标度律，发现颗粒的摩擦系数 μ与准静态颗粒惯性数Q之间满足简单的 μ=ξQ
线性关系。新建立的简单物理标度律能够统一刻画处于临界状态砂土的密实状态、剪切速率、围压和粒径等因素与土

内摩擦角间复杂的经验关系。为描述受剪颗粒准静态变形的体变规律，进一步探索了临界状态下土颗粒体积分数与准

静态颗粒惯性数间的相关性。对三维应力状态情况，引入一个新的无量纲量“中主应力数”对标度律进行拓展，可揭

示中主应力对临界状态砂土摩擦特性的影响。 
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Scaling laws for quasi-static granular sand at critical state 
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Abstract: The critical state theory of soils describes the correspondence between effective stress, shear strength and soil density. 

Numerous soil mechanics experiments have also revealed a correlation between soil strength and loading rate. Considering that 

the granular matter is the actual medium of natural soils, a quasi-static inertia number is proposed, i.e., Q=ϕ0[ln(I)+α], for the 

granular soils considering the particle volume fraction. Based on the classical triaxial test data of soils, the scaling laws of 

quasi-static deforming sand at the critical state from the perspective of granular physics are explored, and a simple linear 

relationship i.e., μ=ξQ, is found between the friction coefficient and the quasi-static particle inertia number. The newly 

established scaling laws can quantitatively describe the influences of the volume fraction, shear rate, confining pressure and 

particle size on the frictional properties of sand when reaching the critical state. In addition, to quantify the volumetric 

deformation laws of sand under quasi-static shear, a correlation is obtained between the particle volume fraction ϕ at the critical 

state and the quasi-static inertia number Q. In attempt to characterize the scaling laws of the three-dimensional stress state, a 

new dimensionless number (i.e., the intermediate principal stress number) is defined to reveal the influences of the intermediate 

principal stress on the frictional properties. Thus, the scaling laws are extended. 
Key words: granular material; critical state; scaling law; Cambridge model; sand
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杂，岩土体是这些典型岩土工程灾变的主要赋存介质，

深入掌握土的本构特性对工程安全分析十分必要。

Rendulic[1]和 Henkel[2]针对饱和正常固结黏土和具有

相同先期固结压力的超固结土的三轴试验研究发现，

不管是固结排水试验还是固结不排水试验，破坏前土

体有效应力和孔隙比间存在唯一性关系，土破坏时孔

隙比和强度间存在唯一性关系，且结果与试验类型及

应力路径等无关。这就意味着土的抗剪强度与有效围

压和土的孔隙比（反映了土的密实程度）之间存在着

唯一性关系。 
在上述研究基础上，Schofield 等[3]、Muir Wood

等 [4]提出了土的剑桥模型（Cambridge Model Cam- 
clay），形成了经典的临界状态土力学理论，解释了黏

土的临界土力学行为。经典剑桥模型是基于黏土试验

数据总结提炼的，难以描述砂土在临界状态下的应力

软化和剪胀行为。砂土的经典剪胀模型可反映土密实

状态和围压等物理量对无黏性土摩擦强度的影响[5]。

为完善临界土力学理论描述无黏性土，Jefferies[6]引入

了状态量 ψ（ cse e   ，e 为土的孔隙比， cse 为土临

界状态下的孔隙比），假定应力增量与应变增量方向相

同、应变增量方向与屈服面垂直，提出了一种砂土的

修正剑桥模型，即 Nor-Sand 模型。 
不管是黏土还是砂土，根据临界状态理论，土体

能够在临界状态下发生无限变形，应力和孔隙比恒定，

在常规三轴应力条件下，其数学表达式可表示为 
v

q q q

0  0  0p q 
  

 
  

  
， ，   。       (1) 

式中： 1 3( 2 / 3p    ） ； 1 3q    ； q 为剪应变，

可表示为 q 1 32( ) / 3    。且当 0  时， q 。

在 p-q-v 三维空间坐标系下（其中 1v e  ），临界土力

学理论定义了物态边界面（罗斯柯面，State Boundary 
Surface），即以 NCL（normal consolidation line，正常

固结线）和 CSL（critical state line，临界状态线）为

边界的空间曲面，可定量化描述临界状态下土平均应

力 p、抗剪强度 q 与孔隙比 e 之间的关系。除了土临

界状态理论所描述的土的抗剪强度与有效围压、密实

度间的相关性，大量土力学试验发现，加载速率与土

的不排水强度存在正相关关系（如图 1）[7]，一般的

三轴试验会持续数十分钟或数小时，试验发现，低加

载速率下测得的土体强度比高加载速率下小得多，最

大可相差 50%。尽管这种加载效应得到了广泛认识，

其物理机理尚未明确。 
采用堆石料和无黏性土在不同围压下开展三轴试

验，试样开始发生应变硬化达到峰值强度，低围压下

随后转为应变软化发展到临界状态[8-9]。总结试验数据

发现[7]，峰值摩擦角和临界状态摩擦角随着围压增大

而减小，临界状态的摩擦角符合下列公式： 

3
cr 0

a

lg
p


  
 

    
 

  。          (2) 

式中： ap 为与围压 3 量纲相同的大气压力； 0 和  为

试验参数。 

 

图 1 应变率对不排水强度的影响[7]，其中 su为三轴压缩试验的 

    不排水剪切强度，以剪切速率 1%/h 的强度为参考值，   

为剪切速率 

Fig. 1 Influences of strain rate on undrained strength [7] (su  

     represents the undrained shear strength from triaxial  

       compression tests, normalized by that at a shear rate of  

1%/hour, and   is shear rate) 

近百年土力学领域大量科研工作，揭示了土的内

摩擦角（摩擦特性）与围压（外荷载大小）、孔隙比（体

变特征）、加载速率（变形速率）等因素存在相关性，

基于试验结果建立了各自变量相关性的经验公式。这

种相关性需满足普适性的物理定律，即应该存在深层

次的颗粒动力统一机制。考虑到颗粒物质是自然土体

的实际载体，本研究从颗粒物理的视角出发，基于颗

粒力学理论提出准静态颗粒惯性数的概念，基于大量

三轴试验数据，建立临界状态下砂土摩擦特性、体变

特征、剪切速率间的标度律，发展土力学的临界状态

理论。从另一角度看，以大量既有三轴试验数据为支

撑建立准静态颗粒的标度律，可为经典流态 μ(I)颗粒

流变准则的准静态修正以及颗粒材料统一准静态-流

态本构法则的构建提供可行方案，也能够为深入剖析

岩土灾变机理创造条件。 
 

1  颗粒物理理论与惯性数 
1.1  流态颗粒的惯性数 

颗粒体的快速平板剪切试验是定量研究颗粒体在

快速剪切状态下应力-应变行为的有效手段，Baran等[10]

开展了三维颗粒体剪切试验，试验中对顶板施加恒定
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的压力 P，在两板之间的颗粒（颗粒密度为 s 、粒径

为 d）以固定剪切速率受剪，上板可以垂向自由移

动，试验中测出极限状态时恒定的体积分数 ϕ 和剪切

应力 τ。进而可以计算广义摩擦系数（friction coefficient）
μ=τ/P。试验发现在稳态变形状态（steady-state，对应

土的临界状态），可通过量纲分析确定颗粒的本构关系

主要特征[11]，该体系的性质受颗粒重分布微观时间尺

度 microt 与剪切速率定义的宏观时间尺度的比值控制。

颗粒体系从一个稳定的定向排列变形到下一个稳态

（如图 2），过程满足牛顿第二定律，即 
2

2
d
d z

zm F
t

   。            (3) 

考虑到m～ 3
sd ， 2 2d / dz t ～ 2d/t 以及 zF ～ 2Pd ，

代入式（3）化简后，可得围压约束条件下颗粒重新排

列时间 t= microt ，即 
 micro s= / /t d P   。            (4) 

又由相邻错动的两层颗粒相对变形速度 u d   ，

相邻颗粒间隙的距离为单倍粒径 d（如图 2），可得到

特定颗粒从某粒间隙移动到相邻间隙的宏观时间为 
1

macro
d dt
u d




  



  。        (5) 

式中： 为剪应变速率。将微观时间尺度与宏观变形

时间尺度作比，可综合表征颗粒变形的剧烈程度，可

定义无量纲数 I，又称为惯性数[12-13] 

micro

macro s/
dtI

t P



 


  。          (6) 

 
图 2 颗粒受剪变形分析概化模型，惯性数为微观颗粒重分布时 

间尺度(左)和宏观变形时间尺度（右）比值 

Fig. 2 Schematic of granular system under shear (inertia number is  

defined as time scale ratio between microscopic rearrangement 

(left) and macroscopic deformation rate (right)) 

根据以上量纲分析的结果，并结合斜面上颗粒流

试验[14]、三维颗粒体剪切数值试验[15]、二维颗粒体数

值试验[16]、环剪数值试验[17]，GDR[18]、Forterre 等[19]

定义了流态颗粒的广义摩擦系数 μ、颗粒体积分数 ϕ
与惯性数 I 之间的相关性，拟合这些数据点可得到被

广泛认可的 ( )I 和 ϕ(I)颗粒流变准则： 
2 s

s
0

( )
1

I
I I
 

 


 
   ，           (7) 

max min max( )I        。         (8) 
式中：μs和 μ2分别为广义摩擦系数的临界值（critical 

value）和极限值（limiting value），I0为试验参数。μs，

μ2和 I0与自然土颗粒的尺寸参数（长度、宽度、面积、

周长）和形貌特征（长宽比、磨圆度、粗糙度）相关。

试验参数 ϕmax和 ϕmin分别为颗粒体积分数的最大和最

小值，对应颗粒体系最密实和最疏松两种状态。 
目前关于 μ，ϕ 和 I 间相关性在数值计算、室内试

验等方面的探究多是针对颗粒流态（ I >10-3）状态下

开展的。μ( I )和 ϕ( I )颗粒流变准则揭示了颗粒摩擦强

度 μ，颗粒体积分数 ϕ 与外力作用 P、剪应变速率、
颗粒材料特性（d 和 ρs）的相关性。虽然 ( )I ， ( )I
流变准则对流态（ I >10-3）颗粒动力行为的刻画已得

到广泛认可，但在分析准静态变形颗粒（I<10-3）时失

效。为描述解析颗粒物质的准静态力学行为，Kamrin
等[20]、Henann 等[21]在塑性力学框架下，引入颗粒关

联长度的概念修正塑性势函数，提出非局部流变准则；

Bouzid 等[22-23]通过 I 的空间梯度项表示其耗散作用，

直接对摩擦系数进行修正，即非局部流变准则。这些修

正方法较为复杂，与唯象的土力学理论存在应用鸿沟。 
考虑到经典土力学三轴压缩试验中土样变形多处

于准静态（I<10-3），近百年土力学研究积累了大量试

验的三轴试验数据，本研究基于这些试验数据发展了

颗粒惯性数概念，分析初始孔隙比、剪切速率、围压

和粒径、中主应力等因素对颗粒摩擦特性和体变规律

的影响，探讨颗粒准静态变形动力特征的物理标度律。 
1.2  三轴试验中砂土的惯性数 

土的三轴试验是土力学中最常用的经典试验方

法，可完整地反映试样受力变形直到破坏的全过程，

用作土体强度、应力应变关系分析。用三轴试验开展

土的受力分析，与经典流态颗粒 μ(I)，ϕ(I)流变准则受

力变形状态有所差别，惯性数有所不同，本节着重分

析三轴试验中的颗粒惯性数。 
经典 μ(I)，ϕ(I)颗粒流变准则是基于单剪物理和数

值试验方法取得的，试样处于二维纯剪状态，即颗粒

以均一的剪切速率发生剪切变形。为进一步描述复杂

三维颗粒动力特征，假设颗粒在运动过程中保持体积

不变（即不可压缩），基于偏应力张量与应变率张量共

轴性假定（即线性相关），Jop 等[24]将标量形式的 μ(I)
局部流变准则扩展成张量形式，推广了该准则在连续

介质模型中的应用： 
P       ，            (9) 

( , )P       ，          (10) 
( )( , ) I PP 

 



   。         (11) 

式中： ， 和  分别为应力张量、偏应力张量和应

变率张量； 为单位张量；

1
21

2 ij ji
   
 

     为应变率第 
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二不变量。 
在常规三轴试验过程中，施加围压后通过施加轴

向力产生偏应力使得土样发生变形破坏。相对密实的

土样会出现明显的剪切带，此时变形主要集中在剪切

带区域，即土样发生局部剪切破坏。相对疏松土样的

变形则比较均匀，无剪切带出现。需要说明的是，本

文所取三轴试验数据均来自于局部剪切型破坏。对于

三轴试验中的三维受剪土样建立物理模型，考虑到试

样横向变形相对轴向较小，式（6）中定义应变率第二

不变量主要受轴向变形速率控制，即为试样的剪切速

率 v 与圆柱试样轴向尺寸 H 之比（即 =v/H）。此外，

取试验围压定义 P（即 3P  ），天然土样的颗粒粒径

d 取平均粒径 d50。根据式（6），可以得到三轴试验中

砂土的惯性数为 

50

s 3 s

=
/ /
d d

I
P
 

  


 
  。      (12) 

2  临界状态砂土的标度律 
2.1  三轴试验中的摩擦系数和体积分数 

土力学和颗粒物理领域常用内摩擦角或摩擦系数

来描述土和颗粒的内摩擦特性。而通过试验得到的内

摩擦角与颗粒材料摩擦系数间的关系与试验方法息息

相关。例如，在重力驱动颗粒流动的斜槽试验中[14]，

摩擦系数可定义为临界滑动状态下平面倾斜角度的正

切值，这个临界角度类似于准静态砂土休止角，可以

用于评价砂土的摩擦属性。 
临界状态理论[3]定义了在大变形条件下，材料达

到一种临界状态（如图 3 所示），其特征为体积分数和

剪应力（对应摩擦特性）均保持不变。由于试验数据

均来源于三轴试验，因此本文中的摩擦系数均采用临

界状态内摩擦角 cs 进行计算，即 cstan  。此外，

为与颗粒物理描述表达保持一致，本研究将土力学里

面的孔隙比 e 通过下式换算为颗粒体积分数 ϕ： 
s

s v

1
1

V
V V e

  
    。        (13) 

式中： sV 为土体中土颗粒的体积； vV 为土体中孔隙的

体积。 

 

图 3 密实和疏松土受剪变形的临界状态 

Fig. 3 The critical state of dense and loose soil under shear 

2.2  临界状态砂土 μ 和 I 的相关关系 

本研究选取代表性无黏性颗粒材料的三轴试验数

据进行分析。Alshibli 等[25]采用长宽比、磨圆度、粗

糙度等形貌特征差别较大的 3 种砂在 4 种围压下进行

了三轴排水压缩试验，部分试验物理指标如表 1 所示。

每种试验材料设置了 3 种不同的密实度（松散 L、中密

M、密实 D），中密和密实试样利用 Al-Shibli 等[26]的空

气淋滤装置制备，松散的样品使用 ASTM D4254
（ASTM 2016b）等程序制备（手拿一个带有 13 mm
喷嘴的漏斗，从 25 mm 的落点高度沉积砂子）。圆柱

形试验试样直径为 71.1 mm，高度为 142.2 mm，偏移

应力以 0.5 mm/min 的恒定位移速率施加。虽然 3 种砂

的 Gs=2.65 和 d50=0.36 mm 参数一致，但是电镜图像

发现 3 种材料的长宽比、磨圆度、粗糙度等差别很大。

Ottawa 砂、玻璃砂和 Columbia grout 砂的 μ-ln(I)关系

如图 4 所示。 
表 1 试验材料的物理指标 

Table 1 Physical properties of test materials 
材料 Gs d50/mm 密实状态 e 
F-35 

Ottawa 
砂 

2.65 0.36 
疏松 0.733 
中等 0.614 
致密 0.494 

#1 玻璃砂 2.65 0.36 
疏松 0.928 
中等 0.778 
致密 0.638 

GS#40 
Columbia 
grout 砂 

2.65 0.36 
疏松 0.921 
中等 0.762 
致密 0.639 

由图 4 可以看出，3 种砂的临界状态摩擦系数 μ
均与惯性数和颗粒的密实度相关。对于不同类型的土，

土越密实摩擦系数越大。如果将采用颗粒物理中初始

颗粒体积分数 0 来描述颗粒的密实程度，可以得到颗

粒准静态变形摩擦特性 μ、初始密实状态 0 和颗粒惯

性数 I 间的标度律，符合线性关系，如图 5 示。 

 
图 4 颗粒松密程度对摩擦系数 μ 与 ln(I)关系的影响 

Fig. 4 Definition of internal friction angle at critical state 

不同于流态颗粒运动状态下摩擦系数 μ 与惯性数
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I 之间的一一对应关系，颗粒在高围压、准静态下，

摩擦系数 μ与 0 [ln(I)+α]之间存在线性一一对应关系。

其中，对于 3 种试验材料， 的数值均为 =30，这

可能是因为 3 种材料的比重和中值粒径等参数相近。

0 这一变量的相关性表明颗粒体系的摩擦特性受其

密实状态影响，土颗粒越密实内摩擦特征越显著。另

一变量颗粒惯性数 I 表征了颗粒形变剧烈程度客观规

律。将发现的规律看成是考虑密实程度的准静态颗粒

惯性数，定义它为 Q= 0 [ln(I)+α]。 

 

图 5 不同密实状态土摩擦系数 μ 与准静态惯性数 Q 标度律 

Fig. 5 Scaling laws between friction coefficient μ and Q for soils  

at different density states 

临界土力学理论认为，在剪切的最终阶段，只有

剪应变还持续增加，而土颗粒所受的有效应力和体积

趋于不变。流态颗粒 μ(I)和 ϕ(I)流变准则认为摩擦系

数 μ 分别与惯性数 I 和 ϕ 一一对应，对应的是达到临

界状态后受力的变形特征。经典的颗粒 μ(I)，ϕ(I)流变

准则在描述 I >10-3的密实均匀颗粒流时效果显著，但

对颗粒准静态 I<10-3动力特性描述时失效。发现的新

标度律，揭示了颗粒准静态受力变形的本构法则。颗

粒达到临界状态后产生流态化变形，ϕ(I)流变准则表

明在固定的 I 条件下颗粒体积分数 ϕ 是定值，故颗粒

的摩擦特性 μ 只反映出与颗粒惯性数 I 的对应关系。

而在达到流态前的准静态变形状态，颗粒的摩擦特性

还受体积分数 0 的影响： 0 越大，准静态惯性数 Q= 0  
[ln(I)+α]越大，如图 6 示。也就意味着，颗粒在达到

临界状态前发生准静态变形，对于同一种土，在同样

的受力变形条件下（颗粒惯性数 I 相同，即外部围压

（正应力）P 和变形速率  相同），更密实的土颗粒

（更大的颗粒体积分数 0 ）表现出更强的摩擦强度特

性，这与常理认知一致。 
对线性关系进行标定，可得下列关系表达： 

Q    。               (14) 
其中，拟合参数见表 2 所示。可以发现，ξ 近似等于

0.11。 

 

图 6 更密实的土颗粒表现出更强的摩擦强度示意 Q1<Q2 

Fig. 6 Denser soils exhibiting greater frictional strength, Q1<Q2 

从另一个角度来分析上述标度率所表征的体积分

数对摩擦特性的影响，临界土力学定义了临界状态比

cM  

cq M p   。              (15) 
这个固定的临界状态比与摩擦系数之间的关系为 

c 6 /(3 )M      。        (16) 
在固定的临界状态比（摩擦系数）条件下，正应

力 sp (=P)与颗粒体积分数的关系为[27-28] 

rlp
s

rcp

p a
 
 





  。            (17) 

式中： rlp 为疏松颗粒临界状态下的体积分数； rcp 为

密实颗粒临界状态下的体积分数；a 为参数。 
根据莫尔库仑准则，无黏性颗粒强度 可以表示

为 
sp    。              (18) 

以莫尔库仑准则为纽带，提炼标度律所反映的体

积分数与摩擦系数 μ 之间正相关的关系（P 不变），与

临界土力学给出的体积分数与正应力 P间的关系是一

致的，都反应了体积分数对颗粒强度正向影响。总的

来讲，文章所分析的试验规律和新揭示的物理规律，
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把颗粒不同方面的性质，包括颗粒的强度 μ、粒径 d、
颗粒密度 ρs、密实状态 ϕ0，正应力 P 和对应的变形速

率  有机的结合在一起，反应了颗粒重要的受力变形

物理规律。 
表 2 3 种材料三轴试验数据获取标度律的拟合参数 

Table 2 Fitting parameters of scaling law for obtaining triaxial test  

data for three types of materials 
材料 ξ 

F-35 Ottawa 砂 0.1021 
#1 玻璃砂 0.1173 

GS#40 Columbia grout 砂 0.1179 
2.3  考虑中主应力影响的相关关系 

自然状态下的土体多处于三向应力状态，由于上

述分析中 1 3( 2 ) / 3p    只考虑了 1  和 3  的影响，需

进一步考虑主应力 2 的影响。Xiao 等[29]采用 120 mm
×60 mm×120 mm 试样开展真三轴固结排水试验，研

究了在较低应力水平下中主应力对堆石颗粒材料强度

影响。引入毕肖普常数 b 描述中主应力大小： 
2 3

1 3

b  
 




 。              (19) 

选取不同的毕肖普常数 0，0.25，0.5，0.75，1 开

展独立试验。每次试验中，剪切过程中保持小主应力 3

和 b 值不变，加载速率为恒定的 1 mm/min。数据处理

结果如图 7 所示。可以发现，在相同的试验条件下，

摩擦系数 μ 随着 b 值的增大而减小。 
土的三维莫尔库仑强度准则的表达形式为 

1 1sin sin sin cos cos 0
3 3

p q c     
    

 
。(20) 

其中应力罗德角 θ 与 b 之间符合下列关系 
2 1tan

3
b 

   。              (21) 

 

图 7 不同毕肖普常数 b 对 μ 与 ln(I)相关性影响 

Fig. 7 Influences of intermediate principal stress on relationship  

between μ and ln(I) 

认为土达到临界状态与弹塑性材料达到屈服准则

进入塑性区的力学特征一致，也就是认为临界内摩擦

角满足屈服准则。对于砂土 c=0，将 μ=tanφcs 代入上

式，可得 
1 cossin 0
3 3

p q 
 

 
   

 
  。     (22) 

土达到临界状态时，根据剑桥模型得 

c
1=1 cos sin cossin

3 33 3

M 
  




    。 (23) 

这里可以定义一个考虑应力罗德角（即中主应力

影响）的摩擦系数  。考虑到 Mc=6  /( 3  )，其

中  =tanϕβ(cs)代入公式可得 
1

sin cos 12 +
3 63


 




 

 
 

  ，      (24) 

该式子定义了应力罗德角对临界状态内摩擦强度的影

响。 
为定量描述中主应力（应力罗德角 θ 或毕肖普常

数 b）的影响，定义一个新的无量纲数“中主应力

数”β= /    

sin cos 12 +
3 63
  



 
  

 
  。    (25) 

引入新的无量纲数“中主应力数”用于试验数据

分析，发现 μ+η(β-1)与准静态惯性数 Q=ϕ0[ln(I)+α]之
间呈线性相关关系，如图8所示。常规三轴试验中b=0，
则中主应力数 β=1，此时标度律回归到不考虑中主应

力的标度律（即式（14））。 

 

图 8 通过中主应力数 β 反映中主应力对标度律的影响 

Fig. 8 Influences of intermediate principal stress on scaling law  

through intermediate principal stress number β 

2.4  临界状态砂土 ϕ 与 I 的相关关系 

上节通过建立准静态颗粒惯性数 Q，建立标度率

描述临界状态砂土的摩擦特性，本节探讨临界状态体

积分数与土摩擦系数 μ、颗粒惯性数 I、以及初始体积

分数 ϕ0间的临界状态标度律。选取姜景山等[30]、Xiao
等[31-32]的固结排水常规三轴压缩试验（试验中使用土
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样的物理参数如表 3 所示），试验发现土达到临界状态

后，初始孔隙比、剪切速率、颗粒粒径对临界状态体

积分数有直接的影响。导入试验数据，可以初步得到

ϕ-ln(I)相关关系，如图 9 所示。可以看到，初始体积

分数越小（初始孔隙比越大），临界状态的体积分数也

越小。 
表 3 主要试验参数 

Table 3 Primary experimental parameters 
初始孔隙比 Gs d50/mm 剪切速率  

0.360 2.72 14.39 0.6 mm/min 
姜景山 
等[30] 

0.333 2.72 14.39 0.6 mm/min 
0.308 2.72 14.39 0.6 mm/min 
0.283 2.72 14.39 0.6 mm/min 
0.189 2.69 26.48 1 mm/min 

Xiao 
等[31] 

0.224 2.69 26.48 1 mm/min 
0.285 2.69 26.48 1 mm/min 
0.317 2.69 26.48 1 mm/min 
0.189 2.69 23.48 1 mm/min 

Xiao 
等[32] 

0.224 2.69 23.48 1 mm/min 
0.285 2.69 23.48 1 mm/min 
0.317 2.69 23.48 1 mm/min 

引入本文建立的准静态颗粒惯性数 Q，可以得到

准静态变形颗粒在临界状态下，颗粒体积分数 ϕ 与初

始 ϕ0和颗粒惯性数 I 间的标度律，如图 10 示。发现

临界状态的颗粒体积分数与准静态惯性数 Q= 
ϕ0[ln(I)+α]呈线性关系，可知准静态颗粒惯性数 Q 对

揭示临界状态砂土的体积特征同样关键。 

 

图 9 初始孔隙比对 ϕ 与 ln(I)关系的影响 
Fig. 9 Effect of initial void ratio on the relationship between ϕ and  

.ln(I) 

图 10 不同初始孔隙比条件下 ϕ 与 Q 间的标度律 

Fig. 10 Scaling between ϕ and Q for sands with different initial  

void ratios 
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3  结    语 
本研究从土的颗粒物理本源出发，采用 3 种无黏

性土的试验数据获取标度律的数理表达，发现临界状

态摩擦系数 μ 值与惯性数 I、颗粒初始体积分数 ϕ0相

关：土体越密实，临界状态摩擦系数越大。为定量描

述土力学试验所揭示的土体强度与加载速率的相关

性，引入了初始颗粒体积分数 ϕ0来描述颗粒的初始密

实程度，提出了考虑初始密实程度的准静态颗粒惯性

数 Q=ϕ0[ln(I)+α]，这样通过 ϕ0可以反映密实状态对颗

粒体系的摩擦特性的影响，同时发现摩擦系数 μ 与准

静态颗粒惯性数 Q 之间满足 μ=ξQ 的简单线性关系。 
经典的三轴试验还发现，体积分数越小（初始孔

隙比越大），临界状态的颗粒体积分数也越小。为揭示

临界状态土体的体变规律，采用本研究提出的准静态

颗粒惯性数 Q，得到了准静态变形的临界状态砂土，

颗粒体积分数 ϕ 与初始体积分数 ϕ0和颗粒惯性数 I 间
的相关性。 

需要说明的是，自然土形貌特征等性质复杂，本

文在建模分析先是将土颗粒抽象概化为圆形颗粒，开

展无量纲数的数理推导，在此建模分析中粒径、压力、

密度被认为是最主要的控制因素。土颗粒的重排列时

间实际还与颗粒的其他尺寸参数、形貌特征等因素相

关。 
此外，本研究基于多组试验数据定义的准静态颗

粒惯性数 Q=ϕ0[ln(I)+α]中，拟合参数值为 α=30，过程

中没有特意调整拟合参数，参数 α 的归一可能源自 3
种试验颗粒材料的基本性质相似。参数 α 对土类型和

性质的依赖性，仍待进一步补充研究。考虑到研究所

采用的三轴试验经典颗粒惯性数 I＞e -30，因此准静态

颗粒惯性数 Q 恒大于零，符合定义的物理意义。对于

I＜e -30的情况，需要采用对应条件的试验数据拟合得

到新的拟合参数 α 值。 
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