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砂土应力-应变包络线的唯一性初探 
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摘  要：土体循环加卸载外包络线是否具有唯一性在认识土体固有属性上具有重要意义。基于土样全表面变形数字图

像测量系统，选用硅微粉和福建标准砂为研究对象，开展了一系列三轴剪切试验和三轴循环加卸载试验，探索等应力

幅值、阶梯应力幅值和随机应力幅值循环加卸载下应力-应变外包络线与相应的单调加载应力-应变曲线的一致性。试

验结果表明土样在相同密度和围压条件下，单调加载的应力-应变曲线与经历不同循环应力历程的加卸载应力-应变外

包络线近似一致，提出了砂土应力-应变外包络线的唯一性；讨论了循环应力历史和应力水平对曲线回归速度的影响以

及应力-应变包络线唯一性在建立轴向应变累积模型中的应用。 
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Preliminary study on uniqueness of stress-strain envelope curves of sand 
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Abstract: The uniqueness of the stress-strain envelope curves of sand under cyclic unloading is of great importance in 

understanding the inherent properties of the sand. A series of monotonic triaxial compress tests and cyclic triaxial tests, 

considering constant amplitude, step stress amplitude as well as random stress amplitude, are conducted on the silica powder 

and Fujian standard sand to explore the consistency between the stress-strain envelope curves and monotonic curve by 

employing the full-surface digital image measurement system. The results show that the monotonic stress-strain curves of the 

soil samples with the same density and confining pressure are approximately consistent with the stress-strain envelope curves 

that undergo different cyclic stress processes, and the uniqueness of the stress-strain envelope curves of the sand is proposed. 

The influences of the cyclic stress history and stress level on the regression velocity of the curves and the application of the 

uniqueness of the stress-strain envelope curves in the establishment of the axial strain accumulation model are discussed. 
Key words: stress-strain envelope curve; cyclic loading; sand; axial cumulative strain

0  引    言 
由于土体的特殊性，加卸载的应力-应变关系与初

始加载的应力-应变关系显著不同。实际的岩土工程结

构会受到各种荷载的作用，比如自重、孔隙水压力和

渗流力[1]、基底压力、地震荷载[2-3]、波浪荷载[4]、交

通荷载[5-6]等，常经历加卸载过程[7]。试验研究表明，

岩土材料在外荷载作用下产生的塑性变形是不可逆的，

反复加载可能导致强度降低[8-9]、路基下沉开裂[10-12]、

地表沉降变形[13-16]，最终可能造成破坏[17-19]。 
在侧限压缩试验中加载-卸载-再加载时压缩曲线

（或 e-p曲线，其中 e为孔隙比，p为压力）会回到初

始压缩曲线[20-21]，形成了外包络线，如图 1（a）所示。

对于三轴试验，研究表明土体也存在类似的性质，即

土体经历加载-卸载-再加载时其应力-应变曲线有再

次汇入单调加载曲线的趋势[22]，如图 1（b）所示（图

中放大显示了卸载-再加载过程之间的过渡）在 A 点
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开始卸载，经过一个卸载-再加载后在 B 点再次回到

了单调曲线，除了 A与 B间的间隙外，曲线间的大部

分合流表明再加载曲线与单调应力-应变曲线之间存

在内在关系。Taheri 等[23-24]认为大规模屈服开始后的

应力-应变行为和峰值剪切强度不受先前具有相对较

大应力幅值的循环载荷历史的影响，并且循环加卸载应

力-应变外包络线和单调加载应力-应变曲线之间的差

异在峰值应力附近变得较为显著。Xia 等[25-26]假设土体

循环加卸载外包络线与单调加载应力-应变曲线存在

近似一致的关系，进而认为后续循环加卸载引起的应

变积累量可以反映在单调加载曲线上，即后续加卸载

产生的应变累积量可以根据相应的单调加载曲线等效

计算，由此建立了具有力学属性的永久应变累积投影

模型。 

 
图 1 侧限加卸载和三轴加卸载下外包络线示意图 

Fig. 1 Sketch of envelope curves under oedometric compression  

and triaxial compression tests[25] 

尽管应力历史作用会导致塑性应变累积，使土体

致密，进而影响后续加载的应力应变关系，当再加载

荷载超过历史上出现最大荷载时其应力-应变关系会

趋于回到外包络线曲线，也就是说应力历史对应力-

应变曲线的外包络线没有影响，是否意味着土体应力-

应变关系具有唯一性？如果土体循环加卸载应力-应

变曲线外包络线存在唯一性，那么至少有两个好处：

①可以给出建立应变累积模型的新方法；②作为土体

固有力学属性，可作为建立循环荷载下本构模型研究

的参照，其意义等同于边界面理论中假设存在的边界

面。然而，关于土体循环加卸载外包络线与单调加载

应力-应变曲线存在近似一致的关系却未得到进一步

的试验验证。 
本文选用硅微粉和福建标准砂为研究对象，应用

土样全表面变形数字图像测量系统，开展了一系列三

轴剪切试验和三轴循环加卸载试验，对等应力幅值、

阶梯应力幅值、随机应力幅值循环加卸载中的再加载

与单调加载的应力-应变曲线的近似一致关系进行了

试验验证，讨论了土体加载外包络线的唯一性，分析

了循环应力历史和应力水平对回归速度的影响。 

1  单调与循环加卸载试验 
1.1  试验仪器 

试验所用仪器为邵龙潭等[27]、刘潇[28]研制的采用

土样全表面变形数字图像测量系统的土工三轴仪，见

图 2。试验仪主要由土样全表面变形测量系统、轴压

控制系统、围压及土样状态控制系统三部分构成，土

样全表面变形测量系统由改进的压力室、CMOS相机、

摄像机支架及密封罩等部分组成。三轴试样高 80 mm，

直径 39.1 mm 的圆柱体，包裹在黑色橡皮膜中，橡皮

膜外表面均匀分布尺寸为 7 mm×7 mm 的白色方格，

共 8 行 8 列，将表面划分为若干个四节点网格单元，

通过相机识别并跟踪单元的角点坐标，进而计算单元

的应变，得到试样的变形信息。图像测量得到的应变

精度可达 10-4～10-5 数量级，应变测试技术详情请查

阅文献[27，28]。 

 
图 2 基于全表面变形测量系统的三轴试验仪 

Fig. 2 Triaxial tester based on full-surface deformation  

measurement system
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表 1 试验材料的颗粒级配 

Table 1 Particle gradations of test materials 

试验材料 Gs 
颗粒组成/% 

Cu 2～0.5 
mm 

0.5～0.25 
mm 

0.25～0.075 
mm 

0.075～0.025 
mm 

0.025～0.005 
mm <0.005 mm 

硅微粉 2.68 0.00  0.90 15.34 43.38 31.45 8.93 2.62 
福建标准砂 2.65 30.10 64.30  5.60 0.00 0.00 0.00 1.73 

1.2  试验材料 

本文选用由石英经多重工序加工得到的硅微粉

和福建标准砂作为试验材料，进行一系列单调三轴和

循环三轴试验。由于采用的是干试样，不考虑硅微粉

的极性和亲水性。硅微粉的最大和最小干密度分别为

1.65，1.20 g/cm3；福建标准砂的最大和最小干密度分

别为 1.74，1.43 g/cm3。所有三轴试验均在完全干燥的

情况下进行，试样始终与大气连通。硅微粉和福建标

准砂物理指标与参数见表 1。 
1.3  试验方案 

分别进行了单调和循环加卸载的三轴试验。采用

位移控制方式给土样加荷，剪切速率为 0.1 mm/min。
循环荷载试验前先在相同的工况下进行单调加载试

验，单调加载至轴向应变超过 15%，从而得到单调应

力-应变曲线。循环三轴试验工况中设置循环应力幅值

均小于试样峰值强度的 80%，以保证试样处于破坏前

阶段。所有试验中循环荷载最小值设为 20 N，既能使

试样有较为彻底的卸载，又能满足加载板与试样保持

充分接触。试验工况包含不同偏应力幅值、不同围压

及不同初始孔隙比，试验工况设计如表 2，3 所示。 
表 2 三轴单调剪切试验方案及强度 

Table 2 Program and strengths of triaxial monotonic shear tests 
试验编号 干密度/(g·cm-3) 围压/kPa 强度/kPa 

SP11 1.40 150 719 
SP12 1.40 200 861 
SP13 1.40 250 1068 
SP14 1.40 300 1261 
SP15 1.40 350 1470 
SP16 1.40 400 1643 
SP22 1.45 200 987 
SP32 1.50 200 998 
SP42 1.60 200 1112 
FS42 1.60 200 502 

为表述简洁，表中试验编号所采用的命名规则

为：前两个字符代表试验材料，“SP”表示试验材料

为硅微粉，“FS”表示试验材料为福建标准砂，后三

位阿拉伯数字结尾分别代表试验的初始干密度、围压、

应力时间历程等级，数值越大表示等级越高，相对应

的密度或压力值越大，具体对应关系见表 4。因福建

标准砂仅作为补充验证试验结论，只进行 3 组循环加

卸载试验。 

表 3 三轴循环加卸载试验方案 

Table 3 Programs of triaxial cyclic load tests 
序

号 
试验

编号 
干密度/ 
(g·cm-3) 

围压/ 
kPa 

应力时

间历程 
循环次数/

次 
1 SP115 1.40 150 5 200 
2 SP121 1.40 200 1 5 
3 SP122 1.40 200 2 25 
4 SP123 1.40 200 3 50 
5 SP124 1.40 200 4 200 
6 SP125 1.40 200 5 200 
7 SP126 1.40 200 6 200 
8 SP127 1.40 200 7 200 
9 SP135 1.40 250 5 200 

10 SP145 1.40 300 5 200 
11 SP141 1.40 300 1 5 
12 SP142 1.40 300 2 25 
13 SP143 1.40 300 3 50 
14 SP155 1.40 350 5 200 
15 SP165 1.40 400 5 200 
16 SP161 1.40 400 1 5 
17 SP162 1.40 400 2 25 
18 SP163 1.40 400 3 50 
19 SP225 1.45 200 5 200 
20 SP325 1.50 200 5 200 
21 SP425 1.60 200 5 200 
22 FS421 1.60 200 1 5 
23 FS422 1.60 200 2 25 
24 FS424 1.60 200 4 200 

表 4 试验编号中数字含义 

Table 4 Meanings of numbers in test number 
数字位

置 表示物理量 编号含义 
1 2 3 4 5 6 7 

第一位 干密度/(g·cm-3) 1.40 1.45 1.50 1.60 — — — 
第二位 围压

3 /kPa 150 200 250 300 350 400 — 
第三位 应力时间历程 1 2 3 4 5 6 7 

为了分析不同循环加载条件下应力历史和应力

水平对应力-应变关系包络线的影响，本方案考虑多种

循环荷载工况，包括阶梯应力幅值、随机应力幅值、常

幅值循环加卸载。阶梯应力幅值循环加卸载试验的应力

-时间历程如图 3（a）～（c），每层阶梯应力幅值相差

120 kPa，共 5 层，每层阶梯循环次数分别为 1，5，10。
随机幅值循环加卸载试验的应力-时间历程曲线编号为

4～7，均为 200 次循环，其中历程 4 如图 3（d）所示，

偏应力峰值为 200～500 kPa；历程 5～7 偏应力峰值分

别为 250～600，270～650，300～700 kPa。 

2  试验结果分析 
2.1  单调加载应力-应变关系 
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硅微粉在不同围压和干密度条件下的应力-应变

关系见图 4，编号 SP11、SP12、SP13、SP14、SP15、
SP16 为同一干密度不同围压下的试验，其应力-应变

曲线见图 4（a），均为应变硬化型，其应力-应变曲线

斜率和强度随围压的增加均有所提升。选取曲线的应

力峰值点作为强度，见表 2。编号 SP12、SP22、SP23、
SP24 为同一围压不同初始干密度下的试验，其应力-

应变曲线见图 4（b），表明密度较低的土样表现为硬

化型，密度较高的土样表现为软化型。限于篇幅，不

再对福建标准砂的单调剪切曲线做描述。 

 

图 3 循环荷载工况下的应力-时间历程 

Fig. 3 Stress-time course under different cyclic loadings 

 

 

图 4 硅微粉的应力-应变曲线 

Fig. 4 Stress-strain curves of silica powder 

2.2  多级循环加载试验应力-应变关系 

在三轴应力状态下，多级循环和随机应力幅值循

环加卸载的试验结果展现了非常相似的应力-应变关

系规律。图 5 为硅微粉在相同围压和偏应力幅值下单

调加载和多级循环加载的应力-应变曲线，图 6 为福建

标准砂在相同围压和偏应力幅值下单调加载和多级循

环加载的应力-应变曲线。图中每一行是相同围压、不

同循环次数的试验结果，每一列是不同围压、相同循

环次数的试验结果。例如，图 5（a）为硅微粉在 200 kPa
围压下每级偏应力循环 1 次的应力-应变关系曲线，图

5（d）为 300 kPa 围压下每级偏应力循环 1 次的应力-

应变关系曲线，图 5（g）为 400 kPa 围压下每级偏应

力循环 1 次的应力-应变关系曲线。结果表明硅微粉在

不同围压相同循环应力历史下的循环加载的应力-应

变曲线外包络线与单调曲线基本重合。再比如，图 5
（e）显示在 300 kPa 围压下每级偏应力循环 5 次的应

力-应变关系曲线，图 5（f）显示在 300 kPa 围压下每

级偏应力循环 10 次的应力-应变关系曲线，结果表明

硅微粉和福建标准砂在相同围压不同循环应力历史下

循环加载的应力-应变曲线外包络线与单调曲线基本

重合，即硅微粉和福建标准砂在受到超过历史最大应

力时，应力-应变曲线会回到初始加载应力-应变曲线

上。 
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图 5 多级应力幅值应力-应变曲线 

Fig. 5 Stress-strain curves of multi-stage cyclic triaxial tests  

               
图 6 多级应力幅值应力-应变曲线(FS) 

Fig. 6 Stress-strain curves of multi-stage cyclic triaxial tests (FS)

2.3  随机应力幅值循环加载试验应力-应变关系 

将随机应力幅值循环加卸载试验的应力-应变曲

线与相同工况的单调加载应力-应变曲线进行对比，如

图 7 所示，其中图 7（a）～（d）为干密度为 1.40 g/cm3

的硅微粉在200 kPa围压下分别经历了应力-时间历程

4～7 的应力-应变关系曲线，图 7（e）～（i）为干密

度为 1.40 g/cm3的硅微粉分别在 150，250，300，350，
400 kPa 围压下经历应力-时间历程 5 的应力-应变关

系曲线，图 7（j）～（l）为干密度分别为 1.45，1.60，
1.65 g/cm3的硅微粉在 200 kPa 围压下经历应力-时间

历程 5 的应力-应变关系曲线，图 8 为干密度为 1.60 
g/cm3的福建标准砂在 200 kPa 围压下经历应力-时间

历程 4 的应力-应变关系曲线，结果表明，随机应力幅

值循环加载作用下应力-应变关系外包络线与单调加

载的应力-应变曲线很接近。 

3  讨    论 
3.1  循环加卸载应力-应变曲线外包络线的唯一性 

比较等应力幅值、阶梯应力幅值、随机应力幅值

外包络线与单调加载曲线，发现外包络线与单调曲线

基本重合。此外，本文还对比分析了文献中不同土体

在不同试验工况下的相关数据，例如金刚砂[29]等应力

幅值三轴加卸载曲线与相同工况的单调加载曲线进行

对比，如图 9（a），（b）所示，表明金刚砂等应力幅

值外包络线与单调曲线基本重合；Karlsruhe 砂[30]在三

轴应力工况、各向同性应力工况、侧限应力工况下的
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图 7 随机应力幅值应力-应变曲线(SP) 

Fig. 7 Stress-strain curves under random stress amplitude (SP)

 
图 8 随机应力幅值循环三轴试验应力-应变曲线(FS)(  =1.60  

g/cm3，
3 =200 kPa，应力时间历程 4) 

Fig. 8 Stress-strain curves of cyclic triaxial tests under random 

    stress amplitude (FS)   =1.60 g/cm3, 3 = 200 kPa,  
stress time course 4 

试验曲线也展示了相同的结果，如图 9（c）～（f）
所示。图 9 结果还表明外包络线既包括峰前阶段又包

含峰后阶段；无论卸载-再加载路径如何，卸载-再加

载曲线总以单调加载曲线为上边界，即单调加载曲线 

可以作为循环加卸载应力-应变关系外包络线。 
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图 9 文献数据验证[29-30] 

Fig. 9 Validation of literature data 

由此可知，对于确定状态的土，它的应力-应变

关系具有唯一性，包括单调应力-应变曲线和加卸载应

力-应变关系外包络线。土的单调应力-应变曲线是土

的固有属性，由此可以推断，加卸载应力-应变关系外

包络线是存在唯一性的。不管经过何种应力幅值、频

率和应力路径的加卸载过程，外包络线都会唯一地回

归到单调曲线上，但其回归的速度受到循环应力历史

和应力水平等因素的影响。 
3.2  循环应力历史对应力-应变曲线回归速度的影响 

如图 10 所示，A点为第 N次卸载曲线的起始点，

B点为第 N+1 次再加载曲线的终点，C点为与 A点同

一应力水平的一点。为了量化回归过程，引入回归速

度概念，用于比较循环加载曲线回到单调应力-应变曲

线上的快慢。回归速度用 BC 线段的斜率表示，定义

为割线模量 EBC，即 B点和 C点所对应的应力值之差

与应变值之差的比值： 

B A
BC

B C

q q
E

 





  。            (1) 

式中： Aq 和 Bq 分别是 A点和 B点的偏应力； B 和 C

是相应点的轴向应变。以硅微粉在两种偏应力水平下

分别经历 1 次、5 次、10 次卸载-再加载后的外包络线

为例，讨论循环应力历史对回归速度的影响，如图 11
所示。结果表明同一应力水平下，卸载-再加载循环次

数越多，BC线段越陡，割线模量 EBC越大，即循环加

载曲线回到单调应力-应变曲线上的回归速度越快，其

原因是多次循环加载作用后弹性极限提升屈服面扩

大，表现为割线模量 EBC 增大，相应的割线模量 EBC
随循环次数的变化曲线如图 11（d）所示。 

 

图 10 BC割线模量的定义 

Fig. 10 Definition of secant modulus for BC line  

图 11 硅微粉经历不同加卸载次数的外包络线回归速度 

Fig. 11 Variation of regression velocity of envelope curves under  

different cyclic loadings for silica powder 

3.3  应力水平对应力-应变曲线回归速度的影响 

以 SP161 的试验结果为例讨论应力水平对应力-

应变曲线回归速度的影响。不同应力水平下的应力-

应变曲线如图 12 所示，分别经历 1 次卸载-再加载，

卸载点偏应力水平分别为 120，240，360，480 kPa。
割线模量 EBC与卸载应力水平的关系如图 13 所示，表

明经过相同次数的卸载-再加载，偏应力水平越低割线

模量 EBC越大，即循环加载曲线回到单调应力-应变曲

线上的回归速度越快。 
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图 12 不同应力水平下卸载-再加载后外包络线回归速度 

(SP161) 

Fig. 12 Variation of regression velocity of envelope curves under  

different deviatoric stresses (SP161) 

 

图 13 割线模量 EBC与应力水平的关系(SP161) 

Fig. 13 Relationship between EBC and deviatoric stress (SP161) 

3.4  循环加卸载应力-应变曲线外包络线的应用 

土体在高频循环荷载（例如地震荷载，波浪荷载，

交通荷载）和低频荷载（例如建筑材料的堆叠和运输

等）作用下会产生累积变形。目前，计算土的累积变

形普遍采用经验拟合法。经验拟合法是在试验的基础

上，对试验数据进行拟合、归纳，获得累积变形的发

展规律，但拟合参数敏感易变，物理意义不明确，且

模型参数不能体现土体的各种特性，使其在应用时具

有明显的局限性[25]。相比于直接对试验数据进行拟合

的经验方法，依据循环加卸载应力-应变关系外包络线

唯一性建立相应的模型具有明显的力学属性，其模型

参数在力学属性上物理意义较为明确。基于此，Xia
等[25]给出了具体的建模思路，如图 14 所示，将应变

累积随循环数的变化由时间空间转换到应力-应变空

间，把后续循环荷载下应变累积增量投影到单调剪切

应力-应变曲线上，建立应变累积投影模型。本文通过

试验证实循环加卸载应力-应变关系外包络线唯一性，

为投影模型的发展补充理论基础；同时，回归速度可

作为反映投影过程的关键变量，为后续建立类似的投

影模型提供新的研究对象，可以对任一应力水平下循

环加载产生的轴向累积应变进行预测，从而为建立多

阶段累积应变模型提供新思路，为构建循环应力-应变

本构关系作参考。同时循环加卸载应力-应变关系外包

络线唯一性的应用也存在一定的局限性，包括：①由

于外包络线存在一定缺口，单调曲线能否直接作为循

环加卸载应力-应变曲线的外包络线；②投影模型中的

应变垂直投影虽然基于变形等效原则，而再加载曲线

趋势并非垂直（沿着回归速度），在计算投影模量时存

在一定误差，需要进一步研究；③目前仅对单向三轴

加卸载应力工况进行了验证，外包络线唯一性是否也

存在于其他更复杂应力工况尚不清楚，需要进一步验

证。 

 

图 14 循环荷载下轴向应变累积投影方法示意[25] 

Fig. 14 Projection method for accumulation of axial strains during  

cyclic loading 

4  结    论 
本文以硅微粉和福建标准砂的三轴剪切试验和

三轴循环加卸载试验为例，对等应力幅值、阶梯应力

幅值、随机应力幅值循环加卸载外包络线与单调加载

应力-应变曲线的近似一致关系进行验证，可以得出以

下结论。 
（1）循环加卸载应力-应变曲关系外包络线是唯

一存在的，其与单调加载的应力-应变曲线近似一致，

是土的固有属性。 
（2）经历的卸载-再加载循环次数越多，偏应力

越小，割线模量越大，循环加载曲线回到单调应力-

应变曲线上的回归速度越快。 
（3）根据循环加卸载应力-应变曲关系外包络线

的唯一性，为建立多阶段累积应变模型提供新思路以

及为构建循环应力-应变本构关系作参考。 
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