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非线性软化 Cosserat 连续体模型及其在土体应变 
局部化有限元分析中的应用 

韦文成，唐洪祥*，刘京茂，邹德高 
（大连理工大学海岸和近海工程国家重点实验室，辽宁 大连 116024） 

摘  要：完善了土体非线性应变软化公式，并将其引入到 Cosserat 连续体 DP-MC 屈服准则中，推导了本构方程积分的

返回映射算法和弹塑性切线模量矩阵。利用有限元软件 ABAQUS 提供的用户自定义单元子程序接口（UEL）对考虑非

线性软化的 Cosserat 连续体 DP-MC 本构模型进行了数值实现，并与平面应变试验进行了数值对比验证。结果表明，考

虑非线性软化的 Cossrrat 连续体模型，能够有效克服经典有限元在分析土体由应变软化引起的应变局部化问题时病态的

网格依赖性，同时，还能够在一定程度上反映土体剪切带内材料点旋转的细观效应。进一步地，通过对平面应变压缩

算例的模拟发现软化系数 ω 和形状参数 η 均对土体强度有重要影响。 
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Nonlinear softening Cosserat continuum model and its application in finite element 
analysis for strain localization of soils 

WEI Wencheng, TANG Hongxiang, LIU Jingmao, ZOU Degao 
(Dalian University of Technology，State Key Laboratory of Coastal and Offshore Engineering, Dalian 116024, China) 

Abstract: An innovative approach is introduced to enhance the original soil nonlinear strain softening formula proposed by Ma 

et al. This formula is incorporated into the DP-MC yield criterion in the framework of Cosserat continuum, and the 

corresponding return mapping algorithm and consistent elastic-plastic tangent modulus matrix for the integration of constitutive 

equation are derived. The numerical implementation is realized through the user-defined element subroutine interface (UEL) in 

the ABAQUS finite element software. The proposed nonlinear softening DP-MC constitutive model for the Cosserat continuum 

is validated through the numerical modelling of the plane strain tests. The results demonstrate that the proposed model can 

effectively overcome the mesh-dependent issues of the classical finite element analysis for strain localization due to strain 

softening in soils. The model also captures the microscopic effects of particle rotation within the shear band. Additionally, the 

simulation for the plane compression tests highlights the significant impact of the softening coefficient ω and shape parameter η 

on the strength of soils. 
Key words: nonlinear softening; shear band; strain localization; mesh dependency; Cosserat continuum

0  引    言 
应变软化是岩土材料常见的一种力学特性，如超

固结黏土、密砂、敏感土以及冻土等[1-2]。具有应变软

化特性的土体在外荷载作用下易发生应变局部化现

象，即不可逆的塑性应变在狭窄的带状区域（剪切带）

内急剧发展[3]。由应变软化引起的应变局部化现象往

往与边坡、地基以及挡土墙等土工构筑物的渐进失稳

过程关系密切，近些年来已成为岩土工程的热点研究

内容之一。 
随着计算机和数值仿真技术的不断提高，采用有

限元法对岩土体应变局部化问题进行研究也取得了一

定的进展。然而，已有研究表明，经典连续体有限元

数值结果存在病态的网格依赖性[3-4]。为正确地模拟由

应变软化引起，以在局部狭窄区域急剧发生和发展的
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非弹性应变为特征的应变局部化现象，需要在经典连

续体中引入某种正则化机制以保持应变局部化问题求

解的适定性。目前用于解决这一问题比较常见的方法

主要有非局部积分法[5]、梯度塑性理论[6]以及 Cosserat
连续体理论（又称微极理论）[7-9]。其中，Cosserat 连
续体理论由于在材料点上考虑了转动自由度，同时在

本构模型中引入了与颗粒尺寸有关的内部长度参数，

使得该连续体方法与作为颗粒材料的土体在宏细观描

述上保持了自然的衔接，近些年在岩土体应变局部化

问题的有限元分析中得到了大量的应用。 
de Borst[7]将 von Mises 屈服准则发展到 Cosserat

连续体理论框架中，并进一步考虑压力相关的 J2流动

法则，对剪切带进行了有效模拟[10]；Li 等[8]提出了

Drucker-Prager 屈服准则的弹塑性 Cosserat 连续体模

型，对土体应变软化引起的宏观力学响应进行了研究；

马刚等[11]分别将基于 Cosserat 理论的 Mohr-Coulomb
弹塑性模型和 Drucker-Prager 弹塑性模型应用于二维

重力坝深层抗滑稳定计算中；唐嘉博等[12]进一步将

Cosserat 连续体 Mohr-Coulomb 应变软化本构模型发

展到三维空间，并对考虑地基土应变软化特性的三维

重力坝的稳定性进行了分析；唐洪祥等[13]提出了 CAP
弹塑性 Cosserat 连续体模型、耦合了强度各向异性特

性[14-15]以及结合粒子有限元对岩土体大变形问题进行

了分析[16]。同时，基于 Cosserat 连续体理论的岩土颗

粒材料破坏相关研究也取得了一定的进展[17-18]。这些

研究为完善 Cosserat 连续体在岩土体应变局部化问题

中的应用起到了重要推动作用。 
然而，以上用于应变局部化分析的 Cosserat 连续

体应变软化本构模型，均考虑的是黏聚力随塑性应变的

线性软化。大量的超固结黏土和密砂的试验研究已经证

明，土体的峰后软化曲线具有明显的非线性特征[19-20]。

Ma 等[21]在利用物质点法（MPM）分析滑坡体的大变

形问题中提出了土体强度参数（黏聚力和内摩擦角）

随塑性剪应变增加而减小的指数非线性软化公式。Liu
等[22]进一步将此非线性软化公式用于地震作用下三

维边坡失稳的大变形有限元分析中，得到了比较合理

的计算结果。为了充分利用 Cosserat 连续体有限元方

法在分析应变局部化问题中的优势以及更加准确地模

拟土体的后破坏力学行为，本文进一步完善了 Ma 等[21]

提出的土体强度非线性应变软化公式，并将其引入到

Cosserat 连续体下匹配 Mohr-Coulomb 的 Drucker- 
Prager 本构模型中，推导了一致性本构积分算法和弹

塑性切线模量矩阵。同时，利用 ABAQUS 有限元软

件提供的用户自定义单元子程序（UEL）接口进行了

数值实现，通过模拟黏性土平面应变试验对模型进行

了验证；在此基础上，进一步分析了该模型在岩土体

应变局部化模拟中的优势，对非线性软化参数的影响

进行了详细地研究。 

1  非线性软化 Cosserat 连续体模型 
1.1  二维平面应变 Cosserat 连续体理论 

根据 Li 等[8]的研究，在二维 Cosserat 连续体理论

中每个材料点具有 3 个自由度， 
T[ ]u u wu x y z   。            (1) 

式中： xu ， yu 为平移自由度； zw 为 Cosserat 理论引

入的旋转自由度。 
应力和应变向量定义为 

c c

T
yzxz

xx yy zz xy yx

mmσ = σ σ σ σ σ
l l

 
 
 

，(2) 

c c

T

xx yy zz xy yx xz yzε = ε ε ε ε ε k l k l   。(3) 

式中： cl 为内部长度参数，当 cl 为 0 时则退化为经典

连续体； xzk ， yzk 为微曲率； xzm ， yzm 分别为对应的

偶应力（图 1），其余的应力和应变分量意义与经典连

续体相同。 

 

图 1 二维 Cosserat 连续体应力分量分布图 

Fig. 1 Distribution diagram of stress components of two- 

dimensional Cosserat continuum 

平面 Cosserat 连续体静力平衡方程为 
T 0  L f   。            (4) 

式中： f 为体力向量； L为微分算子矩阵， 
T

c c

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
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  
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  

   

x y

y x

l l
x y

L  。 (5) 

平面 Cosserat 连续体应变-位移关系为 
u  L   。                 (6) 
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1.2  非线性软化 DP-MC 屈服准则 

根据相关研究[23-24]，对 Drucker-Prager 屈服准则

（简称 DP 准则）中的系数 φA ， φB 进行合理取值，可

以使 DP 屈服准则与 Mohr-Coulomb 屈服准则（简称

MC 准则）在计算岩土体强度相关问题时具有较高的

一致性，即得到与 MC 准则匹配的 DP 准则（后文简

称 DP-MC 准则）。图 2 给出了主应力空间 Π 平面上

DP-MC 准则与 MC 准则的位置关系示意图，可以清晰

地看到 DP-MC 准则在 Π 平面上为圆形，且大小介于

MC 的外接圆和内切圆之间。由于该准则能够体现 MC
准则在计算土体强度方面的物理意义，同时又充分地发

挥了 DP 准则在数值计算方面的优势，目前已被广泛地

应用于岩土体强度和稳定性问题的分析中[9, 15, 25]。鉴

于此，本文将基于 DP-MC 准则开展相关研究。 

 

图 2 主应力空间 Π 平面上 DP-MC 准则与 MC 准则相对位置 

关系示意图 
Fig. 2 Illustration of relative position of DP-MC criterion and MC  

criterion on Π plane in principal stress space 

二维平面应变条件下，DP-MC 屈服面方程表示为 
h 0φ φF q A B      。       (7) 

式中：     

      

1
2T1

2
q     

 P   ；            (8) 

h
1 ( )
3 xx yy zz+ +      ；      (9) 

     sinφA     ；             (10) 

3 cosφB c      ；          (11) 
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 
 
 
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P   。   (12) 

根据 Ma 等[21]的研究，对于土体强度的软化特性，

可以采用对强度参数（黏聚力 c 和内摩擦角 ）的指

数非线性应变软化公式进行实现，具体表示形式为 
p

p

r p r

r p r

( ) e

( ) e

c c c c 

   





    

    

，

。
         (13) 

式中： pc ， rc 分别为黏聚力的峰值和残余值； p ， r
分别为内摩擦角的峰值和残余值，均可根据土体材料

的常规三轴试验或平面应变试验获取； p 为累积的等

效塑性应变，在计算过程中为一状态变量；为形状

参数，可以通过调整此参数的大小使得应力-应变关系

曲线的峰后软化段形态更好地与试验曲线进行拟合。

考虑到土体在剪切破坏过程中黏聚力和内摩擦角的软

化规律可能不一致，将黏聚力和内摩擦角分别采用各

自的形状参数，则式（13）可调整为 
p

c

p

r p r

r p r

( ) e

( ) e

c c c c  

    





    

    

φ

，

。
       (14) 

式中： c ， φ 分别为黏聚力和内摩擦角的软化形状参

数。为了方便后续进行参数化分析，参考 Liu 等[22]的

研究，定义两个软化系数 c r p/c c  和 r p/φ   ，显

然， c ， φ 越小，材料的软化程度越高， c 1φ  
时，模型退化为不考虑应变软化的理想弹塑性模型，

可以将式（14）改写为 
p

c

p

c c p

p

(1 ) e

(1 ) e φ
φ φ

c c 

 

 

   





        


         

，

。
     (15) 

塑性势函数表示为 

hψ ψG q A B     ，         (16) 

    sinψA     ，             (17) 

3 cosψB c     。          (18) 

式中： 为塑性势角（剪胀角）。若  ，模型即为

关联塑性。 
1.3  Cosserat 非线性软化 DP-MC 本构积分算法 

（1）本构方程积分的返回映射算法 

对于使材料局部处进一步发展塑性变形的一个荷

载增量步，当前应力可表示为 

E
e

G
σ




  


  D   。          (19) 

式中：  为塑性乘子； E 为由弹性应变确定的荷载

增量步终点应力的弹性预测值， 
E

e D   ，                 (20) 
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。D

(21) 

式中： cG 为 Cosserat 剪切模量；Lame 常数 2 /G   
(1 2 ) ，G ， 为经典意义上的剪切模量和泊松比。 

塑性流动向量： 

1
2 3

ψAG
q


 


P m


   。       (22) 

式中：    

  T
1 1 1 0 0 0 0m   。    (23) 

将应力向量分解为偏量和球量之和： 
s  m    。               (24) 

式中： 

 0 0 0 0   T

m m m m  ， (25) 

m h 3/    。             (26) 

根据式（8），q 以及其弹性预测值 Eq 可以用应力

向量的偏量进行表示，即 

T

1
2T

1
2E E E

1
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1
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           (27) 

式中： 

1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 1/ 2 1/ 2 0 0
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 
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 
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M =  。 (28) 

根据式（19），（27）可得 

h

E

E
h

3
3 φ

q q G
KA


  

   


   

，

。
           (29) 

式中： E
h 为 h 的弹性预测值；  / 3(1 2 )K E   为体

积模量。 
由式（19）可见，只要确定  ，便可以在数值

计算中，按增量步进行应力更新和屈服面的更新。为

确定  ，将弹性预测值表示的应力相关量式（29） 
带入屈服面方程（7）得到： 

p
( , )F F      

E E
h3 ( ) + = 0φ ψ φ φq G KA A A σ B     。(30) 

由广义等效塑性剪应变
p

 的定义[26]： 

p p

c c h( , ) 1 sign( ) 0
3

A
F F     

 
       

 
。(31) 

式中： hsign( ) 为符号函数，当 h 大于 0 时取 1，当 h
等于 0 时取 0，当 h 小于 0 时取-1。 

根据式（30），（31）可构造局部积分点处非线性

本构方程的 Newton-Raphson 本构迭代过程： 

1 0k kF F F     。          (32) 

以确定内状态变量  ： 
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          (33) 

式中： 
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式（35）中： 
p

pp (1 ) e cosφφ
φ φ

A     



 


  ；     (36) 

p
c

p c p c

B
3 (1 ) e cosφ c    


   


 

p

p(1 ) e sinφ
φ φc          。    (37) 

（2）弹塑性切线模量矩阵 

经过推导，可以得到考虑非线性软化的 Cosserat
连续体 DP-MC 本构积分的弹塑性切线模量矩阵，限

于篇幅，下面直接给出一致性弹塑性切线模量矩阵为 
* T *

ep α e2

T T
φ

1(1 ) ( )
6

1 *1 ( )
3

b
q

KK A A b b K A
G q



   


 

    
 

      

D P P P + C D P

mm P Pσ m

 

 T *( )A 
m P P   。                     (38) 

式中： 
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E/  q q   ；              (39) 
p

c

c

/
3
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 
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 




 
 
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   
 
 
 
  

αC  。(42) 

2  模型验证 
由于本文提出的模型是在二维平面应变条件下建

立的，为了合理地验证该模型，对具有 200 kPa 先期

固结压力的某黏土试样进行侧向围压分别为 50，100，
150 kPa 的固结不排水平面应变压缩试验，则 3 种围压

对应的超固结比（OCR）分别为 4.0，2.0，1.33。平

面应变试验装置如图 3 所示，试样在平面内的尺寸为

6 cm 10 cm ，试验得到不同围压下试样的应力-应变

曲线如图 4 所示。 

 

图 3 平面应变仪 

Fig. 3 Plane strain instrument 

 
图 4 平面应变试验的竖向应力-竖向应变曲线图 

Fig. 4 Curves of vertical stress-vertical strain of plane strain tests 

接下来，将利用围压分别为 100，150 kPa 时对应

的应力-应变曲线获取土样的强度参数，并将得到的强

度参数结合本文提出的模型对围压为50 kPa的情况进

行有限元计算，通过将计算结果与试验曲线进行对比

来验证模型的有效性。根据两条曲线的峰值点和残余

值点坐标在 σ-τ 坐标系下绘制应力摩尔圆，取应力摩

尔圆公切线得到黏聚力的峰值 p 49.52 kPac  ，残余

值 r 37.03 kPac  ，峰值点和残余值点的内摩擦角基本

相同，约为 6.6°。 
对于形状参数 c 的取值，通过利用上文得到的强

度参数并取用不同的 c 值对 OCR 为 1.33（ 3  150 
kPa ），2.0（ 3 100 kPa  ）两种情况进行试算，计算

得到 c 2  时的峰后曲线形态与OCR=1.33 时的试验曲

线较为一致， c 4  时与 OCR =2.0 时的试验曲线较为

一致。对于待模拟的 OCR= 4.0（ 3 50 kPa  ）的情况，

根据前两种情况得到的 OCR 和 c 之间的关系，通过线

性外插值近似得到 OCR = 4.0 时的形状参数 c = 11.94。
弹性模量 E 近似取围压为 50 kPa 时试验曲线在整个峰

值前段的压缩模量为 3.75 MPa，将泊松比 简单取为

0.3；由于模拟的是不排水工况，所以剪胀角 取 0。 
根据 Li 等[8]的研究，Cosserat 剪切模量 Gc 的取

值不小于 0.5G 时就可以保障计算的正则化效果，且

Gc的取值变化对计算结果影响很小，所以在本文中将

Gc取为 0.75 MPa。而内部长度参数 lc对计算结果是有

影响的，但目前对于黏性土的 lc，还没有根据土样的

客观物理量或者试验进行定量获取的方式，在实际应

用中一般根据经验在（0.01～0.1）倍的模型尺寸范围

进行取值，然后在经验范围内取多个 lc在不同的网格

密度下进行试算，再按照既可以保证有限元计算的正则

化效果又不至于过高预测承载力的原则来具体确定其

取值。关于 lc 取值的具体试算方法及过程在 Wei 等[25]

的研究中已有非常详细的介绍。限于篇幅原因，这里

直接给出对该平面应变试验通过试算确定的内部长度

参数为 0.01H，即 lc = 1 mm，该取值也与以往研究中
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对平面应变试验的模拟采用的 lc一致[9, 15, 25]。 
为了形成对比，也分别采用峰值强度和残余强度

的理想弹塑性模型，以及线性应变软化模型对 50 kPa
围压情况下的平面应变试验进行了模拟。计算采用的

模型尺寸、网格划分情况以及边界条件见图 5。计算

过程中，在围压施加完毕后，通过对模型顶边界逐步

施加竖直向下的位移进行加载。计算结果见图 6。 
2

1u 3 tan 45 2 tan 45
2 2

c 
 

      
   
   

 。 (43) 

 

图 5 模型的尺寸、网格划分及边界条件示意图 

Fig. 5 Dimension, meshing and boundary conditions of plane  

strain model 

 
图 6 50 kPa 围压下竖向应力-竖向应变曲线图 

Fig. 6 Curves of vertical stress-vertical strain (σ3 = 50 kPa) 

首先，根据曲线图可知当采用理想弹塑性模型

（cp）时得到的竖向应力的峰值为 170.8 kPa。对于该

工况，若采用 Mohr-Coulomb 准则按照式（43）计算

得到的竖向应力极限值理论解为 174.1 kPa，可见两者

非常接近，说明了在该工况下，本文采用的 DP-MC
准则与 Mohr-Coulomb 准则在土体承载力的量化上有

较好的匹配度。 
其次，可以发现采用峰值强度的理想弹塑性模型

仅能比较准确地计算得到峰值应力，但却明显高估了

峰后应力；采用残余强度的理想弹塑性模型仅能比较

准确地计算得到残余应力，但却明显低估了土体的峰

值应力；当采用线性软化模型时，可以得到介于前两

种理想弹塑性模型之间的峰后曲线，相对而言，也更

接近试验曲线，但是由于线性软化的原因，得到的峰

后曲线近似直线，仍然与试验结果有较大差距；当采

用本文提出的 Cosserat 非线性软化模型时，便可以得

到与试验曲线非常接近的计算结果。可见本文提供了

一种能够更为准确模拟土体后破坏力学行为的数值方

法，这对于渐进破坏失稳的岩土构筑物（如边坡和地

基等）的模拟来说，是非常重要的。 
从图 6 中还可以发现的一个问题是，图 6 中的不

同模型对于试验曲线峰值前段的模拟都存在相似的偏

差，这主要是数值计算采用的弹塑性本构模型的弹性

部分均为符合胡克定律的线弹性模型，造成了计算结

果在塑性应变出现前的应力-应变关系基本也呈线性。

而实际土样的塑性变形从加载早期就会出现，所以应

力-应变曲线从加载到峰值会呈现一定的非线性特征，

而这种曲线特征是线弹性-塑性本构模型无法完全复

现的，这也是本文模型接下来进一步完善的方向。 

3  算例分析 
下面将通过算例重点分析本文在 Cosserat 连续体

框架下所建立的非线性软化本构模型的优势，同时对

非线性软化参数（软化系数和形状参数）的影响进行

全面分析。为便于分析，且令 c     、 c    
 ，仍采用图 5 的计算模型，并将侧向围压取为 0，

用于计算的基本材料参数见表 1，软化系数 ω、形状

参数 η 以及内尺寸参数 lc将在后续具体计算中给出。 
表 1 材料参数表 

Table 1 Parameters of materials 
材料参数 数值 

弹性模量 E/Pa 3.9×106 
泊松比  0.3 

峰值黏聚力 cp/Pa 3.3×104 
峰值内摩擦角 p /(°) 15 

塑性势角 ψ/(°) 0 
Cosserat 剪模 Gc/Pa 7.5×105 

3.1  土体应变局部化问题模拟 

由于 Cosserat 连续体模型考虑了颗粒材料的转动

自由度，并在模型中引入了与颗粒材料尺寸相关的内部

长度参数，能够在一定程度上反应土体剪切带内颗粒转

动的细观特征。同时，模型又能够有效克服经典有限元

在分析土体由应变软化引起的应变局部化问题时的网

格病态依赖性。接下来将结合数值算例来进一步说明。 
为了证明本文在 Cosserat 连续体框架下建立的非

线性软化模型能够有效地解决网格依赖性问题，以

η=6 且 ω=0.6 的情况为例，分别采用 Cosserat 连续体

模型（lc=1 mm）和经典连续体模型（lc=0）在网格尺

寸 a 分别为 3.5，2.5，1.0，0.5 mm 的情况下对图 5 
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算例进行有限元计算。为方便起见，定义一无量纲承

载力系数为 p/ c ，计算得到的承载力系数随竖向应变

变化曲线如图 7，8 所示。可见经典连续体模型在网格

尺寸减小过程中，得到的峰值承载力系数不断减小，

峰后软化段的离散性更大，甚至当网格尺寸 a=0.5 mm
时，模型刚刚计算得到峰值后，经过很小的竖向应变

便出现收敛困难问题而不能继续计算下去，无法对峰

后力学行为进行分析。说明经典连续体模型在计算应

变软化引起的应变局部化问题时，计算结果对有限元

网格尺寸有严重的依赖性。 

 
图 7 经典连续体模型的承载力系数-竖向应变曲线（ω = 0.6 且 

η = 6） 

Fig. 7 Curves of bearing capacity coefficient versus vertical strain  

from classical FEM (ω = 0.6 and η = 6) 

 
图 8 Cosserat 连续体模型的承载力系数-竖向应变曲线（ω = 0.6 

且 η = 6） 

Fig. 8 Curves of bearing capacity coefficient versus vertical strain  

from Cosserat FEM (ω = 0.6 and η = 6) 

而当采用 Cosserat 连续体模型时，在不同网格尺

寸下，得到的承载力系数-竖向应变曲线非常一致，且

当网格尺寸 a 取 2.5，1.0，0.5 mm 时，得到的曲线基

本是重合的。说明本文在 Cosserat 连续体理论框架下

建立的非线性应变软化模型能够有效地克服这种病态

的网格依赖性问题，得到收敛一致的网格无关解。图

9 给出了竖向应变为 4%时，Cosserat 连续体模型与经

典连续体模型在 3 种不同网格尺寸下得到的塑性应变

等值线图。不难发现 Cosserat 连续体模型计算得到的

“X”型剪切带宽度基本一致，而经典连续体模型得

到的却是双“X”型剪切带，且剪切带宽度随网格尺

寸的减小越来越窄，不能得到收敛一致的计算结果。 

图 9 等效塑性剪应变等值线图 

Fig. 9 Isoline map of equivalent plastic strain ((a) Cosserat model;  

(b) classical model) 

为进一步分析 Cosserat 连续体模型在模拟土体颗

粒材料细观特性方面的优势，在网格尺寸 a=2.5 mm，

ω=0.6 且 η=6 的情况下，内部长度参数 lc分别取 0.5，
1.0，1.5，2.0 mm 时对上述模型进行了计算分析。图

10 给出了承载力系数-竖向应变关系曲线，图 11，12
分别给出了当竖向应变为 4%时，不同 lc 对应的等效

塑性应变和转角分布云图。结合图 10～12 进行分析，

不难发现，lc 越大，模型的承载力系数越大，得到的

剪切带也越宽，同时在剪切带区域材料点有明显的转

动，这与颗粒材料相关的试验研究及细观离散元计算

结果比较一致[4, 27]。 

 
图 10 承载力系数-竖向应变曲线（ω = 0.6 且 η = 6） 

Fig. 10 Curves of bearing capacity coefficient versus vertical  

strain (ω = 0.6 and η = 6) 
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图 11 等效塑性剪应变分布云图（ω = 0.6 且 η=6） 

Fig. 11 Contours of equivalent plastic strain（ω = 0.6 and η = 6） 

 
图 12 材料转动位移分布云图（ω = 0.6 且 η=6） 

Fig. 12 Contours of rotational displacement（ω = 0.6 and η = 6） 

3.2  非线性软化影响分析 

为了系统分析非线性软化对计算结果的影响，将

lc取 1 mm（与上文试验验证的取值相同），在 ω 分别 
取 0.2，0.4，0.6，0.8，1.0，η 分别取 3，6，9，12，
15 的情况下，进行组合计算。计算得到不同情况下的

极限承载力系数如表 2 所示。为了更清晰地发现影响

规律，图 13 给出了极限承载力系数随 ω 和 η 变化的

曲面图，看以看到，ω 越小，η 越大，计算得到的极

限承载力系数越小。当 ω=1.0 时，土体的残余强度与

峰值强度相同，即退化为不考虑应变软化的理想弹塑

性模型，所以此时极限承载力系数不再随 η 的变化而

发生改变。 
表 2 极限承载力系数表 

Table 2 Ultimate bearing capacity coefficients 

σu/cp 
ω 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
η=3 2.43 2.45 2.48 2.53 2.63 
η=6 2.40 2.41 2.44 2.48 2.63 
η=9 2.37 2.39 2.41 2.46 2.63 
η=12 2.35 2.37 2.40 2.44 2.63 
η=15 2.33 2.35 2.38 2.42 2.63 

图 14 给出了当 ω=0.4 时，不同 η 情况下承载力

系数随竖向应变变化曲线。可见，在 ω 相同的情况下，

不同的 η 计算得到的残余强度趋于一致，且 η 对峰后

曲线形态影响明显，η 越大，峰后承载力系数随竖向

应变的增加降低的越快。 
图 15 给出了当 η=6 时，不同 ω 情况下承载力系

数随竖向应变的变化曲线。可见，ω 对峰后承载力系

数的变化影响明显，ω 越小，得到的峰后承载力系数

也越小，当 ω=1 时，呈现为无应变软化的典型理想弹

塑性模型曲线。 

 
图 13 极限承载力系数随 ω 和 η 变化的曲面图 

Fig. 13 Surface diagram of ultimate bearing capacity coefficient  

varying with ω and η 

图 14 承载力系数随竖向应变变化曲线（ω = 0.4） 

Fig. 14 Curves of bearing capacity coefficient versus vertical  

strain (ω = 0.4) 
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图 15 承载力系数随竖向应变变化曲线（η = 6） 

Fig. 15 Curves of bearing capacity coefficient versus vertical  

strain (η = 6) 

从图 14，15 中还可以看到，对于一条完整的曲线，

承载力系数随竖向应变增加的变化规律是先经过一个

线性增加段，达到峰值后，然后经过一个陡降段，最

后到达平缓段。为更清晰地揭示这种现象的内在原因，

以图 14 中 η=9 的曲线为例，在曲线上选取 5 个点，

点 A 位于线性增加段，点 B 为峰值点，点 C 位于陡降

段，点 D 和点 E 位于平缓段，分别给出了这 5 个点对

应的等效塑性剪应变（后文简称塑性应变）分布图及

黏聚力和内摩擦角分布图，如图 16 所示。 
从图 16 可以看到：在 A 点处，塑性应变为 0，对

应的黏聚力和内摩擦角在整个计算域内均为初始输入

的峰值，没有出现软化，说明此时整个模型都处于弹

性阶段，所以这个阶段的承载力系数-竖向应变曲线呈

现线性增加状态；在峰值点 B 处，可以发现，此时在

模型的中心位置已经出现了一定规模的塑性应变区，

并且有进一步形成剪切带的趋势，同时与之对应的黏

聚力和内摩擦角也在相同位置出现软化现象，这与相

关试验研究发现的平面应变条件下应变局部化现象在

峰值前就开始出现的结论是一致的[28]；在 C 点处，可

见此时塑性区已经贯通，并形成了“X”型剪切带，

塑性应变在剪切带内不断累积，而在带外却接近于 0，
即已出现典型的应变局部化现象，相应的黏聚力和内

摩擦角在剪切带区域软化明显，在带内也呈现与塑性

应变比较相似的剧烈的梯度变化，说明此时剪切带内

的土体强度正处于一个快速降低的状态，所以这个阶

段的曲线呈现为陡降状态；在点 D 和点 E 处，剪切带

内的塑性应变值较前阶段更大。同时还可以发现，从

D 点到 E 点，虽然剪切带内的塑性应变值继续增加，

但对应的黏聚力和内摩擦角在剪切带中心一定宽度范 

 

 
图 16 不同阶段的等效塑性剪应变、黏聚力以及内摩擦角分布图 

Fig. 16 Contours of equivalent plastic strain, cohesion and internal friction angle of soils at different stages 
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围内基本不再变化，这是由于此时该区域的土体在较

大的塑性变形之后已接近于残余强度，这也是该阶段

得到的曲线趋于平缓的主要原因。由此可见，本文建

立的数值模型能够对包括峰后力学行为在内的整个土

体受力破坏过程有效地进行模拟和分析。 

4  结    论 
为了更合理地分析土体应变局部化问题，对 Ma

等[21]提出的土体强度非线性应变软化公式进行了完

善，并将其引入 Cosserat 连续体 DP-MC 屈服准则中，

推导了与之对应的本构方程积分的返回映射算法和弹

塑性切线模量矩阵，并利用有限元软件 ABAQUS 提

供的用户自定义单元子程序接口（UEL）进行了数值

实现。利用室内平面应变试验对模型进行了验证，结

果表明该模型较好地模拟了包括土体峰后软化段在内

的整个受力破坏过程，证明了该模型的准确性和有效

性。进一步地，通过对平面应变压缩算例的模拟，得

到 3 点结论。 
（1）当采用经典连续体模型模拟土体由应变软化

引起的应变局部化现象时，计算结果存在严重的网格

依赖性，而本文提出的 Cosserat 连续体模型能够有效

地解决这一问题，得到网格无关的有限元解。 
（2）研究表明，Cosserat 连续体模型具有反应土

体的颗粒旋转和尺寸等某些细观效应的优势。计算结

果表明材料的内部长度参数 lc越大，得到的承载力系

数也会越大，剪切带也越宽。同时在剪切带区域有明

显的材料点转动，这与颗粒材料相关的试验观测结果

是一致的。但需要说明的是本文的内部长度参数 lc的

取值仅在经验和定性层面，如何根据土体的客观物理

量或者试验对 lc进行定量，在 Cosserat 连续体有限元

的应变局部化分析中，目前还是一个难题。这也将是

笔者后续研究的重点之一。 

（3）软化系数 ω 和形状参数 η 均对土体强度有

重要影响。ω 越小，η 越大，计算得到的极限承载力

系数越小。对于峰后软化段，η 主要影响土体到达残

余强度的速度，η 越大，土体强度降低的越快；ω 主

要影响残余强度的大小，ω 越小，残余强度越低，在

η 相同的情况下得到的整个软化段的强度也越低。 
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