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基于塑性元件微元化的重塑黄土黏弹塑性本构模型 
骆亚生，赵程斌，孙  哲，范  全，牛雨欣，李  斌 

(西北农林科技大学水利与建筑工程学院，陕西 杨凌 712100) 

摘  要：基于塑性元件微元化和无穷级数的思想，通过加、卸载条件的三轴蠕变试验建模并通过动力三轴试验验证，

建立了重塑黄土的黏弹塑性本构模型，并获得了相应的参数指标。研究表明，该模型可以很好地描述重塑黄土的蠕变、

静力和动力特性，且能更加合理地解释卸载条件下回弹曲线的变化特征。塑性元件微元化的处理方法弥补了以往黏弹

塑性本构模型中塑性变形不易描述的缺点，相比其他的黏弹塑性本构模型，该模型应用更加简单且适用范围更广。 
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Visco-elastoplastic constitutive model for remolded loess based on   
infinitesimalization of plastic elements 
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Abstract: Based on the theory of infinitesimalization of plastic elements and infinite series, the visco-elastoplastic constitutive 

model for remolded loess is established through the triaxial creep tests under loading and unloading conditions and verified by 

the dynamic triaxial test, and the corresponding parameter indexes are obtained. The research shows that the constitutive model 

can well describes the creep, static and dynamic characteristics of the remolded loess and it more reasonably explain the 

variation characteristics of rebound curve under unloading conditions. In addition, the processing method for the 

infinitesimalization of plastic elements makes up for the shortcomings that plastic deformation is not easy to describe in the 

previous visco-elastoplastic constitutive model. Compared with other visco-elastoplastic constitutive models, the proposed 

model is simpler and more widely used. 
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0  引    言 
黄土是一种多孔隙、弱胶结的第四纪沉积物，具

有特殊的工程性质。近年来，伴随着工程标准的日益

提高，机场、高铁等大型工程建设往往需要对地基进

行回填、夯实等处理，重塑黄土的本构模型越来越受

到重视。针对土的本构模型，学者们主要考虑蠕变特

性、静力特性、动力特性几个方面，主要为了分别探

究不同参数条件下土的应变-时间、应力-应变、动应

力-动应变关系，以实现对相关工程实践的有效指导。 

多年以来，国内外众多学者不懈研究，提出了许

多土的本构理论。蠕变本构方面，Toshihisa等[1]通过

不同软土的三轴蠕变试验得到了土体变形与偏应力大

小的关系；胡再强等[2]研究了糯米浆掺入量对人工制

备遗址土三轴蠕变特性的影响，并得出了相应的非线

性蠕变本构模型；邓会元等[3]通过对杭州湾淤泥质粉

质黏土进行研究，得到了不同偏应力下的蠕变规律，

并采用Merchant模型与Burgers模型对土样的蠕变行为

进行预测分析。静力本构方面，徐辉等[4]利用细观力

学分析中的自洽理论建立了在固结排水条件下的砂土

弹塑性本构模型；姚仰平等[5-6]、何冠等[7]基于变换应

力法和统一硬化参数建立了土的统一硬化模型；路德

春等[8]基于砂土的力学特性，建立了非正交弹塑性本

构模型；Kavvadas等[9]基于临界状态概念和增量塑性

理论建立了一个结构性土的本构模型。动力本构方面，

谢定义总结了国内外诸多成果，其中沈珠江的等效黏

弹塑性模型、Iwan的等效弹塑性模型与Martin-Finn- 
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Seed的等效黏弹性模型均产生了很大的影响[10]。近年

来，国内外学者也针对砂土、黄土和其他特殊性土展

开研究，极大的丰富了土的动力本构模型[11-16]。除此

以外,黄文熙[17]系统总结了力学各类元件的特性为构

建本构模型奠定了基础。 

尽管在国内外学者的共同努力下，土的本构模型

研究已经得到了很多成果，但当前仍然有一些问题需

要解决： 
（1）对于任何土体，都应该同时具备蠕变特性、

静力特性和动力特性，但当前的重塑黄土本构模型往

往只针对重塑黄土的蠕变、静力和动力的某一特性进

行研究，模型的适用范围较小。 

（2）静力特性作为重塑黄土的基本特性之一，在

构建本构模型时需要同时考虑加、卸载条件才能清晰

地区分弹、塑性变形。而蠕变特性又必须考虑时间因

素，因此要同时探究静力与蠕变特性，必须采用加、

卸载条件下的三轴蠕变试验。 

（3）考虑动荷载条件时，本构模型较为复杂，

这时传统的蠕变和静力本构模型很难适用于动力特

性。 
（4）当前针对蠕变特性，国内外学者已经提出

了许多模型来描述它的特性，但是当考虑加、卸载条

件时，这些模型不能很好地描述土的蠕变特性。 
为了解决这些问题，通过引入塑性元件微元化并

结合无穷级数的思想，基于加、卸载条件下的三轴蠕

变试验建立了满足蠕变、静力特性的重塑黄土本构模

型，并以此为出发点结合动力三轴试验进行验证，得

到了一个同时适用于重塑黄土蠕变、静力、动力特性

的本构模型。 

1  传统元件的缺陷与塑性元件微元化 
1.1  传统元件的缺陷 

近年来学者们在弹、黏、塑性元件的基础上发展

了许多新的具有力学特征的元件，其中包括 Maxwell
体、Bingham 体、Kelvin 体和村山体，都能在不同程

度上描述重塑黄土的力学特性。 
重塑黄土作为一种特殊性土，其力学特性十分复

杂，重塑黄土在应力作用下会产生弹性变形、塑性变

形和黏性变形，其中弹性元件和 Kelvin 元件可以很好

地描述弹性变形和黏性变形，但至今为止，重塑黄土

的塑性变形仍没能通过各类力学元件来很好地描述，

原因如下： 
（1）在不发生破坏的状态下，重塑黄土的塑性变

形不能一直增大，这与塑性元件和 Maxwell 体的力学

特征相违背。 
（2）重塑黄土的塑性变形是不可恢复变形，这与

Kelvin 体的力学特征相违背。 
（3）重塑黄土的塑性变形与应力密切相关，但村

山体卸载后只能维持一个特定的稳定状态，因此村山

体不能反映塑性变形受应力影响的变化特征。除此之

外，村山体的本构方程过于复杂，不太方便。 
1.2  塑性元件微元化 

为了解决 1.1 节的问题，仍从塑性元件入手，塑

性元件在应力达到一定值时，应变不断增大，这显然

与重塑黄土的塑性变形特征不符，因此首先要约束塑

性元件的应变。可以取一个欧几里德刚体与塑性元件

并联，得到一个组合元件 如图 1 所示（表示塑性

体的起始摩阻力）。 

 

图 1 组合元件 示意图 

Fig. 1 Diagram of combined elements   

此时组合元件 的应力-应变关系为 
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式中：S 为图 1 所示的变形空间（下同）。 
此时组合元件 的最大塑性变形受到了约束，但

黄土的塑性变形会随着应力的增大而增大，因此还需

要对该元件进一步优化，取 m 个组合元件 ，定义为

1 ， 2 ，…， m ，并将此 m 个元件串联如图 2 所

示，并设定此 m 个元件 的参数满足式（2）（将该串

联体定义为组合元件，简称元件）： 

 1 2 m  ＜ ＜   。          (2) 

 

图 2 元件示意图 

Fig. 2 Diagram of element   

该串联体的应力-应变关系为 
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此时 S1～Sm表示应变的累积状态，随着应力的增
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大，应变  也在增长，但此时的增长是间断的，为了

更好地满足重塑黄土的力学特点，应变的增长也应为

连续增长，因此可以借助微元化的思想将元件 设想

为微元体，此时 S 为一个很小的量，当分割的元件越

多（即 m 越大），应变的变化就越紧密，当 m→+∞，

元件的应力-应变关系就成为连续型，此时元件
应力-应变关系变化如图 3 所示。 

 

图 3 m→+∞时，元件应力-应变关系曲线 

Fig. 3 Stress-strain curve of element   when m→+∞  

此时观察组合元件可以看出：①应力处于持续

增大的状态时，应变也随之增大。此时元件力学表现

类似于弹性元件。②当应力不变或减小时，应变不发

生变化。此时类似于塑性元件（重塑黄土结构抗拉能

力较弱，故不考虑反向增大情况）。③塑性体的起始摩

阻力和变形空间 S 决定了组合元件的应力-应变

关系 f（f 为增函数），且当起始摩阻力均匀增大，

变形空间 S 取定值时，该应变关系 f 退化为线性关系。 
综上所述，可以总结出组合元件微元化后，其

力学函数解析如下所示： 
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式中： at ， bt 为时间点；
at

 ，
bt

 为相应时间点的应

力。 

2  土样性质和试验方案 
2.1  土样性质 

本次试验土样取自陕西省咸阳市礼泉县大范镇某

工程基坑，取土深度 4 m，其土粒相对质量密度 Gs为

2.70，液限 wL为 35.9%，塑限 wp为 21.7%，最优含水

率为 19.1%，最大干密度为 1.65 g/cm2，其他具体物理

指标见表 1。 
表 1 黄土物理性质指标 

Table 1 Physical property indexes of loess 

天然含水

率/% 

天然干密

度/(g·cm-3) 

粒径分析 

＞0.075 
mm 

0.075~0.005
mm 

＜0.005 
mm 

11.4 1.32 0.88 69.86 29.26 
2.2  试验方案 

采用 SR-6 型三联式三轴蠕变仪进行加、卸载条

件下的三轴蠕变试验，试验过程中保持试样排水状态。

试样为重塑黄土样，干密度控制为 1.57 g/cm3，尺寸

为 Φ61.8 mm×125 mm。利用砝码施加法向应力，以

12.5 kPa 预压稳定后逐级加载，试验前期以每分钟为

时间节点，后期稳定后以每小时为时间节点，并以百

分表记录每一时间点试样变形数据。 
试验主要控制 3 个变量，含水率 w、围压 3 、偏

应力 q= 1 3  ，其中含水率取 10%，15%，20%，25%，

30%，先自制含水率为 10%的目标试样再配水得到其

他试样，在保湿缸中静置 48 h 待水分在试样中分布均

匀后备用。围压分别取 50，100，150 kPa，偏应力分

别取 50，100，150，200，250 kPa。共计 75 个试样。 
试验每组试样在指定含水率、围压条件下，施加

第一级偏应力记录指定时间节点下的百分表数据，观

察蠕变现象，加载时间为 1440 min。该阶段完成后撤

去第一级偏应力，观察卸载条件下的应变恢复现象，

卸载时间同样为 1440 min，卸载完成后重新施加第一

级偏应力观察再次加载的蠕变现象，再加载时间仍为

1440 min，此时加载完毕。对其他试样采取相同处理

方式。 

3  试验结果分析 
3.1  第一次加载过程中的蠕变与静力特性 

观察多组试样第一次加载的过程发现，初始加载

时试样短时间内即产生应变，且应变增长的速率随着

时间的增长逐渐减小最终趋近于 0。除此之外，含水

率、围压、偏应力均对蠕变变形的应变速率有影响。

其中含水率、偏应力与应变增长速率正相关，围压与

应变增长速率负相关。以含水率 10%、围压 50 kPa 为

例得到蠕变随时间变化特性曲线见图 4。 
3.2  第一次卸载过程中的蠕变与静力特性 

观察多组试样第一次卸载的过程发现，第一次卸

载时试样短时间内出现应变瞬时回弹，但回弹量有限

（远远小于一次加载阶段的应变量），后期应变继续恢

复，且恢复的速率随着时间的增长逐渐减小最终趋近

于 0。除此之外，含水率、围压、偏应力均对恢复速

率有影响。其中含水率、偏应力与应变恢复速率正相
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关。围压与应变恢复速率负相关。以含水率 15%，围

压 100 kPa 为例得到蠕变随时间变化特性曲线见图 5。 

 

图 4 第一次加载过程蠕变、静力特性曲线 

Fig. 4 Creep and static characteristic curves during first loading  

process  

 

图 5 第一次卸载过程蠕变、静力特性曲线 

Fig. 5 Creep and static characteristic curves during first unloading  

process  

3.3  第二次加载过程中的蠕变与静力特性 

观察多组试样第二次加载的过程发现，第二次加

载时试样短时间内出现应变瞬时增长，但增长量有限

（远远小于一次加载阶段的应变量），后期应变继续增

长但增长的速率随着时间的增长逐渐减小最终趋近于

0，其最终增长量略大于第一次卸载过程的恢复量。除

此之外，含水率、围压、偏应力均对蠕变变形的应变

速率有影响。其中含水率、偏应力与应变增长速率正

相关。围压与应变增长速率负相关。以含水率 20%、

围压 150 kPa 为例得到蠕变随时间变化特性曲线如图

6。 

4  重塑黄土黏弹塑性本构模型的建立 
4.1  重塑黄土黏弹塑性本构模型的构建方法 

基于以下 5 点基本假设，建立本构方程： 
（1）每个元件都有自己的特性，并且彼此之间可

以相互组合。 
（2）不同元件串联时应力对每个元件的作用效果

相同，总应变可以通过各个元件应变的累加得到，即 
 1 2 n     …   。       (5) 

（3）不同元件并联时可以呈现异于原元件的特

性，Kelvin 体就是主要代表。 
（4）同种元件并联或串联，具有相同的元件特性，

仅元件参数发生变化。 
（5）结合 1.1 节，共得到了 8 个力学元件，分别

为弹性元件、塑性元件、黏性元件、Maxwell 体、

Bingham 体、Kelvin 体、村山体和组合元件。 

 

图 6 第二次加载过程蠕变、静力特性曲线 

Fig. 6 Creep and static characteristic curves during second loading 

 process  

此时类比无穷级数，把黄土试样视为无穷个串联

元件（这里参考假设（2）），这些串联元件是由假设（5）
中所述的 8 个元件经过复合串并联所构成的。将此 8
个元件简写为 1 2 4 83 5 6 7, , , , , , ,        。在此引入函数

fi来描述每个元件对应的应力-应变关系： 
 1 2 3 4 85 6 7, , ), ,( , ,,i if          。 (6) 

结合无穷级数的思想，则最终应变可以表示为 

1 2 3 4 5 6 7
1 1

8( , , , ) ,, , ,
n n

i i
i i

f         
 

   。 (7) 

至此可以把最终的应变通过一个类似于无穷数级

的形式表达（n 为基于 1 2 4 83 5 6 7, , , , , , ,         8 个元

件的经过复合串、并联得到的元件的总和）。若确定了

fi 的组合形式就可以结合微分方程建立本构模型。本

文中 fi 的具体形式可以结合重塑黄土的性质和试验情

况进行推定。 
在 1.1 节已经分析得到 Maxwell 体、Bingham 体、

Kelvin 体、村山体均不能很好地描述重塑黄土的塑性

变形，但组合元件很好地解决了这个问题，因此结

合第 3 节试验结果可以通过以下几种元件来建立重塑

黄土的本构模型：①元件一：弹性元件；②元件二：

组合元件，本次研究假定起始摩阻力均匀增大，

变形空间 S 取定值，即函数 f 退化为线性函数，此时

当应力增大时元件符合弹性元件特性，弹性模量表示

为 k；③元件三：Kelvin 元件；④元件四：组合元件
与黏性元件并联。 
4.2  黏弹塑性本构模型建立 

通过 4.1 节 4 个元件可以很好地描述整个试验过
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程中的情况，即：元件一加载时产生弹性应变 1 ，卸

荷后恢复为 0；元件二加载时产生瞬时应变 2 ，其值

与应力大小正相关，卸荷后不再恢复；元件三加载后

应变 3 缓慢增加，卸载后缓慢恢复；元件四加载后应

变 4 缓慢增加，卸载后不再恢复。 
然而是否本构模型的建立仅有这 4 种元件? 
此时基于式（7），n 是个不确定的值，n 越大，本

构模型就越接近于重塑黄土试样的真实特性，目前基

于这 4 个元件已经能够很好地描述黄土的蠕变过程，

因此没有必要再研究其他的复合串并联情况。基于以

上讨论建立的黄土本构模型见图 7（图中 k2，k4 表示

两个组合元件的参数，k1，k3 表示两个弹性元件的

参数， 1 ， 2 表示两个黏性元件参数）。 

 

图 7 重塑黄土黏弹塑性本构模型 

Fig. 7 Visco-elastoplastic constitutive model for remolded loess 

基于该模型可以得到本构方程如下： 
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2 2 max

max
2 max

2

   ( )  

  ( )  

k

k

   


  

 

 





，

，
          (9) 

 3
3 3 1 t

k 
  


 


  ，          (10) 

 
4

4 4 2 max

4 max

  ( )  
t

                   ( )  

k

A


    

  


  




 



，

，

   (11) 
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该方程中 max 表示模型 0～t 时间段（t 为当前时

间）内的最大应力，A 为常数（表示 max 时对应 4 的

解），其中式（8），（9）可直接求解，式（10），（11）
需要提供初值条件（初值条件的变形用 ab 表示，其中

下标 a 代表元件标号，下标 b 代表时间点）。 
第一次加载阶段 t0（0 min）～t1（1440 min）：此

时应力为 σ，元件一～四同时发挥作用。 
元件三初值条件： 

 0 300 0t  ，   。         (13) 
元件四初值条件： 

 0 400 0t  ，   。        (14) 
代入初值条件求解得 
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第一次卸载阶段 t1（1440 min）～t2（2880 min）：

此时应力为 0，元件一、三发挥作用，元件二、四应

变保持不变。此时元件四应变 4 为 
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代入初值条件求解得 
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第二次加载阶段 t2（2880 min）～t3（4320 min）：
此时应力为 ，元件一～四同时发挥作用。 

元件三初值条件： 
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元件四初值条件： 
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综上所述，蠕变随时间变化函数。 
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2( )t t    。              (25c) 
4.3  参数确定 

结合 4.2 节本构模型进行研究，则对于每一个试

样都可以用唯一确定的 1k ， 2k ， 3k ， 4k ， 1 ， 2  6



第 3 期                        骆亚生，等. 基于塑性元件微元化的重塑黄土黏弹塑性本构模型                        629 

 

个参数来描述它的特性，可以结合试验结果和公式推

导得到这些参数。基于 4.2 节得到的蠕变效应时间函

数式进行讨论。 
在第一次加载阶段，4 个元件同时发挥作用，因

此无法从式（25a）得到 6 个参数的关系，但是观察式

（25b）可以知道，此时元件二、四维持第一次加载阶

段末的应变效果，元件一恢复初始状态，元件三缓慢

恢复初始状态，此时使用式（25a），（25b）得到 
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式（26）中的 31 是一个仅受元件三影响的应变值， 

且当 t→+∞，
3

31 k



 。因此可优先分析卸载阶段即可

得到式（26）的 3 个参数 1k ， 3k ， 1 。将 1k ， 3k ， 1
代入式（25a）进而求得 2k ， 4k ， 2 ，参考公式如下： 
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在整个求解参数过程中式（25c）并未使用，观察

式（25c）发现，该式是描述蠕变继续发生的过程，此

时元件一、三和四重新发挥作用，应变相比第一阶段

的增量主要表现为元件四的继续蠕变，该阶段可以反

向验证本构方程的准确性。 
本文通过不同的含水率、围压与偏应力的多组试

验得到了本构模型的参数。试验发现，随着含水率、

围压与偏应力的变化，其参数指标也会相应发生变化。

为了提高模型的适用性，对各参数进行归一化处理。

结果表明，随着偏应力增大，其应变值呈正指数函数

递增；随着围压增大，应变值呈负指数函数递减；随

着含水率增大，应变值呈二次函数递增。归一化处理

后，可通过一组本构模型参数得到任意一组本构模型

参数。 
选取相应参数代回本文模型中与试验数据进行对

比，发现本文模型能够合理描述试验结果。为了进一

步展现本文模型的优点，选取了经典的 Merchant 模

型、Burgers 模型与本文模型进行对比。结果表明，在

加载阶段本文模型相比较 Merchant 模型、Burgers 模

型与试验结果更接近。在卸载阶段，本文模型能很好

地描述卸载特性，但 Merchant 模型与 Burgers 模型却

不能描述。因此认为本文模型是优于 Merchant 模型与

Burgers 模型。取含水率 20%、围压 50 kPa 条件下的

本文模型、Merchant 模型与试验数据进行对比，结果

如图 8 所示（Burgers 模型与 Merchant 模型相比仅多

了一个塑性元件，该元件会导致加载时应变持续增大，

这与蠕变特性不符，未在图 8 展示其效果）。 

 

图 8 模型与试验数据对比效果 

Fig. 8 Comparison between model and experimental data 

5  重塑黄土本构模型的动力特性验证 
本节基于第 4 节的内容进一步探究本构模型的动

力特性适用性。 
5.1  重塑黄土的动本构特性 

谢定义[10]针对土的动力特性进行了阐述。研究表

明，在周期荷载作用下重塑黄土的动应力-动应变有 3
个基本特点：非线性、滞后性和应变累积性。原则上

一个合适的动本构模型应该满足这 3 个基本特点。 
5.2  重塑黄土本构模型的动力特性验证 

为了验证模型的准确性，基于已经构建的本构模

型对其施加周期性循环荷载： 

 sin   ( 0)m mt       。    (28) 
式中：ω 为动荷载的角速度。 

代入 4.3 节本构方程式（8）～（12）。 
元件一、二非微分方程不考虑初值条件。 
元件三初值条件：  

 0 300, 0t     。         (29) 
元件四初值条件： 

 0 400, 0t     。        (30) 
元件三、四微分方程的通解为 
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(32) 
代入初值条件 
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通过观察微分方程解的形式可以发现，对于

Kelvin 应变随时间的关系不是等时的，而是存在明显

的滞后性，因此为了满足初始应变为 0 的条件，应变

的函数解有一个不为 0 的通解，随着时间的流逝，这

一部分将无限接近于 0。最终的应变解析式表现为一

个完全的滞回圈。但对于引入的元件四并非如此，当

1
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t
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   时，元件三、四解形式相同，当
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   时，元件三继续发挥作用，而

元件四不再产生应变（直到下一个周期开始）。此时的

变形是上一阶段的应变遗留，这个应变会一直累积下

去。 
为了计算每个周期的应变遗留，需要研究元件四

的应变解析式，考虑到元件不可回弹，此时元件四应

变由式（32）前后两部分之和组成。前半部分变成了

累加状态，而后半部分的循环状态停留在了峰值，因

此当 1

3

π arctan
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t
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  ，元件四应变表达式 4 变化为 
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式（35）为一个无穷级数，求其解析式得 
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总应变时间表达式参考 1
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  的取值表

达式分为 3 部分，为了方便表示分别以 1 ， 2 和 H
来代替式（31），（32）和式（36）的内容。 

1 2
1 2

1
1 2

1 2 3

1
1

1 2 3

sin sin π   
2

sin π π   +arctan
2 2

sin
   +arctan

2

m m

m m

m m

t t
t

k k

t
t

k k k

t
t

k k k

   
   

   
   

   
   

      
 

 
     

 
 

    











 

 ，

 ，

 。

≤

≤ ≤

≤

 (37) 

H 中正整数 n 用
2π

t 
  

来表示，
2π

t 
  

是取整函数。 

为了验证该公式的准确性，本文在相应参数条件

下，进行了动三轴试验，取试验结果与预测结果进行

对比。经验证该模型很好地解释了重塑黄土在动荷载

作用下的非线性、滞后性和应变累积性特点，因此认

为该模型适用于对重塑黄土动力特性的描述。本次动

三轴对比试验共进行 10 组，取 10%含水率、二级荷

载、围压 100 kPa、频率 1 Hz 为例绘制动应力-动应变

对比图如图 9 所示。 

图 9 本构模型动应力-动应变特性的验证 

Fig. 9 Verification of dynamic stress-strain characteristics of  

constitutive model 

6  结    论 
本文选取陕西省咸阳市礼泉县大范镇某工程基坑

黄土为研究对象，通过引入塑性元件微元化并结合无

穷级数的思想建立了一种重塑黄土黏弹塑性本构模

型，主要得到以下 3 点结论。 
（1）基于塑性元件微元化得到了组合元件，

结合三轴蠕变试验和动三轴试验，得到了一个同时适

用于重塑黄土的蠕变、静力和动力特性的黏弹塑性本

构模型，且该模型兼顾了加、卸荷条件下的重塑黄土

变形特性。 
（2）结合无穷级数的思想，建立了一种构建理论

模型的方法，并结合试验结果构建重塑黄土本构模型，

增强了模型的可靠性。 
（3）组合元件兼顾了弹性和塑性的特点，将

其引入黏弹塑性本构模型中克服了以往本构模型中应

力卸载时稳定状态单一等诸多缺陷，并大大简化了本

构方程的复杂程度。 
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