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摘  要：针对黏弹性边界下水平层状场地地震动输入中的时间延迟计算问题，提出了水平层状场地的等效零时刻点迭

代时间延迟计算方法，并依托斯涅尔方程及地震波在分层界面上的连续性条件推导了人工边界上等效节点力的计算公

式，得出了黏弹性边界下的水平层状场地斜入射地震动输入方法。建立两层地层三维有限元计算模型，进行动力响应

分析，并将计算结果与理论值进行对比，验证了方法的有效性和实用性。应用方法进行等效节点力计算的过程中，可

根据所求目标地震波的具体信息及其所在地层的具体条件直接求解，无需对所求地震波的全部来源依次进行分析，使

得公式更为统一，在简化计算的同时保证计算精度及准确性，并拓展了黏弹性边界理论在水平层状场地斜入射地震动

上的应用。 
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Viscoelastic boundary method of horizontal layered site based on                   
equivalent zero-time point 
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Abstract: An equivalent zero-time point iterative time delay method for horizontal layered strata is proposed to solve the 

problem of time delay calculation in ground motion input of layered strata under viscoelastic boundary. It assignes an 

equivalent zero-time plane to each generated seismic wave. An appropriate point on the plane can be selected as the equivalent 

zero-time point, and the time delay can be calculated. Based on the Snell equation and the continuity condition of seismic waves 

at the layered interface, the formula for calculating the equivalent nodal force of the artificial boundary is derived, and the 

viscoelastic boundary input method for oblique incidence ground motion of the layered strata under the viscoelastic boundary is 

deduced. The finite element model for a double-layer horizontal layered stratum is established for dynamic response analysis. 

The calculated results are compared with the theoretical values. The deviation between them is relatively small, which shows 

the effectiveness and practicability of the method. By using the method it can be solved directly according to the specific 

information of the seismic wave and the stratum, without analyzing all the sources of the desired seismic wave in turn, which 

makes the formula unified. It is a way to simplify the calculation without affecting the accuracy. Meanwhile, it can extend the 

application of the viscoelastic boundary to the oblique incidence ground motion of layered stratum. 
Key words: oblique incidence of seismic wave; layered stratum; viscoelastic boundary; time delay

0  引    言 
中国地处环太平洋地震带以及欧亚地震带之间，

其地震活动呈现出高频性、高强度、浅震源等特点，

当地震发生在人口稠密的地区时，会带来惨重的经济

和社会损失。对工程进行抗震研究，减轻地震灾害的

影响将变得十分重要。 
在对工程进行地震响应分析过程中，考虑到现实

情况的复杂性，常采用数值方法进行计算[1]。动力时

程分析法可以较好地揭示结构在地震全时段内的响应

规律[2]，随着计算机硬件设备的不断发展，该方法得

到了一定的认可。应用有限元方法进行动力时程分析

过程中，为降低计算成本，提高计算效率，往往要将

地层取出规定大小的有限区域来进行计算，并在此区
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域外施加人工边界来模拟无限地基的情况[3]。其中人

工边界包括无限元边界、黏性边界和黏弹性边界等形

式，而黏弹性人工边界因具有好的低频和高频稳定性，

应用方便，被广泛使用[4]。 
在进行工程抗震分析时，根据波动理论，考虑到

地壳密度随地层深度的增加而增加，普遍认为地震波

在地表附近的传播方向接近竖向[5]，故而常常探讨地

震波在垂直入射下情况。但现实情况下，根据地层条

件的不同，地震波往往存在一定的入射角度。Jin 等[6]

和 Takahiro 等[7]通过对各地震动记录进行反演分析，

得出了不同的地震波入射角度。因此，若仅考虑垂直

入射的情况对结构进行地震响应分析，或将带来不能

忽视的误差[8]。因此，考虑地震波斜入射也具有一定

的现实意义。而在此方面，许多学者[9-11]同样进行了

很多相关的研究。 
而对于水平层状场地地震波斜入射问题，刘晶波

等[12-13]提出了一维化时域有限元计算方法；赵密等[14-15]

和尹侯权等[16]利用弹性介质的应力–位移本构关系

建立了人工边界处应力与速度的阻抗边界条件，替代

黏性边界条件，改进 P-SV 波斜入射时成层半空间自

由场的时域算法；王笃国等[17-18]应用频域传递矩阵结

合等效线性化方法，求解了地震波斜入射下水平层状

场地的地震响应。而直接运用黏弹性边界理论，因时

间延迟计算较为繁琐，缺乏深入研究。 
对于地震波斜入射中时间延迟的计算，目前普遍

采用立体几何的方式对地震波路径逐一进行求解，或

采用坐标变换[19]的方式对计算过程进行一定成度的

简化。然而，当面对水平层状场地等特殊情况时，存

在地震波多次反射和透射的情况，此方法不易迭代，

计算成本较高。 
对此，本文尝试建立一种新的时间延迟计算方法，

以当前地震波属性表征其生成路径全过程上的时间延

迟；在此基础上，推导黏弹性边界下水平层状场地地

震波斜入射方法，进而实现合理有效的地震动数值计

算。最后建立有限元计算模型，利用此方法对单脉冲

作用下的数值解与理论解进行对比，验证方法的准确

性和适用性。 

1  黏弹性边界地震动输入 
黏弹性人工边界的思想就是将弹簧和黏滞阻尼器

并联，形成一种弹簧-阻尼器物理元件，并将其施加在

边界上。要使用这种边界，首先要将地震波转化成人

工边界上各处所对应的等效荷载，其中包括产生内行

场反应所需要抵抗的人工边界物理元件上的结点力，

以及因产生内行场反应而需抵抗近场介质所需的结点

力[20-21]。当黏弹性边界可以将计算区域内向外传播的

散射波完全吸收时，人工边界的节点上便会形成因地

震作用而产生的自由场运动。 
这样，地震动的输入问题便转化为在人工边界的

节点上所作用的自由场运动问题，通等效节点力的方

式施加在所求模型的边界上。 
等效节点力的计算公式为 

 b b b b b b l( )F n A  K u C u   。     (1) 
在弹簧刚度矩阵 bK 和阻尼系数矩阵 bC 的取值方

面，许多学者都进行了研究，同时给出了一定的建议，

但不同方法对结果影响不大。对此，本文选用文献[22]
的方法进行计算。 

在水平层状场地的计算过程中，式(1)的自由场位

移向量 bu 和自由场速度向量 bu 需要根据斯涅尔方程

得到地震波在成层界面上的转换情况，并分析其与入

射波之间的时空关系，进而利用波的叠加原理进行求

解，这其中便涉及到时间延迟的计算问题。在此方面，

当前的计算方法较为复杂，求解较为困难。下面针对

水平层状场地时间延迟的计算进行分析。 

2  时间延迟计算方法 
针对水平层状场地，本文假定各层地层均匀弹性，

在水平方向上无限延伸。根据地震波波动理论可知，

平面 P 波斜入射时，在地层界面处生成反射 P 波、反

射 SV 波、透射 P 波和透射 SV 波；平面 SV 波斜入射

时，如入射角度不超过临界角，将生成反射 P 波、反

射 SV 波、透射 P 波和透射 SV 波。因此，为将时间

延迟计算公式进行统一，在这里假设入射波为 m，反

射波 n，透射波 l，其中 m，n，l 为平面 P 波或平面

SV 波，入射波、反射波及透射波的方向角分别为 ，

 ，  ， 0T 时刻入射波波前与入射波传播方向垂直，

仅区分反射和透射两种情况进行讨论。 
对反射波，如图 1 所示， 和 满足： 

 
1 2

sin sin
v v
 
   ， (2) 

式中， 1v ， 2v 分别为入射波 m 和反射波 n 在对应地层

内的传播速度。 
假设 f 0 0( , )X x y 为所求模型边界上的一点，AB 为

零时刻的波前面，则反射波 n 在该点处的时间延迟为 
 1 2t t t     ， (3) 

 1
1

ODt
v

   ， (4) 

 f
2

2

OXt
v

   ， (5) 

式中， 1t ， 2t 分别为计算所需入射波 m 和反射波 n 的

时间延迟。 
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图 1 反射波时间延迟计算示意图 

Fig. 1 Time delay calculation of reflected waves 

在此，过 A点做 ON垂线，与 ON延长线交于点

C。由几何关系得 

 sinOD AO    ， (6) 
 sinOC AO    ， (7) 

 1
1 2

OD OCt
v v

    ， (8) 

 f f
1 2

2 2

OC OX CX
t t t

v v


       。   (9) 

设点 1 1( , )U x y AC ，则式（9）可改写为 

  1 0 1 0
2

1 ( )cos ( )sint x x y y
v

      。 (10) 

对透射波，如图 2 所示， 和 满足： 

 
1 3

sin sin 


v v   ， (11) 

式中， 3v 为透射波 l 在对应地层内的传播速度。 

 

图 2 透射波时间延迟计算示意图 

Fig. 2 Time delay calculation of transmission waves 

假设 2 2( , )tX x y 为所求模型边界上的一点，AB为

零时刻的波前面，则透射波 l 在该点处的时间延迟为 

  1 3  t t t   ， (12) 

 1
1

ODt
v

   ， (13) 

 t
3

3

OX
t

v
   ， (14) 

式中，t3为计算所需透射波的时间延迟。 
在此，过A点做ON垂线，与ON延长线交于点C。

由几何关系得 
 sinOD AO    ， (15) 
 sinOC AO     ， (16) 

 1
1 3

OD OCt
v v


    ， (17) 

 t t
1 3

3 3

OC' OX CX
t t t

v v


    。 (18) 

设点 3 3( ),V x y AC  ，式（18）可改写为 

 3 2 3 2
3

1 cos ( )sin(( ) )t x x y y
v

       。  (19) 

至此，反射波 n 和透射波 l 的时间延迟计算公式

中已经不含有其对应入射波 m 的任何参数，所有参数

均为当前地震波的参数，且形式较为统一，便于进行

迭代计算。 
由于点 1 1( ),U x y AC ，点 3 3( , )V x y AC ，不妨

将其均取为波前与地层界面相交的 A点，作为所求地

震波的等效零时刻点，由此便可以得到时间延迟的计

算公式为 

 
1 ( cos sin )i i i i i
i

t x y
v

       ， (20) 

式中， ix ， iy 为所求点与 A点坐标差， i 为所求地

震波传播方向与竖向的夹角， iv 为所求地震波在对应

地层中的传播速度。 
将其引申至三维模型，如图 3 所示，波前与地层界

面相交于 A1A2，故 A点可为 A1A2上的任意一点，为便

于计算可将其设为特殊点。此时时间延迟计算公式： 

  
cos

1 cos
cos








 
   


 

 


i

i i i i i
i

i

t x y z
v

  ， (21) 

式中， i ， i ， i 分别为所求地震波传播方向与 3 个

坐标轴的夹角。 
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图 3 三维模型时间延迟计算示意图 

Fig. 3 Time delay calculation of 3D model 

3  水平层状场地地震波斜入射 
对于水平层状场地而言，地震波斜入射边界条件

的计算重点在于等效节点力的求解上，而地震波在成

层界面的反射透射导致其计算过程较为困难。因此，

通过将上述时间延迟计算思路应用于水平层状场地的

情况，采用迭代方式实现水平层状场地地震动的计算

问题。 
利用文献[23]中地震波在成层界面上的对应关

系，在计算过程中，对任意地震波，可通过将其产生

过程中每一次转换所得到的振幅比值进行连乘来记录

其与原入射波之间的幅度比值，即 i i i i iE A B C D 。

其中 A，B，C，D分别表示同类反射波、转换反射波、

同类透射波、转换透射波与入射波幅值的比值。同时，

由于地震波遇到成层界面时将会发生反射和透射现

象，故在实际计算过程中存在终止条件的选择问题。

在此取计算精度 ，忽略所得地震波与原入射波的比

值小于 的分量（即 iE  ）及其后的地震波。考虑

到地震是扩散衰减的，应用此方法进行计算无需担心

收敛问题。 的大小将在一定程度上影响计算精度和

计算时效，故应在对二者进行权衡，但与动力有限元

计算相比，此处计算量占比较小，无需过多斟酌。对

地震波求解完成后，即可进一步计算黏弹性边界上各

个节点的节点力，并施加在模型上。计算流程如图 4
所示。 

以第 k层地层边界面上的一点 ( , , )n n nN x y z 为例，

求解黏弹性边界水平层状场地地震波斜入射下的等效

节点力。 
假设Ⅰ1 为该层地层中与 Z 轴正向夹角大于 90°

的平面 P 波，Ⅰ2 为该层地层中与 Z 轴正向夹角小于

90°的平面 P 波，Ⅰ3 为该层地层中与 Z 轴正向夹角

大于 90°的平面 SV 波，Ⅰ4为该层地层中与 Z 轴正

向夹角小于 90°的平面 SV 波。计算过程中，应注意

地震波传播过程中正方向的连续性，以保证公式的准

确性。 

 

图 4 计算流程图 

Fig. 4 Flow chart of calculation 

假设 0u 为基岩入射波的位移时程，则 N点处自由

场位移： 

1 2 3 4

0 0
I ,I I ,I

( )sin ( )cosNx i i i i i i
i i

u E u t t E u t t 
 

       ， 

(22) 
 0Nyu   ， (23) 

1 2

0 0
I I

( )cos ( )cosNz i i i i i i
i i

u E u t t E u t t 
 

          

3 4

0 0
I I

( )sin ( )s n  ii i i i i i
i i

E u t t E u t t 
 

      。 (24) 

将式（22）～（24）对时间求导可以得到 N点处

自由场速度： 

1 2 3 4

0 0
I ,I I ,I

( )sin ( )cosNx i i i i i i
i i

u E u t t E u t t 
 

       
， 

(25) 
 0Nyu    ，  (26) 

1 2

0 0
I I

( )cos ( )cosNz i i i i i i
i i

u E u t t E u t t 
 

          

3 4

0 0
I I

( )sin ( )sini i i i i i
i i

E u t t E u t t 
 

       。(27) 

在计算自由场应力时，可以根据波的叠加效应分

别对模型的每个侧面及底面进行分析。 
当对模型任意一点 ( , , )x y z ，都有 xn≥x时，N点

处自由场应力： 
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1 2

2

0
I ,I

2 sin
( )k k i

Nx i i
pki

G
E u t t

c
 





       

1 2

0
I ,I

sin2 ( ) k i
i i

ski

G E u t t
c





   ，        (28) 

 0Ny    ， (29) 

1 2

0
I I

sin2 sin2
( )k i k i

Nz i i
pk pki i

G G
E u t t

c c
 


 

     

3

0 0
I

cos2( ) ( )k i
i i i i

ski

GE u t t E u t t
c





      
 

4

0
I

cos2 ( )  k i
i i

ski

G E u t t
c





   。             (30) 

当对模型任意一点 ( , , )x y z ，都有 xn≤x时，N点

处自由场应力： 
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 0 Ny   ， (32) 
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当对模型任意一点 ( , , )x y z ，都有 yn≥y时，N点

处自由场应力： 
 0 Nx   ， (34) 
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 0 Nz   。 (36) 
当对模型任意一点 ( , , )x y z ，都有 yn≤y时，N点

处自由场应力： 
 0 Nx ， (37) 
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 0 Nz   。 (39) 
当对模型任意一点 ( , , )x y z ，都有 zn≤z时，N点

处自由场应力： 
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式（22）～（42）中的 it 可根据式（21）进行计

算。将式（22）～（42）代入等效节点力的计算公式，

即可求得黏弹性边界下分层地层地震波斜入射过程中

施加在模型边界节点上的等效节点力。在此基础上，

依托现有的黏弹性边界地震动输入理论，利用常用的

有限元计算软件和计算方法，即可对水平层状场地进

行地震动有限元分析。 

4  方法验证 
为验证本文方法的有效性和准确性，使用相关有

限元计算软件建立如图 5 所示的计算模型。考虑两层

水平层状场地结构进行模拟，模型上层 1 100 mH  ，

下层 2 150 mH  。长度 L和宽度 D均取 250 m。采用

T=0.25 s 的狄拉克脉冲函数作为入射波，其位移的时

程关系曲线如图 6 所示，先考虑模型两层密度

1 2   2.0×103 3kg/m ，弹性模量 1 2 1 GPaE E  ，

泊松比 1  2 0.2  的特殊情况，取入射角 为 10°，

20°平面 P 波和 为 5°，15°平面 SV 波作为入射

波，输入的时间间隔取 0.005 s，对比本文方法与文献

[19]方法的异同。 

图 5 计算模型示意图 

Fig. 5 Computational model 

分别采用两种方法得到有限元计算输入文件，图

7 给出了文件的 MD5计算结果，两种方法得到的 MD5
完全相同，说明文件一致，因此本文方法在有限次终

止时与文献[19]方法的结果保持一致。 
考虑一般情况，取上层密度 1  2.0 × 103 
3kg/m ，弹性模量 1 1 GPaE  ，泊松比 1 0.2  ；下层

密度 2  2.0×103 3kg/m ，泊松比 2 0.2  ，弹性模

量 2 1.5E   GPa，分别取入射角 为 10°，20°平面
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P 波和 为 5°，15°平面 SV 波作为入射波。 

图 6 输入位移时程曲线 

Fig. 6 Time histories of input displacement 

 

图 7 MD5 计算结果 

Fig. 7 Results of MD5 

取 0.01  ，图 8 给出了模型在不同角度及不同

类型入射波下地表中点处的水平（X方向）和竖向（Z
方向）的位移时程，并与理论解进行对比。理论解采

用频域传递矩阵法[24]结合快速傅里叶变换得到[14]。从

图中可以看出，模型解与理论解吻合较好，相对误差

较小，说明此方法在求解水平层状场地地震波斜入射

方面具有良好的精度和准确性。 
图 9 以入射角  20°的平面 P 波为例给出了模

型在不同时刻下的位移场云图，从图中可以看出，本

文的方法所引起地层内部变形规律与边界一致，变化

较为均匀合理，且云图中的位移角度与地震波的斜入

射的理论值基本上是吻合的，验证了本方法在计算水

平层状场地地震波斜入射过程中的可靠性。 

 

 

图 8 地表中点处的位移时程 

Fig. 8 Time histories of displacement at midpoint of surface 

 

图 9 不同时刻位移场云图 

Fig. 9 Cloud diagram of displacement field at different time 

5  结    论 
（1）提出了新的时间延迟计算方法。使用解析

方式推导时间延迟的计算公式，使公式更加简化。在

进行时间延迟的求解过程中，可通过所求目标地震波

的具体信息及其所在地层的具体条件直接求解，摒弃

以往计算方式中对所求地震波的全部来源依次进行计

算的方式，使时间延迟公式统一，增强时间延迟计算

方法的适用性。 
（2）推导了基于等效零时刻点迭代的水平层状

场地地震波斜入射方法。对于黏弹性边界下水平层状

场地地震波波动输入问题，推导了基于本文时间延迟

计算方法的人工边界上等效节点力的计算公式，进而

得到了黏弹性边界下水平层状场地地震动输入的计算

公式，拓展了黏弹性边界理论在水平层状场地斜入射
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地震动上的应用。 
（3）进行方法验证。使用该方法建立水平层状

场地三维有限元模型，求解两层地层结构地震波斜入

射下的响应。将结果与理论值进行对比，验证了该方

法的准确性和实用性。 
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