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非静水压巷道塑性区半径的复变函数实用解答与 
应用扩展 
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摘  要：针对非静水压力作用下圆形巷道的非圆塑性区边界线求解，首先通过类比提出围岩弹性区应力的简洁复变函

数，基于理想弹−塑性模型和 Mohr-Coulomb 准则并利用围岩弹塑性交界线处的应力连续条件，建立了巷道塑性区半径

的复变函数实用解答，其次采用弹−脆−塑性模型和统一强度理论以考虑围岩强度的峰后脆性下降与中间主应力效应，

推导了巷道塑性区半径的复变函数扩展解答，最后给出所得解答的适用条件，并与文献理论解答和实测结果进行对比。

研究结果表明：所得复变函数实用解答具有显式解析表达和易于计算分析等优点，其正确性与精度得到文献摄动解和

高精度复变函数解的充分性验证；所得扩展解答保留了原实用解答的所有优点，能合理描述围岩强度的峰后脆性下降

与中间主应力效应而工程应用前景广阔，与深埋巷道实测松动圈吻合良好。 
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Practical solutions for complex variable function for radius of tunnel plastic zone 
under non-hydrostatic pressures and their application extension 
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Abstract: In order to address the non-circular plastic boundary of rock circular tunnels under non-hydrostatic pressures, a 

simple complex variable function for the stress in an elastic zone is firstly introduced by using the analogy method. Based on 

the elastic perfectly-plastic model and the Mohr-Coulomb criterion, a practical solution for complex variable function for the 

radius of tunnel plastic zone is then derived under the stress continuity at the elastic-plastic boundary of surrounding rocks. 

Additionally, an extended solutions for complex variable function for the radius of tunnel plastic zone is proposed by adopting 

the elastic-brittle-plastic model and the unified strength theory to take into consideration both the post-peak brittle decrease and 

the effect of the intermediate principal stress of rock strength. Finally, the application conditions for the proposed solutions are 

provided, and they are compared with the available theoretical solutions and the measured data in the literatures. The results 

show that the practical solution for complex variable function has the advantages of explicitly analytical formulation as well as 

convenient calculation and analysis, whose validity and accuracy are sufficiently demonstrated by the perturbed solution and 

high-precision solution for complex variable function in the literatures. The extended solution retains all the advantages of the 

original practical solution and has good consistency with the measured loosening depth of a deep tunnel. Moreover, the 

extended solution has a broad application prospect due to the fact that it reasonably accounts for the post-peak brittle decrease 

and the effect of the intermediate principal stress of rock strength.  
Key words: non-hydrostatic pressure; radius of tunnel plastic zone; complex variable function; post-peak brittleness; effect of 

intermediate principal stress

0  引    言 
巷道工程在能源开采与运输、核废料储存和国防

工事建设中发挥了重要作用，设计时常将巷道开挖与
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支护施作简化为平面应变问题。平面应变状态下巷道

横断面内两个方向的地应力大小多数不相等，这种非

静水压力使得巷道塑性区边界线不再是静水压力下的

圆形。目前，Kastner 法[1-2]、总荷载不变法[3-4]、摄动

法[5-6]以及复变函数法[7-8]已用于理论求解非静水压巷

道的非圆塑性区边界线，然而 4 种方法各有不足之处。 
Kastner 法将弹性状态时非静水压圆形巷道的应

力公式，代入围岩屈服准则以构建非圆塑性区的边界

线方程，没有考虑巷道开挖造成围岩塑性部分发展及

弹性区内边界的非圆化。总荷载不变法通过力平衡原

理确定巷道水平轴和竖向轴处较为准确的塑性区半

径，但随后由几何相似拓展至其他方位角时却略显粗

糙。摄动法以逐阶逼近方式可得到高精度的巷道塑性

区半径表达式，而分析过程和求解难度会随摄动阶数

提高大幅增加。复变函数法借助保角变换将巷道非圆

塑性区映射为圆形塑性区，解决巷道非圆塑性区范围

具有天然优势。吕爱钟等[7]基于理想弹−塑性模型和

Mohr-Coulomb(MC)准则并运用保角变换、傅里叶级数

展开与傅里叶积分，建立了非静水压圆形巷道非圆塑

性区半径的高精度复变函数解答(图解法、非线性优化

法)。然而，有关映射函数系数的庞大非线性方程组计

算繁琐与表达隐性，造成高精度复变函数解答的工程

应用存在一定难度。Lü 等[8]为获得非静水压寒区巷道

冻胀力的解析解，针对巷道未冻结弹性围岩构建了应

力复变函数的简洁表达式。 
因此，通过类比提出巷道弹性区应力的简洁复变

函数，继而基于理想弹−塑性模型和 MC 准则，建立

了非静水压圆形巷道塑性区半径的复变函数实用解

答，并对比文献摄动解和高精度复变函数解进行正确

性与精度验证。另外，为扩大所得复变函数实用解答

的应用潜力，采用弹−脆−塑性模型、统一强度理论分

别描述围岩强度的峰后脆性下降与中间主应力效应，

推导了非静水压圆形巷道塑性区半径的复变函数扩展

解答，最后对比深埋巷道实测松动圈进行了合理性与

实用性验证。 

1  问题描述 
图 1 为非静水压圆形巷道在物理平面 z内的平面

应变力学模型，在巷道洞壁处作用均匀支护力 ip ，巷

道开挖形成非圆塑性区边界线 L；a 为巷道半径，Rp

为塑性区半径，r为 z平面内某点到巷道中心的距离；

θ为以逆时针旋转为正的方位角，起点在水平右半轴；

无穷远处初始的竖向地应力 q、水平地应力 q可转换

为[6]径向荷载 σr|r→∞=q−0.5q(1− )(1+cos2θ)、切向荷

载 τrθ|r→∞=0.5q(1−λ)sin2θ，为侧压力系数。 

 

图 1 非静水压巷道的力学模型 

Fig. 1 Mechanical model for a non-hydrostatic pressure tunnel 

假设围岩为均匀连续各向同性的理想弹−塑性材

料，强度屈服时满足 MC 准则。采用大主应力 1 与小

主应力 3 表达以压应力为正的 MC 准则为 
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式中：A，B 为方程系数；c，φ 为围岩的黏聚力和内

摩擦角。 
由 Mohr 圆得围岩应力分量与主应力的关系为 

2 2
1

1 1( ) ( ) 4
2 2r r r             ， (2a) 
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1 1( ) ( ) 4
2 2r r r             。 (2b) 

式中：σr，σθ，τrθ 分别为围岩应力分量中的径向正应

力、环向正应力和切应力。 
将式（2）代入式（1）得围岩的强度准则为 

2 2(1 ) ( ) 4 ( 1)( ) 2r r rA A B              。(3) 

2  复变函数法 
采用复变函数保角变换将图 2（a）物理平面 z的

非圆塑性区边界线 L映射为图 2（b）复平面 ζ的圆形

塑性区边界线 S，图 2 中 ρ为复平面 ζ 的半径，方位

角 θ保持不变且巷道洞壁边界亦不变。 
因此，围岩物理平面 z的内边界非圆弹性区变换

为复平面 ζ 的单位圆外域，非圆弹塑性边界转化为规

则的圆形边界，使得非圆外域的弹性区应力求解变为

圆形外域的弹性区应力求解。 
围岩弹性区应力 σr,σθ,τrθ和复变函数 g(z),h(z)的

关系为 

 ( ) ( ) 4 )2 Re (r g z g z g z          ，  (4) 

( ) ( )2i 2r r zg z h z                   

(cos 2 2isin 2 )  。           (5) 

式中：z= ier  ，则z= ier  。 
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图 2 保角变换 

Fig. 2 Conformal transformation 

类比 Lü 等[8]针对非静水压寒区巷道未冻结弹性

围岩所提应力复变函数的简洁表达式，构建图 2（a）
弹性区应力的复变函数为 

2 1
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  (7) 
式中：χ，α，β为复变函数的系数，且都是实数。 

将式（6），（7）代入式（4），（5）得 
2
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(8b) 
由式（8b）两边的虚数 i 系数相等求切应力 τrθ，

继而联立式（8a），（8b）求径向正应力 r 、环向正应

力  ，整理得围岩弹性区应力为 
2
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经检验知，式（9）满足图 1 巷道无穷远处的应力

边界条件。 

3  推导及验证 
3.1  塑性区应力 

平衡微分方程为 
1 0r rr

r r r
   


 
  

 
 ，    (10a) 
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  

 
 。      (10b) 

另外，塑性区应力满足围岩的强度准则式（3），
且在巷道洞壁处存在应力边界即 r=a 时 r = ip ， r = 
0，如此塑性区 3 个应力分量恰好对应 1 个代数方程与

2 个线性微分方程，构成一类塑性力学静定边值问题。

以巷道洞壁处的应力边界为条件，联立式（3），（10）
求得围岩塑性区应力为[4, 7] 

1
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p 0r   。                          (11c) 

式中：上标 p 代表围岩塑性区。 
3.2  塑性区半径 

对于经典的静水压力圆形巷道问题，在无穷远处

只作用均匀径向荷载 q而无切向荷载，围岩的弹性区

应力为 
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同时，将侧压力系数 λ=1 代入式（9），亦得静水

压圆形巷道的围岩弹性区应力为 
2
p
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故式（12），（13）的应力分量完全相同，进而得
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系数 α为 
( 1)

( 1)
q A B
q A


 




 。           (14) 

对于侧压力系数 λ≠1 的非静水压圆形巷道，依据

弹塑性交界线 r=Rp处的应力连续条件知，3 个应力分

量的弹性值式（9）和塑性值式（11）要分别相等，也

等同于 2 个应力分量相等再加弹性区一侧的应力满足

围岩强度准则。由式（9a）=式（11a）得式（15a）中

的径向正应力连续、式（9c）=式（11c）得式（15b）
中的切应力连续，将式（9）代入式（3）得式（15c）
中的弹性区一侧应力满足 MC 准则。 
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cos 2 ( 1 3 3 2 ) 0q A A A B          。 (15c) 

由式（15b），（15c）得系数 χ，β为 
2( 1)
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
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 。   (16b) 

继而将式（14），（16）代入式（15a），化简得塑

性区半径 Rp为 
1

1

p

i

(1 )(2 ) (1 )(4 cos 2 )+2+
+1 1

2 +
1

Aq B q B B
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。(17) 

式（17）即为本节所建立的非静水压圆形巷道塑

性区半径的复变函数实用解答，具有求解过程清晰简

明、显式解析表达、易于计算分析等优点，方便在工

程中推广应用。值得注意的是，式（17）仅适用于类

椭圆形塑性区完全包围巷道洞周的情况，要求 <1 时

塑性区短轴 Rp(θ=90°)≥巷道半径 a， >1 时塑性区短轴

Rp(θ=0°)≥巷道半径 a，故此节所得解答的适用条件： 
当≤1 时， 
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当 >1 时， 
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3.3  对比验证 

魏悦广[4]基于理想弹−塑性模型和 MC 准则，建立

了非静水压圆形巷道塑性区半径的摄动解答。取文献

[4]中的巷道算例：① c=2.45 MPa，φ=30°，a=1 m，

q=13.1 MPa， ip =0 MPa，λ=1.125；② c=2.45 MPa，
φ=30°，a=1 m，q=24.5 MPa， ip =0 MPa， =1.2。
图 3 为两种方法所得巷道塑性区半径的对比，平均相

对误差（取绝对值）在 =1.125 时为 0.84%、在 =1.2
时为 1.36%，验证了所得复变函数实用解答的合理性。 

 
图 3 对比摄动解 

Fig. 3 Comparison with perturbed solution 

吕爱钟等[7]基于理想弹−塑性模型和 MC 准则，将

弹塑性交界处的应力连续条件按傅里叶级数展开并进

行傅里叶积分，获得了非静水压圆形巷道塑性区半径

的高精度复变函数解答。取文献[7]中的巷道算例：c=1 
MPa，φ=30°，a=2 m，q=15 MPa， ip =0 MPa，为

0.7，0.8，0.9。图 4 为本文与文献[7]的巷道塑性区半

径对比，平均相对误差（取绝对值）在为 0.7，0.8，
0.9 时分别为 5.75%，1.19%，0.54%，表明了所得复变

函数实用解答的正确性与良好精度。 

 

图 4 对比高精度复变函数解 

Fig. 4 Comparison with high-precision solution for complex  

variable function  

4  应用扩展 
4.1  扩展解答 

为更好描述围岩强度的峰后脆性下降和中间主应

力效应，采用图 5（a）中的弹−脆−塑性模型、图 5（b）
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中的统一强度理论分别替换 1～2 节中的理想弹−塑性

模型、MC 准则，以扩大上述复变函数实用解答的工

程应用范围。弹−脆−塑性围岩存在峰前屈服和峰后屈

服，对应峰前黏聚力 ci与峰前内摩擦角 φi、峰后黏聚

力 cr与峰后内摩擦角 φr。 

图 5 材料模型和统一强度理论 

Fig. 5 Material model and unified strength theory 

结合平面应变状态下 σ2=(σ1+σ3)/2 和以压应力为

正的统一强度理论，整理得围岩的峰前/峰后强度准则

为[6, 9] 

1 i 3 i

i
i

i

i i i i

 
2 (2 3 )sin

(2 )(1 sin )
( 1) cot

A B
b bA
b

B A c

 





 


    
  

  

，

，

，

         (19) 

1 r 3 r

r
r

r

r r r r

2 (2 3 )sin 
(2 )(1 sin )

( 1) cot

A B
b bA
b

B A c

 





 


    
  

  

，

，

。

        (20) 

式中：Ai，Bi，Ar，Br为方程系数；b为统一强度理论

参数，代表中间主应力 2 对围岩强度的影响程度，可

参照文献[9]中的方法确定取值，b=0 时为忽略中间主

应力的 MC 准则，0<b≤1 时为反映不同中间主应力效

应的系列强度准则。 
将式（2）代入式（19），（20），得由应力分量表

达的围岩峰前/峰后强度准则为 
2 2

i i i(1 ) ( ) 4 ( 1)( ) 2r r rA A B             ，(21) 

2 2
r r r(1 ) ( ) 4 ( 1)( ) 2r r rA A B             。 

(22) 
首先，对于弹−脆−塑性模型下的静水压圆形巷

道，围岩的弹性区应力为 

2
pi i
2

i

( 1)
1r

Rq A Bq
A r


 

  


 ，    (23a) 

2
pi i
2

i

( 1)
1

Rq A Bq
A r
 

  


 ，    (23b) 

0r   。                    (23c) 

依据式（13），（23）具有完全相同的应力分量，

求得系数 α为 

i i

i

( 1)
( 1)

q A B
q A


 




  。         (24) 

其次，通过平衡微分方程式（10）、围岩峰后强度

准则式（22）以及巷道洞壁处的应力边界条件，求得

弹−脆−塑性围岩的塑性区应力为 

r 1
p r r

i
r r

+
1 1

A

r
B Brp
A a A


        

 ，    (25a) 

r 1
p r r

r i
r r

+
1 1

AB BrA p
A a A

        
 ，  (25b) 

p 0r   。                 (25c) 

鉴于弹−脆−塑性围岩在弹塑性交界线处强度的

不连续，弹塑性交界线需区分内侧与外侧。弹塑性交

界线的内侧属于满足围岩峰后强度准则的塑性区，3
个应力分量由式（25）中 r=Rp获得，而弹塑性交界线

的外侧属于满足围岩峰前强度准则的塑性区，故弹塑

性交界线内侧与外侧的法线方向应力连续、切线方向

应力不连续，对应于径向正应力连续、切应力连续而

切向正应力发生突变[6]。 
因此，通过平衡微分方程式（10）、围岩峰前强度

准则式（21）以及弹塑性交界线内侧与外侧的径向正

应力连续、切应力连续，求得弹塑性交界线外侧的塑

性应力分量为 

r 1
pop r r

i
r r

+
1 1

A

r

RB B
p

A a A



  

      
 ，    (26a) 

r 1
pop r i r

i i i
r r

+
1 1

ARB AB
A p B

A a A


  
       

 ，(26b) 

op 0r   ，                      (26c) 

式中：上标 op 代表弹塑性交界线的外侧。 
最后，弹塑性交界线的外侧也是弹性区的内侧，

在此处 3 个应力分量均连续，即其弹性值式（9）与塑

性值式（26）相等，亦等同于 2 个应力分量相等、弹

性区一侧的应力满足围岩峰前强度准则：由式（9a）
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=式（26a）得式（27a）中的径向正应力连续、式（9c）
=式（26c）得式（27b）中的切应力连续，将式（9）
代入式（21）得式（27c）中的弹性区一侧应力满足围

岩峰前屈服。 

(1 )(1 ) (1 )(1 2 3 )
2 2
q q

             

r 1
pr r

i
r r

cos2 +
1 1

ARB Bp
A a A




  
      

， (27a) 

1 3 0     ，             (27b) 

 i i i icos 2 1 3 3 2 0q A A A B          ， (27c) 

联立式（27b），（27c）得系数 χ，β为 

i i

i i

2( 1)
( 1) cos2 1

B A
A q A





 

 
 ，   (28a) 

i i

i i

3 1
3( 1) cos 2 3( 1)

B A
A q A





 

 
 。  (28b) 

再将式（24），（28）代入式（27a），整理得塑性

区半径 Rp为 

r

1
1

i i r

i i r
p

r
i

r

(1 )(2 ) (1 )(4 cos 2 ) 2+
1 1 1

2 +
1

Aq B q B B
A A AR a

Bp
A

       
 

      
     

 。 

(29) 
式（29）即为本节所建立的非静水压圆形巷道塑

性区半径的复变函数扩展解答，综合考虑了围岩强度

的峰后脆性下降（弹−脆−塑性模型）和中间主应力效

应（统一强度理论），但保留了原实用解答的一切优

点，具有一定的理论意义与更广阔的应用潜力。需要

说明的是，式（17）为采用理想弹−塑性模型(c=cr=ci，

φ=φr=φi)和 MC 准则（b=0）时式（29）的特例，式（29）
还能退化为只表现围岩强度峰后脆性下降（弹−脆−塑
性模型、MC 准则）或围岩强度中间主应力效应（理

想弹−塑性模型、统一强度理论）的单因素扩展解答。 
同理，此节所得解答的适用条件如下： 

当≤1 时， 

r

1
1

i i r

i i r

r
i

r

(1 )(2 ) (1 )( 4 ) 2+
1 1 1

2 +
1

1
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Bp
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  
     

≥  ； (30a) 

当 >1 时， 

r

1
1

i i r

i i r

r
i

r

(1 )(2 ) (1 )(4 ) 2

1 
+

1 1 1

2 +
1

Aq B q B B
A A A

Bp
A

      
 

   
  
     

≥  。(30b) 

4.2  实测验证 

经纬[10]现场实测了淮南矿区某深埋巷道的松动

圈范围，围岩帮部、顶部和底板中部的实测松动圈深

度依次为 2.80，2.39，3.84 m。该深埋巷道的相关参

数：ci=5.58 MPa，cr=0.72 MPa，φi=φr=27.83°，a=2.95 
m（等效半径），q=21.86 MPa，pi=0.75 MPa， =0.8。
可见，围岩的黏聚力在峰后存在较大下降，符合弹−
脆−塑性模型。 

（1）应用基于理想弹−塑性模型(c=cr=ci，φ=φr=φi)
和 MC 准则（b=0）的式（17），所得塑性区半径为

3.15～3.53 m，围岩帮部、顶部和底板中部的计算塑

性区深度为 0.99，0.20，1.87 m，相比实测的松动圈

深度小些。 
（2）应用仅考虑围岩峰后强度脆性下降的单因素

扩展解答（式（29）、弹−脆−塑性模型、MC 准则即

b=0），所得塑性区半径为 5.64～6.75 m，围岩帮部、

顶部和底板中部的计算塑性区深度为 4.21，2.69，4.71 
m，相比实测的松动圈深度大些。 

（3）应用综合考虑围岩强度的峰后脆性下降（弹

−脆−塑性模型）和中间主应力效应（统一强度理论，

b=0.5）的式（29），所得塑性区半径为 5.25~6.02 m，

围岩帮部、顶部和底板中部的计算塑性区深度为 3.48，
2.30，3.95 m，此计算塑性区深度稍大于实测松动圈

深度而在其外围，符合深埋巷道的开挖扰动规律。 
（4）应用综合考虑围岩强度的峰后脆性下降（弹

−脆−塑性模型）和中间主应力效应（统一强度理论，

b=1）的式（29），所得塑性区半径为 4.47～5.22 m，

围岩帮部、顶部和底板中部的计算塑性区深度为 2.68，
1.52，3.12 m，略小于实测松动圈深度而不符合深埋

巷道的开挖扰动规律。 
上述深埋巷道的计算结果与实测数据对比表明，

需采用弹−脆−塑性模型并适当考虑围岩强度的中间

主应力效应（b=0.5）的式（29）才能获得较优解答，

而忽略中间主应力效应（b=0）或夸大中间主应力效

应（如 b=1）的计算都不理想，验证了所得复变函数

扩展解答的正确性和实用性。 

5  结    论 
（1）通过类比提出了非静水压圆形巷道弹性区应

力的简洁复变函数，继而结合围岩弹塑性交界线处的

应力边界条件，推导了具有显式解析表达的巷道塑性

区半径复变函数实用解答，大幅度精简了分析过程、

降低了求解难度，并得到文献摄动解和高精度复变函

数解的正确性与精度验证。 
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（2）采用弹−脆−塑性模型、统一强度理论描述

围岩强度的峰后脆性下降与中间主应力效应，建立了

工程应用潜力更广泛的非静水压圆形巷道塑性区半径

扩展解答，保留了原实用解答的所有优点，可退化为

原实用解答、单因素扩展解答，并与深埋巷道实测吻

合良好。 
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