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多孔介质弹性问题的单元微分法  
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摘  要：考虑 Biot 固结理论，建立了求解多孔介质中流体渗透与固体力学耦合问题的数值模型，并通过新型强形式有

限单元法（单元微分法）对该问题进行分析计算。相比于弱形式算法，单元微分法能够通过直接对控制方程进行离散，

不需要数值积分计算，因此该算法在对多场耦合问题进行求解时拥有较为简单的离散格式，且其计算系数矩阵时表现

出极高的效率。该数值算法使用的是有限元中的拉格朗日单元，与强形式的无网格法相比，能够获得相对更精确且更

稳定的计算结果。通过引入单元微分法以及隐式时间迭代格式，能够快速地计算出多孔介质耦合方程中各时间步的位

移及孔压值。选取两个经典的数值模型，一个是一维 Terzaghi 柱模型，另一个是二维饱和土带模型。针对这两个问题，

分别通过与解析解和有限元法结果相对比，验证了该算法的精度和稳定性。 
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Element differential method for poroelastic problems 
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Abstract: A numerical model for solving the coupling problem of fluid flow and solid mechanics in porous media is established 

based on the Biot's consolidation theory, and the numerical analysis and calculation are carried out by using a new strong-form 

finite element method (element differential method, EDM). By comparing with the weak-form methods, the control equation 

for poroelastic problems can be discretized directly by the element differential method without any numerical integration 

calculation. Therefore, the method has a relatively simple discrete format when solving the multi-field coupling problem, and it 

shows high efficiency when calculating the coefficient matrix. The numerical method uses the Lagrange element in the finite 

element method, which can obtain relatively accurate and stable results compared with the strong-form meshless method. By 

introducing the element differential method and the implicit time iteration scheme, the displacement and pore pressure of each 

time step in the porous media can be calculated directly. Two classical numerical models are selected, one is the 

one-dimensional Terzaghi column model, and the other is the two-dimensional saturated soil zone model. For these two 

problems, the accuracy and stability of the proposed are verified by comparing with the results of analytical solution and finite 

element method. 
Key words: Biot's consolidation theory; porous medium; element differential method; strong-form finite element method

0  引    言 
饱和多孔介质作为固液两相介质，其与单相介质

最显著的区别在于：饱和多孔介质中土体等固相的变

形与孔隙中水等液相的流动存在耦合现象。这类耦合

现象的力学行为表现为固体骨架和孔隙流体的相互作

用。为描述该现象的产生机理，Terzaghi[1]通过引入有

效应力原理，推导出一维固结问题的模型。基于

Terzaghi 的开创性工作，Biot[2-3]进一步推导出较为完

善的三维固结理论模型，并将该理论扩展到各项异性

的多孔介质问题中。Biot 固结理论作为广大学者争相

研究的经典理论，其理论体系具有显著的优势。但由

于该理论所得封闭形式的数值解并非总是可取的，因

此，涌现出多种多样的数值方法求解该理论。到目前

为止，这些数值方法包括有限单元法[4-6]、边界单元

法[7]、无网格法[8-9]等。 

─────── 

基金项目：国家自然科学基金项目（12072064） 
收稿日期：2022-08-19 
*通信作者（E-mail: xwgao@dlut.edu.cn） 

DOI：10.11779/CJGE20221022 
 



2404                         岩  土  工  程  学  报                                    2023 年 

基于加权余量法的弱形式算法通常拥有较高的精

度和可靠的稳定性，如上面提到的有限单元法(FEM)。
然而，在离散饱和多孔介质控制方程时，有限元法中

位移和孔压的插值函数必须满足 Babuska-Brezzi 条件

或 Zienkiewicz 等提出的分片试验[10]。由于存在这样

的限制，有限元法在求解该类问题时不能采用简单的

单元，并且在算法的编程上也较为复杂。边界单元法

（BEM）是只在定义域的边界上划分单元，采用满足

于控制方程的函数逼近边界条件的方式求解土体固结

问题。该方法所划分的单元数量少，且前期数据的处

理较为简单。考虑到多孔介质固结的控制微分方程是

由孔压作用的Navier方程与孔隙流体的流动方程耦合

组成的。因此，在采用 BEM 分析时，完成一个多孔

介质变形分析后，需单独求解瞬态孔隙流体的流动方

程。由于这类问题的出现，BEM 在求解分析时不仅需

要进行常规的曲面积分离散，而且还需对问题域内体

积进行离散，这极大的削弱了 BEM 求解的优势。基

于配点法的强形式算法具有更为简单的形式以及更高

的计算效率，如无网格法中的有限点法[11]、自由单元

法[12-13]等。但是，对于传统的配点法，尤其是基于散

点的无网格配点法的精度和稳定性很难保证。为了克

服以上配点法的缺陷，发展了大量基于单元的强形式

算法，如强形式有限元法[14-15]、节点梯度光滑有限元

配点法[16]等。近些年，高效伟等提出了一种求解二维

及三维问题的新型强形式有限单元法-单元微分法

（EDM）[17-18]。目前，该算法已经应用于求解静力学

问题、传热问题[19-20]、动力学问题[21]、压电问题[22]

等多种单场及耦合场问题中。单元微分法由于采用了

单元进行插值离散，相比于传统的配点法具有较高的

稳定性。而与有限元法相比，由于不需要数值积分，

EDM 在组集系统方程时的计算效率是十分高效和显

著的。关于计算效率的比较可见参考文献[23，24]，
本文不着重考虑算法计算效率的验证。 

针对以上提出的单元微分法的优点，本文将详细

地描述单元微分法的基本原理，并采用该算法求解一

维和二维饱和多孔介质固结问题。最终将所得计算结

果与解析解或有限元法进行分析比较，验证该算法的

适用性及有效性。 

1  Biot 多孔介质渗流理论 
1.1  控制方程 

饱和土作为一种典型的两相可变形多孔介质，其

结构主要为包含土体的固相，及其孔隙中的水等液体

的液相两个部分。当饱和土受到外界载荷作用下，土

骨架颗粒与孔隙中的液体会产生一定相互作用。Biot
固结理论便是从宏观的角度对这一相互作用进行模

拟。描述多孔介质的常见方程形式有 u-U-p，u-U，u-p

模型等，这里 u 为固体土骨架的位移，U 为孔隙流体

的绝对位移，p 为孔压。其中，u-p 方程形式简单，自

由度较少，因此在本文中选取 u-p 方程。 
考虑一个二维问题 2  ，土体的平衡方程可表

示为 

 0ij
i

jx


 


b


  。             (1) 

式中： ij 为总应力张量； ib 为体积力向量。根据

Terzaghi 的有效应力原理[25]，外部载荷所引起的总应

力张量可表示为 
 ijij ij' p     。           (2) 

式中： ij 为 Terzaghi 有效应力张量； 为 Biot 系数；

ij 为克罗内克符号；p 为孔隙压强。有效应力的本构

方程由胡克定律定义，在考虑孔隙压力的情况下引入

弹性本构关系，式（2）变化为 
 ij ijkl kl ij p   D   。        (3) 

式中： ijklD 为四阶本构张量，  
 ( )ijkl ij kl ik jl il jk        D  。  (4) 

式中： 和  为拉梅常数。 
剪切模量 G 与弹性模量 E、泊松比 的关系为

/ 2(1 )G E    。 
除此之外。式（3）中土体的应变与位移关系有如

下形式： 

 1
2
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ij

j ix x


 
     

uu   。        (5) 

式中： iu 为位移向量。 
将式（5）代入式（3），并考虑本构张量 ijklD 的对

称性可得 

 k
ij ijkl ij

l

u
p

x
 





 D   。       (6) 

将式（6）代入式（1），可得强形式的土体的平衡

方程为 

 0k
ijkl i

j l i

u p
x x x


  

    



D b  。  (7) 

孔隙流体在多孔介质中的流动遵循 Darcy 定律，

这实际上是一个动量方程。对于各向同性问题，若考

虑重力项，则 Darcy 定律表示为 

 fi i
i

pq g
x


 

    
  。       (8) 

式中： f 为流体密度； 为定义的迁移率系数，  

 
f





k   。                 (9) 

式中：k 为多孔介质的固有渗透率张量，对于各向同

性问题，其为一常数； f 为流体动力黏度。 
为了准确的模拟渗流现象，需要用到流体的质量
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守恒条件，其形式为[26] 

 1 0i i

i i

qp
M t t x x


   

       

u  。 (10) 

式中：M 为 Biot 模量，  

 
f s( )

1
c

M
c  




  。      (11) 

式中： 为孔隙率； fc 为流体体积压缩系数； sc 为固

体颗粒压缩系数。 
将式（8）代入式（10）可得 

f
1 0i

i
i i i

up p g
M t t x x x

  
      

             
。(12) 

则式（7），（12）为多孔弹性问题的耦合形式的控

制方程。除了以上控制方程，还需要考虑到具体问题

的边界条件及初始条件，从而可对该问题进行求解。 
1.2  边界条件与初始条件 

计算域  的边界可被描述为 u t    和

p q    ， tu   ， p q   。 u ， 

t p ， 和 q 为土骨架位移、总应力、孔隙水压力和

通量的边界。在相应的边界上，其边界条件和初始条

件如下： 
（1）位移边界条件 

 u( , ) ( , ), ,i iu t t Ttu    xx x 。 (13) 
（2）压力边界条件 

 t, ,iij j ttn T    x   。   (14) 
（3）水压边界条件 

 p( , ) ( , ), ,p t t tp T   x x x   。 (15) 

（4）流量边界条件 

 q, ,ii
i

qp n t T
x

 


    


x  。 (16) 

（5）初始条件 
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         (17) 

式中：T 为总计算时间。 

2  多孔介质问题的单元微分法格式 
2.1  单元微分法基本原理 

单元微分法作为一种强形式的有限元法，其基本

思想与一般强形式无网格法类似，即通过将形函数对

全局坐标的一阶及二阶导数直接代入控制方程与边界

条件中构造系统方程组。但和传统强形式的无网格法

不同的是，该算法基于有限元中的拉格朗日单元，而

非散点。因此，该算法不仅有简单的计算形式，而且

能够兼顾计算的稳定性。 
为了通过单元微分法求解以式（7），（12）为控制

方程的多孔介质渗流问题，首先需要将复杂的计算域进

行分片离散。与传统基于网格的算法类似，计算域 被

离散为一系列互不重叠的四边形或六面体有限单元 

 
te

1

,
n

e i j

e

j i   


     ，   。  (18) 

并且这些单元可以被映射到参数空间  ( )
e e e     

 1,1 d ，其中 d 为需要计算问题的维度， ten 为总的单

元数。对于域内的每一个单元，引入由n个互不相关

的试函数 ( )N x 构成的函数空间 h ，在该空间中找到

变量 ( )u x 的近似函数 ( )u x ，即 

 
1

( ) ( )
n

x N x uu 





   。         (19) 

式中：u 为未知系数。单元微分法一般采用拉格朗日

插值多项式 ( )iL  的张量积形式构造基函数（试函数），

其中  1,1   。对于二维问题，该插值形式可表示为 

 
1 1

( ) ( )
N N

i j
i j

N L L  
 

   。     (20) 

式中： N 一般取 3 即可满足计算需要。 
式（20）中一维拉格朗日插值形式如下所示： 

1,

( ) ( 1 , 1 1)
N

I
i

I I i i I

L i N
 

 
  


  

  ≤ ≤ 。(21) 

变量 ( )u x 关于局部坐标的 p 阶偏导数可对式（19）
微分得到 

 
1

( )pp n

p p uu N





 




 
  。    (22) 

式中：N 通常称为单元的形函数；n 为单元 e 内的

节点数量。 
由于在实际的问题中，计算域往往是不规则的。

为了能够计算该类问题，需要用到坐标转换技术，即

建立函数对整体坐标的导数与函数对参数坐标的导数

之间的关系。借助坐标转换技术便能够将不规则的计

算域映射到规则的参数坐标上。在近似空间 h 内，变

量对于全局坐标的一阶偏导数有 

1 1k
ik ik

i k i k k

Nu u
x

u u
x 


  

    
  

    
  J J 。(23) 

式中： J 为坐标变换的雅可比矩阵，其逆矩阵 1J 可

通过下式计算： 

 1 1 J J
J

  。         (24) 

式中：| |J 为雅克比矩阵的行列式； *J 为雅克比矩阵的

伴随矩阵，对于二维问题，其形式为 

 *

y y

x x
 

 

     
     

J   。        (25) 
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在强形式算法中，一般需要用到函数对全局坐标

的二阶导数。对式（23）再次微分运算，便可获得近

似函数对全局坐标的二阶导数的显式表达式为[27] 
2

1
ik

i j j k

u
x

u N
x x
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   
      
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J  

2 1
1 ik l
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k l l k j
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x
 



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
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   
 

      
 。

J
J  (26) 

式（26）中雅可比的逆矩阵关于局部坐标的偏导

数为 

 2

1 *
*1 1

l l l  

  
 

  
JJ J J

J J
 。  (27) 

式中： 
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               


                        

，

。

J

J
(29) 

利用上述的解析表达式，可以计算出形函数对全

局坐标的一阶及二阶导数。将这些导数代入控制方程

及边界条件中，可直接将其进行离散。利用以上公式，

可通过使用单元微分法对多孔介质弹性问题构造系统

方程组，从而进行求解计算。 
2.2  多孔介质问题的单元微分离散格式 

在单元微分法中，将模型中的点分为 3 种类型：

①处于单元内部的点，称为内部点，如图 1 中绿色点

所示；②处于单元边界的点，称为外部边界点，如图

1 中红色点所示；③处于单元界面上的节点，称为界

面点，如图 1 中蓝色点所示。需要注意的是，对于单

元的内部点，需要满足控制方程；而对于单元的边界

点则需要满足通量平衡条件。下面将对多孔介质渗流

问题的内部点和边界点控制方程进行讲述。 
（1）内部点控制方程 
对于多孔介质渗流问题，EDM 的内部点需要满足

控制方程式（7），（12）。对于均质问题，考虑控制方

程式（7），在近似空间 h 中引入变量 u 和 p 的近似函

数u和 p，并考虑式（23），（26），有 

 
2

0ijkl k i
j l i

N N
u p b

x x x
  

 
  

  
D  。  (30) 

 

图 1 EDM 的节点类型 

Fig. 1 Node types of EDM 

与此相似，式（12）的离散格式为 
 21 0 i

i i i i

iN Nbp u p
M t t x x x x

   
    

          
。(31) 

在不考虑重力的前提下，上两式的形式可表示为 

 


2

2

0

1 0

ijkl k
j l i

i
i i i

N N
u p

x x x

N Np u p
M t t x x x

  

  



 

 
  

   


              

，

。

D
 (32) 

（2）边界点控制方程 

在 EDM 的离散规则中，外部边界点需要满足通

量平衡边界条件（即式（14），（16））。将应力应变关

系式（3）代入式（14）中可得到 

 k
ijkl j i

l
i

u
n p

x
tn


 


D   。     (33) 

引入变量 u 和 p 的近似函数u和 p，并考虑式 
（23）有 

 ijkl j k i i
l

N
n p tu n

x
  


 


D   。   (34) 

同时，流量通量式（16）的离散格式为 

 i
i

N
n p q

x



 


  。        (35) 

而对处于单元界面上的节点，需要满足通量平衡

条件，界面平衡方程的形式为 

 f

1 1

( )
( ) ( ) ( ) 0

j

N M
f

ijkl k i
e f l

N
n u pn

x
  

 

 
   

 D


   ，(36) 

 
1 1

( )
( ) ( ) 0

N M
f

i
e f i

N
n p

x
 

 


 




    。   (37) 

式中：N 为该点所在单元数；M 为该点所在单元面数；

e 为单元号；f 为单元面号。 
（3）系统方程组与时间积分方案 
对单元内部点和单元边界点，考虑式（32），（34），

（35），可定义统一变量  ;U u p ，能够得到多孔介质

渗流问题最终的系统方程组为 
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 CU KU f    。        (38) 
对于该一阶时间导数的方程，其瞬态项可利用以

下隐式差分格式代替，其形式为 

 ( ) ( ) ( )U t U t U t t
t t

   


 
  。     (39) 

式中： t 为时间步长。 
将式（39）代入式（38），则式（38）可转化为 

 ( ) ( ) ( ) ( )C CU t U t t KU t f t
t t

    
 

。(40) 

将式（40）化简之后可得 

1 1( ) ( )C K U t f CU t t
t t

        
。(41) 

可将式（41）改写为 
 AU b   。             (42) 

只要给定U 的初始值，便可以通过以上的时间迭

代方式计算出每一步的位移和孔压结果。 

3  数值算例 
通过本文上述所推导的公式，我们将其编写成相应

的 Fortran程序，并通过下面两个多孔介质固结问题的算

例分析计算以验证单元微分法在求解该问题中的正确

性。 
3.1  Terzaghi 柱 

Terzaghi 柱是一个单位宽度为 A,高度为 6A 的饱和

流体圆柱，在其柱顶部施加恒定的荷载 0 ，并假定开始

时的时间为 0t 时刻。取模型的左上角顶点为坐标轴的原

点，y 轴竖直向下。如图 2（a）中所示。圆柱体的顶部

边界可自由移动且透水，流体可以通过上部边界离开模

型区域，而模型的底部边界为固定边界且不透水。在经

历无限长时间后模型顶部边界移动至图 2（b）所示状态。 

 
图 2 Terzaghi 柱模型图及网格划分图 

Fig. 2 Terzaghi column model and grid division 

在该数值模拟中，柱体为砂岩均质柱，取单位宽度

A=1 m，并规定顶部最高荷载 6
0 10 Pa  。柱体材料采

用贝雷砂岩，其材料属性列于表 1 中。孔隙中流体密度

为 31000 Kg/m ，动力黏度为 0.001 Pa s   ，以及其压

缩系数为 10 1
f 3.030303 10 Pac    。本文运用单元微分

法求解该问题，采用二阶拉格朗日单元，网格划分情况

如图 2（c）中所示。它是由 600 个单元以及 2541 个节

点组成。仿真所采用的时间步长 1 st  。 
表 1 贝雷砂岩的材料属性参数 

Table 1 Material property parameters of Berea sandstone 
属性 符号 值 单位 

剪切模量 G  96 10  Pa  
孔隙率   0.19   
泊松比   0.2   

固体颗粒压缩系数 sC  112.777777 10
  1Pa  

Biot 系数   0.777778   
渗透率 k 151.9 10  2m  

该问题可简化为沿 y 方向的一维问题。对于该问

题，其孔隙压力 p 解析解的形式为[26] 

2 2 *
*

π
0

1,3,

4 πs( , ) in e
π 2

m t

m

mp y yt
m

 






 
 
 

 


。(43) 

式中： 
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(
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 
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
  



 
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



 

，

，

     (44) 

 * * 2/ / 64y L ct Ly t L A  ， ，  。 (45) 
为了证明单元微分法的精度，对于该问题，分别

采用单元微分法和解析计算求解孔隙压力的值，并将

结果进行比较。首先比较模型底部节点的孔压计算结

果。经过计算，得出两种不同方法求解所得模型底部

边界上一点的孔压 p 随时间变化曲线，如图 3 中所示。 

 
图 3 柱底孔隙压力随时间变化情况图 

Fig. 3 Variation of pore pressure at bottom of column with time 

从图 3 可以看出，单元微分法在求解该问题时，能

够取得较为满意的结果，EDM 求解所得孔压随时间变

化曲线与解析解曲线基本吻合。为了更为直观的了解

EDM 求解该问题的误差，下面将给出相应的相对误差

曲线，如图 4 所示。 
在图 4 中可以较为清晰的看出，EDM 在求解该问

题时产生的最大相对误差为 0.25%。在时间步迭代的前
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1000 s 内，相对误差不到 0.1%。但随着迭代不断地向

前推进，出现相对误差不断增大的情况，这是由于时间

迭代所产生的误差。  

 
图 4 相对误差曲线图 

Fig. 4 Relative error curve 

下面还相应的给出了模型左侧边界上各节点在不

同时刻下的孔压曲线，如图 5 中所示。在图 5 中选取了

100，500，1000，2000，4000 s5 个时刻分析不同深度

下相对应的孔隙压力值，均得到与解析解极其近似的结 
果。可以证明该算法在求解这类问题时的精度较高。 

 
图 5 柱体不同深度下的孔压曲线 

Fig. 5 Pore pressure curves of column at different depths 
3.2  二维土带 

在第二个算例中，考虑计算一个二维的饱和均质

土带在均布荷载作用下的固结情况，模型示意如图 6
（a）中所示。条带几何参数为 H=5 m，B=10 m。在

模型的顶部施加宽度 2 mC  的阶跃荷载 0 。假定模

型处在平面应变的条件下，选取单位厚度的土。由于

模型的对称性，只取模型的一半作为计算对象，如图

6（b）中所示。  
在数值模拟中，模型仅顶部边界可透水，其他边

界均为不透水边界。模型左右两侧垂直边界约束其水

平位移，底部边界完全固定。考虑孔隙内流体为可压

缩的，而固体骨架不可压缩。其主要材料属性参数列

于表 2 中。选取时间步长为 0.01 s，共 50 步，终止时

间为 0.5 s。采用单元微分法与有限元法分别求解该问

题，EDM 采用的单元类型为 9 节点二阶拉格朗日单

元，FEM 采用 8 节点 serendipity 单元。网格划分情况

如图 7 中所示。模型通过 EDM 格式离散为 2500 个单

元，以及 10201 个节点。而有限元离散为 2500 个单元，

以及 7701 个节点。 

图 6 饱和均质土带 

Fig. 6 Saturated homogeneous soil zone 

表 2 饱和土带的材料属性 

Table 2 Material parameters of saturated soil zone 
属性 符号 值 单位 

弹性模量 E  71 10  2N/m  
泊松比   0.2   

流体体积弹性系数 fK  93.3 10  Pa  

迁移率系数   71 10  4m /(N s)  

孔隙率   0.2   
Biot 系数   1  

 
图 7 饱和土带网格划分情况图 

Fig. 7 Grid division of saturated soil zone 

首先，分别用两种方法计算出模型对称线上的各

节点在不同时刻的竖向位移 yu 值，计算结果在图 8 中

所示。由于该问题并没有解析解，选择较为可靠的有

限单元法作为参考，能够较为清晰的比较单元微分法

的计算精度（该问题中的 FEM 是与 EDM 在同一程序

框架下编程所得）。通过图 8 可以看出，EDM 与 FEM
计算结果曲线吻合程度较好，两者所得结果非常接近。 

接下来，同样使用这两种数值算法计算出对称线

上各节点在不同时刻的孔隙压力值，如图 9 所示。可

以看到，不管选取的是哪一时刻，单元微分法计算的

孔压结果与有限元法的计算结果吻合很好。为了更为

清晰的了解模型的孔压变化情况，将两种的方法计算

所得 0.5 s 时刻的孔压云图示意于图 10 中，图 10（a）
为单元微分法计算结果云图，图 10（b）为有限元法
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的结果云图，两者结果基本一致。 

 

图 8 饱和土带对称线上节点不同时刻的竖向位移图 

Fig. 8 Vertical displacements of symmetrical line nodes on  

saturated soil zone at different time 

 
图 9 饱和土带对称线上节点在不同时刻的孔压图 

Fig. 9 Pore pressures of symmetrical line nodes in saturated soil  

zone at different time 

 
图 10 饱和土带在 0.5 s 时刻的孔隙压力云图 

Fig. 10 Cloud chart of pore pressure of saturated soil zone at 0.5 s  

 

4  结    语 
在本文中，给出了计算多孔介质弹性问题的单元

微分法。该算法是一种强形式算法，在计算时不需要

进行数值积分，因此非常适用于此类多物理场耦合问

题的求解。本文考虑 Biot 固结理论，给出多孔介质流

体流动与固体变形的耦合控制方程，并引入单元微分

法，对该耦合形式的控制方程进行强形式离散求解。

在计算过程中可以看出，通过直接将形函数关于全局

坐标的一阶导数二阶导数的显式表达式直接带入到耦

合形式的方程中，可直接得到离散后的控制方程，不

需要用到传统有限元法中的积分处理。在时域内，通

过 2.2 节所述的时间积分方案，计算出每一时间步所

需的位移及孔压结果。在本文中，使用单元微分法，

针对两个典型的多孔介质流固耦合问题进行计算，并

将结果分别与解析解和有限元解的结果进行比较。从

结果中可以看出，单元微分法在多孔介质耦合问题中

的计算结果和解析解以及有限元解吻合的非常好，证

明了该算法在求解该类问题时的计算精度和稳定性。 
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