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摘  要：倾斜荷载下成层地基中桩柱式桥墩受力变形分析极为复杂。考虑土体塑性屈服特性，提出改进的 Pasternak 地

基模型，结合 Timoshenko 梁理论，综合考虑桩身剪切变形、“P–Δ 效应”、桩身轴力分布等影响，分别建立桩柱式

桥墩自由段、弹性段、塑性段水平位移控制微分方程，继而引入 Laplace 正逆变换和矩阵传递法，获得倾斜荷载下成

层地基中桩柱式桥墩位移与内力的半解析解。并探讨分析桩、土剪切刚度及地基成层性等因素的影响，结果表明：不

同长径比下，增大桩身剪切刚度会增大桩身水平位移，但会减小桩身最大弯矩，且桩身剪切刚度的影响在长径比等于 5
左右达到最大；而土体剪切刚度对桩身水平位移与最大弯矩均有明显减弱作用，与“P–Δ 效应”的影响相反；成层地

基中，近地表土层强度对桩身水平位移和弯矩影响最大，增大上部土层强度会显著减小桩身水平位移和弯矩。 
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Behaviors of pile-column piers based on modified pasternak foundation model 

ZHANG Ling1, 2, 3, YUE Shao1, 2, 3, ZHAO Ming-hua1, 2, 3, PENG Wen-zhe1, 2, 3 
(1. College of Civil Engineering, Hunan University, Changsha 410082, China; 2. Key Laboratory of Building Safety and Energy Efficiency 

of the Ministry of Education, Hunan University, Changsha 410082, China; 3. National International Joint Research Center for Building 

Safety and Environment, Hunan University, Changsha 410082, China) 

Abstract: The analysis of behaviors of pile-column piers in layered soils under inclined loads is extremely complicated. An 

improved Pasternak foundation reaction model considering the plastic yield characteristics of soils is proposed. Considering the 

influences of ‘P-Δ effect’, shear deformation and axial force distribution of piles, the governing equations for displacements of 

free section, elastic section and plastic section of the pile-column pier are respectively established based on the Timoshenko 

beam theory. Then, the semi-analytical solutions to the internal forces and deformations of the pier in the layered foundation 

under inclined loads are obtained by using the Laplace transform and the matrix transfer method. On this basis, the influences of 

shear stiffnesses and foundation stratification are discussed and analyzed in a parametric study. It can be concluded as follows: 

(1) For the cases with different length-diameter ratios, the horizontal displacement of the piles increases with the increasing 

shear stiffness of the piles, but the tendency is opposite for the results of bending moment, and the influences of shear stiffness 

reaches the maximum when the length-diameter ratio reaches approximately 5. (2) Unlike the influences of the ‘P – Δ effect’, 

the shear modulus of the soils significantly inhibits the horizontal displacement and the bending moment of the piles. (3) In a 

multi-layer foundation, the strength of upper soil layers has the greatest influences on the horizontal displacement and the 

bending moment of the piles, and increasing their strength will significantly reduce the horizontal displacement and bending 

moment.  
Key words: pile-column pier; modified Pasternak foundation model; Timoshenko beam; matrix transfer method

0  引    言 
随着中国交通基础设施建设的迅猛发展，桩柱式

桥墩结构在桥梁工程中广泛应用。倾斜荷载下成层地

基中桩柱式桥墩结构受力变形分析相当复杂，不能简

单套用常规的桥梁基桩内力与变形计算方法，为此，
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国内外不少学者对此展开了研究。例如，赵明华[1]假

定地基反力沿深度线性增加，得到了倾斜荷载下桩身

响应的幂级数解；张玲等[2]引入虚拟土层概念，基于

Winkler 地基梁理论，推导出倾斜荷载下成层地基中桩

柱式桥墩传递矩阵法；赵明华等[3-4]分别采用有限杆单

元法、有限差分法对陡坡段桥梁基桩、双桩进行了研

究。但上述分析均假定地基反力与位移线性相关，适

用于桩身水平位移较小的情况。戴国亮等[5]、张小玲

等[6]、俞剑等[7]、黄茂松等[8]基于 p–y 曲线法，假定

地基反力与位移非线性相关，对水平荷载下基桩的承

载特性进行了研究，但仍存在些许不足，例如对于不

同场地条件参数相差较大，且计算复杂，适用性受限。

Guo[9]、Zhang 等[10]基于 p-y 曲线法，引入理想弹塑性

模型，简化桩周土参数取值，获得了水平荷载下桩身

响应的解析解；张磊等[11]、竺明星等[12]基于地基反力

的三参数模型，考虑土体屈服，分别得到了水平荷载

及倾斜荷载作用下桩身响应的半解析解。上述方法均

将桩简化为 Euler–Bernoulli 梁（下文简称 EB 梁），地

基采用弹性地基模型。虽概念明确、求解过程简单，

但未考虑桩、土剪切刚度的影响。然而对于长径比（桩

长/桩径）较小或置于剪切刚度较大土层中的桩，基于

EB 梁理论得到的基桩内力与位移结果偏差较大[13-16]。 
相较于 EB 梁理论，Timoshenko 梁理论可考虑横

截面上的剪切作用，故而适用于长径比小的基桩的受

力变形分析。Gupta 等[13]曾得出 Timoshenko 梁理论较

刚性梁理论或 EB 梁理论更适于水平受荷桩受力变形

分析的结论，尤其是对于桩身截面空心的情况。另一

方面，Pasternak 双参数地基模型可模拟土体剪切作

用，赵明华等[15]曾分析指出 Pasternak 地基模型计算精

度高于 Winkler 地基模型。梁发云等[16]、赵明华等[15]

基于 Pasternak 地基模型，提出了考虑土体剪切作用的

水平受荷桩、陡坡段桥梁基桩的受力变形分析方法。 
鉴于此，本文拟在前人研究的基础上，基于

Pasternak 地基模型与 Timoshenko 梁理论，提出一种

可考虑桩、土剪切刚度影响的倾斜荷载下成层地基中

桩柱式桥墩内力与变形计算半解析解，以期能为桩柱

式桥墩的设计计算提供参考。 

1  计算模型及基本方程的建立 
如图 1 所示，长 L 的桩柱式结构入土深度为 Lp，

地面或局部冲刷线以上自由段长度为 L1+L2，距地面

L2处柱身截面发生变化。柱顶作用有水平荷载 Q0、竖

向荷载 V0 以及弯矩 M0，同时设柱顶轴中心处为坐标

原点 O，沿深度方向为 z 轴，水平方向为 x 轴。将地

面或局部冲刷线以上自由段视为置于不提供抗力的虚

拟土层中（图 1）。 

 

图 1 桩柱式桥墩计算模型示意图 

Fig. 1 Model for pile-column bridge pier 

1.1  微分单元平衡方程 

取图 2 所示微段 dz 进行分析，根据水平向的静力

平衡条件并略去二阶微分项可得[1] 
d ( ) ( ) 0

d
Q z p z D

z
    ，          (1) 

d ( ) d( ) ( )
d d

M z xQ z V z
z z

    ，       (2) 

式中，p(z)为桩侧土抗力，D 为桩的计算宽度[17]。M(z)，
Q(z)和 V(z)分别为 z 深度处桩身弯矩、剪力和轴力，

以图 2 所示的方向为正。 

 
图 2 桩体单元受力分析示意图 

Fig. 2 Analysis of element of pile 

1.2  桩侧土抗力计算 

桩侧土抗力 p(z)计算模型见图 3，即在弹性区采

用 Pasternak 双参数地基模型以考虑土体剪切作用的

影响；而当桩侧水平位移达到土的屈服位移 xs后，土

体进入塑性变形状态。则弹性区土反力 p(z)与水平位

移 x(z)之间的关系如下[16]： 
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2

s s 2

d ( )( ) ( )
dz
x zp z k x z G    ，       (3) 

式中，ks为地基反力系数，Gs为地基土的剪切模量。 

 
图 3 桩侧土抗力计算模型 

Fig. 3 Model for subgrade reaction 

考虑地基反力系数沿深度的非线性增加，即[12] 
0

s 0( )nk m z z    ，             (4) 

式中，m 为比例系数；z0 为地面处当量深度，可由地

表（z=0）处的桩侧土抗力 pz=0反算得到，n0为指数，

m 和 n0均可通过实测或经验确定。 
Gs可用 Tanahashi[18]提出的经验公式确定： 

s
s

s6(1 )
E tG





  ，            (5) 

式中，Es，vs，t 分别为地基土的弹性模量、泊松比和

剪切层厚度。Yao 等[19]基于数值模拟认为水平受荷桩

影响范围约为 11dp（dp 为桩径），本文将此范围近似

作为地基土的剪切层厚度，即 t =11dp。实际上地基土

剪切层厚度与土的性质有关，本文对此不作深入讨论。 
当土体达到屈服位移 xs时，p(z)达到其极限值 pu：  

u s( ) ( )p z p x   。             (6) 

小直径桩对应土体屈服位移 xs确定方法如下[10]： 
p

s
c p

3 80,
20 ,
d

x
d

 


砂土

黏土
  ，          (7) 

式中， c 为应变，Matlock[20]建议 c =0.005～0.020。 
大直径桩对应土体屈服位移 xs通常取 0.1dp

[21]。 
1.3  桩身内力与位移关系 

为考虑桩身剪切变形的影响，引入 Timoshenko
梁理论，桩身位移与内力满足以下关系[13]： 

d
d
x
z

     ，               (8) 

p p p p p p
d( )
d
xQ z k G A k G A
z

     
 

  ， (9) 

p p
d( )
d

M z E I
z


    。            (10) 

式中  Ap为桩的横截面积；Gp为桩的剪切模量，Gp = 
Ep/2(1+vp)；Ep，vp分别为桩的弹性模量和泊松比；φ，
θ 分别为桩的转角和剪切角；kp为 Timoshenko 剪切系

数，取决于桩横截面形状 [22]，对圆形截面：kp = 
6(1+vp)/(7+6vp)，空心圆管截面：kp = 2(1+vp)/(4+3vp)；

EpIp和 kpGpAp分别代表桩的弯曲刚度和剪切刚度。 
1.4  变形控制微分方程 

（1）弹性区 
式（3）结合式（9），（10），代入式（1），（2）

可得 

 
2

p p p s s 2
d d ( ) d ( )
d d d

x z x zk G A k x z G D
z z z


            

，(11) 

p p p p p
d ( ) d d d ( )( )

d d d d
x z x zk G A E I V z

z z z z
            

。(12) 

对式（11），（12）求导，联立整理后可得弹性

区桩身水平位移控制微分方程为 
4 2

s p p s p p p
4 2

p p p s p p

p p p

p p p s p p

d ( ) d ( )
d ( ) d

d d ( )( )
( ) d d

k D E I G D k G Ax z x z
z k G A G D E I z

k G A x zV z
k G A G D E I z z

  
 



     

 

s p p p

p p p s p p

( ) 0
( )

k D k G A
x z

k G A G D E I





 。   (13) 

（2）塑性区 
式（7）结合式（9）代入式（1）可得 

p p p u
d d ( ) ( )
d d

x zk G A p z D
z z

       
 。  (14) 

对式（14）求导，联立式（12）整理可得塑性区

桩身水平位移控制微分方程： 
24

u
4 2

p p p p p

d ( )d ( ) 1 d d ( )( )
d d d d

p zx z x z DV z
z E I z z k G A z

     
 

u

p p

( )
0

p z D
E I

   。             (15) 

（3）虚拟土层 
由于虚拟土层不提供水平和竖向抗力，可视为 p(z) 

= 0 的特殊情况，式（15）中，取 pu(z) = 0，简化后得 
4

4
p p

d ( ) 1 d d ( )( ) 0
d d d
x z x zV z
z E I z z

    
  。   (16) 

2  受力变形分析传递矩阵法 
式（13），（15）为变系数四阶齐次线性微分方程，

难以直接求解，为此，本文通过离散桩柱结构，结合

矩阵传递法，以期获得半解析解。如图 1 所示，根据

截面突变以及土层分界面先将桩柱结构分成 nm段，然

后再根据计算精度进一步细分，例如将桩身位于第 i
层土的部分划分 ni段，每段长为 Li /ni。共计 n 段。选

取任意第 i 层土第 j 小段进行分析计算，并建立局部

坐标系。下文分析时下标 e，u 分别表示弹性区与塑性

区；j0，j1分别表示第 j 小段的顶部与端部。 
2.1  弹性区（第 i 层土，第 j 小段） 

由式（8），（10），（2），（1）可得 
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 

 
 

 
 

e ,
e , e ,

p pe , pe ,

d 1
d

i j
i j i j

i j i j

x
Q

z k G A
    ，  (17) 

 

   
 

e ,
e ,

pe , pe ,

d 1
d

i j
i j

i j i j

M
z E I


    ，       (18) 

 

 
   

 

 
 

e , e ,
e , e , e ,

p pe , pe ,

d
1

d
i j i j

i j i j i j
i j i j

M V
V Q

z k G A


 
    
 
 

，(19) 

 

 

   

   
 

p p se , pe , e ,
e ,

p p se , pe , e ,

dQ

d
ii j i j i j

i j
ii j i j i j

k G A k D
x

z k G A G D


 


 

   

     
 

p p spe , pe ,
e ,

p p s ppe , e , pe ,( )
ii j i j

i j
ii j i j i j

k G A G D
M

k G A G D E I




  ， (20) 

其中竖向力满足： 

 

1 1

0 pk k p ke ,
k 1 k 1

( )
i i

i ii jV z V A L A z L
 

 

        
  

   

1 1

k pk k p k
k 1 k 1

i i

i iU L U z L 
 

 

 
  

 
    。  (21) 

式中  i 为桩身混凝土有效重度；Apk，Upk，Lk 分别

为第 k 层土对应的桩身面积、周长及长度；τi 为第 i
层土对应的桩侧摩阻力，当位于虚拟土层时，τi=0[2]。 

假定每一小段上地基反力系数 ksi为常数，ksi由积

分中值定理确定： 

 

 e , 0
0

e , 1
s 0( ) di j

i j

z ni
i iz

i

nk m z z z
L

   

   
0 01 1

0 0e , 1 e , 0

0 0

( ) ( )

1 1

n n
i j i ji

i
i

z z z znm
L n n

   
   

   
  。 (22) 

为便于表示，将下式下标 e(i，j)简化为 e，式（17）～
（20）写成矩阵形式得 

e
e e

e

d
dz


S A S   ，             (23) 

式中，Se = [xe  φe  Me  Qe  1]T，矩阵 Ae表示如下： 

e

e

e e

e e

0 1 0
0 0 0
0 0

0 0

e

C
R

V H
K B

 
 
 
 
 
 

A   ，       (24) 

式中  e p p pe1/( )C k G A ； e p pe1/( )R E I  ； 

e p p peK k G A  s e p p pe s e p p pe s e/ /( )i i ik D k G A k D k G A G D  ； 

eB  p p pe s e

p p pe s e p pe( )
i

i

k G A G D
k G A G D E I




； e e p p pe1 /( )H V k G A  。 

对式（23）进行 Laplace 变换，可得 

e1 e1 e e1 e0s  F A F F   ，          (25) 

式中，Fe(se)=L[Se(ze)]，下标 0，1 表示每小段的顶部

和端部；L 表示 Laplace 变换，se为 Laplace 变换后的

自变量。 

对式（25）进行移项、左乘得 
1

e1 e e e0( )s  F E A F   ，        (26) 
式中， E为单位矩阵。 

对式（26）进行 Laplace 逆变换可得 

e1 e e0S U S   ，             (27) 
即 
   T T

e1 e1 e1 e1 e e0 e0 e0 e01 1x M Q x M Q  ，U
  (28) 

式中，Ue=L-1[(Ese-Ae)-1]，L-1表示 Laplace 逆变换。设： 

1 e e e e e e e e e
2

e e4 ( )( )K R H C V B H C K R V     ；

2 e e e e e e 1( ) / 2B H C K R V    ；

3 e e e e e e 1( ) / 2B H C K R V    ； 21 ecosh( )z  ；

32 ecosh( )z  ； 23 ehs n ( )i z  ； 34 ehs n ( )i z  ，

可得弹性段传递系数矩阵 Ue： 
11 12 13 14

21 22 23 24

e 31 32 33 34

41 42 43 44

0
0
0
0

0 0 0 0 1

a a a a
a a a a
a a a a
a a a a

 
 
 
 
 
 
  

U   。      (29) 

式中  1 211 e e e e e2 e 11( ) / 2 ( )( ) /(2 )B H C K Va R         ； 

3 412 2 3 23 4 3( ) / 2 )/(/ /a             

e e e e e e e e e 1/(2 )( 2 )B H C K R V B C V    ； 

13 e e e 1 12( )( /)B C Ra      ； 

14 e 342 4 23 33( )/ / // 2 )/(a C             
2

e e e e e e e e e e 1( 2 ) /( )2B C H C K H R C R V    ； 

3 421 e e e 2 3 1/( ) //H Ra K      ； 

22 e e e e e 12 1 e1 2( ) / 2 )( /)( (2 )B H C K Ra V       ； 

323 e 2 3 e 2 3 e e4 3 4( )// / /2 ( )(/RR B Ha          

e e e e 1) / 2C K R V  ； 

24 e 11 2e ( ) /a H R     ； 31 e 11 2e ( ) /a H K     ； 

3 4 3 432 e 2 3 2 3 e e( ) / 2/ / / /( )(2V H Ka              
2

e e e e e e e 1e ) / 2B H V C K V R V   ； 

33 e e e e e 12 1 e1 2( ) / 2 ( )( ) /(2 )B H C K R Va         ； 

34 e 2 3 43 1( ) /a H      ； 

341 e 2 3 e 2 3 e e4 3 4( ) // / /2 ( )/ (KK B Ha          

e e e e 1) /( )2C K R V  ； 

42 e e e 1 12( )( ) /Va K B      ； 
2

3 4 3 443 e 2 3 2 3 ee( ) // / /2 ( )/ (B Ba H         

e e e e e e e e 12 ) / 2B C K K R B R V   ； 

1 244 e e e e e2 e 11( ) / 2 ( )( ) /(2 )B H C K Va R         。 
2.2  塑性区（第 i 层土，第 j 小段） 

由式（1）可得 
 

 
     

u ,
u , u , u ,

u ,

d
( )

d
i j

i j i j i j
i j

Q
p z D

z
   ，    (30) 
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此时将式（17）～（19）下标 e 改为 u，联合式

（30）写成矩阵形式得 
 

 
     

u ,
u , u , u ,

u ,

d

d
i j

i j i j i j
i jz

 
S

A S f   。   (31) 

式 中            

T

u , u , u , u , u ,i j i j i j i j i jx M Q   S ；

 u ,i j f  

T

u ,0 0 0 i jp 
  ；同弹性区，为便于表示，

将下式下标 u(i,j)简化为 u，矩阵 Au表示如下： 
u

u
u

u u

0 1 0
0 0 0
0 0
0 0 0 0

C
R

V H

 
 
 
 
 
 

A   。        (32) 

式中  u p p pu1/( )C k G A ； u p pu1/( )R E I  ； u u1 /H V   

p p pu( )k G A 。 

对式（32）进行 Laplace 变换，可得 

u1 u1 u u1 u0 us   F A F F P   ，       (33) 
式中，  u u u u( ) ( )s L zF S ；  u u u u( ) ( )s L zP f 。 

对式（33）进行移项、左乘得 
1 1

u1 u u u0 u u u1( ) ( )s s P    F E A F E A  。 (34) 

对式（34）进行 Laplace 逆变换可得 
u1 u u0 u S T S W   。          (35) 

式中  1 1
u u u( )L s    T E A ； 1 1

u u u u( )L s    W E A f 。 

设： 1 u u ucos( )R V z  ； 2 u u usi (n )R V z  ，则： 

u u 22 1
u u

u uu u u u

u u 1
1 2

u u u

u u 2
2 1

u u u

3/ 2

11

(1 )0

0

0 0 0 1

VR
H H

C z
V R V

H
V

V

V

R
V

V
H

R R

 


 


 

  
  

  
 
 
 
 
 
 
 
 












T
，(36) 

2

2

3 /2 3/ 2

u u u u 1
u u

u u u

u 2
u u u

u u u u u

u 1
u

u u

u u

( ) ( 1)
2

(1 )

H C V Hp z
V R V

p H R
R V R V

z

H
p

R V
p z







  
  

 
 

  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 












W
  。   (37) 

联合式（36），（37），可得塑性段传递系数矩阵Uu： 
         
         
         
         

u u u u u

u u u u u

u u u u u u

u u u u u

1,1 1, 2 1,3 1, 4 1,1
2,1 2,2 2,3 2,4 2,1
3,1 3,2 3,3 3,4 3,1
4,1 4,2 4,3 4,4 4,1
0 0 0 0 1

 
 
 
 
 
 
  

T T T T W
T T T T W

U T T T T W
T T T T W

，(38) 

式中， uT （n，m）， uW （n，m）分别表示矩阵 uT ， uW
的第 n 行，第 m 列元素。 

结合式（35），（38），可得塑性段传递矩阵表达式： 

u1 u u0S U S   ，            (39) 

即 

   T T
u1 u1 u1 u1 u u0 u0 u0 u01 1x M Q x M Q  。U

  (40) 
2.3  虚拟土层 

对于虚拟土层，由于 pu = 0， uW =[0 0 0 0]-1，式

（39）简化为 

     
'

u , 1 u , u , 0i j i j i jS U S   ，         (41) 

式中，
 

       
       
       
       

u u u u

u u u u
'
u , u u u u

u u u u

1,1 1,2 1,3 1,4 0
2,1 2, 2 2,3 2, 4 0
3,1 3, 2 3,3 3, 4 0
4,1 4, 2 4,3 4, 4 0
0 0 0 0 1

i j

 
 
 
 
 
 
  

T T T T
T T T T

U T T T T
T T T T

。 

综合式（31），（39）和式（41）即可得桩身任意

点 ξ 的矩阵传递方程： 

2 1 0    S U U U U S    。     (42) 
式中  当点 κ（κ=1,2,…, ξ）位于弹性区时， U 取 eU
计算；塑性区时， U 取 uU 计算；虚拟土层时， U 取

uU 计算。 0S = [x0  φ0  M0  Q0  1]， S = [xξ  φξ  
Mξ  Qξ  1]。当 ξ=n 时，即为整个完整桩柱结构响应。 
2.4  边界条件 

式（42）共有 8 个未知量，对于此 5 阶矩阵而言

能解出其中 4 个未知量，另外 4 个需借助边界条件确

定。边界条件可分为如下 4 种： 

0 0

0 0

n n

n n

      
0 0           

0         
        

M M Q Q
x
M Q Q
x M Q





  


  


  
  

， 桩顶自由

， 桩顶固定

， 桩端自由

， 桩端嵌固

  。  (43) 

将实际的荷载与边界条件代入式（42）求解可得

0S ，再将 0S 代入式（42）求解可得桩柱式结构任意

点的位移和内力。因求解前塑性区未知，需进行反复

迭代计算直至误差在允许范围内。具体计算过程如下： 
（1）第一步（k=1），假定桩侧土体均未达到其

屈服位移，所有计算单元按弹性解答求解得到各点水

平位移 xξ,k=1； 
（2）将每段的 xξ（ξ=1,2,…,n）依次与 xs比较，

若 xξ ≥xs，则在第二步（k=2）迭代计算时对应计算

单元段采用塑性解答（ uU ），否则仍按弹性解答

（ eU ），再结合式（42）计算得到 k=2 时各点水平位

移 xξ,k=2； 
（3）重复上述步骤②，直到第 k+1 迭代步的任

意点水平位移 xξ,k+1与第 k步相应点水平位移 xξ,k满足： 

,k 1 ,k

,k

x x
x

 



 
≤   ，          (44) 

迭代停止，其中 为收敛误差，本文取 10-4。 
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上述迭代计算通过 MATLAB 编程完成。 

3  算例分析 
3.1  算例 1 

为验证本文方法的可行性以及编制程序的正确

性，对吴鸣等[23]倾斜荷载基桩室内模型试验结果进行

分析。试验桩共 4 组，各组桩的入土深度及桩顶作用

荷载见图 4，其他计算参数如下：桩长 L=0.8 m，桩

径 dp=0.016 m，壁厚 tp=0.002 m，抗弯刚度 EpIp=189 
N·m2，泊松比 p =0.25；土的弹性模量 Es=10 MPa，泊

松比 s =0.3，地基土为均质干砂，土的屈服位移 xs = 
0.6 mm。桩顶、桩端自由，忽略桩身轴力分布的影响。

参考文献[7，12，22]对计算参数的确定方法，现根据

第一组试验桩周土表面桩身水平位移值反算地基参数

得 m=5×105 kN/m4，z0=0.2 m，n0=0.43。本文理论解

和试验值对比如图 4 所示。 

图 4 桩身弯矩对比图 

Fig. 4 Comparison of bending moment of piles 

由图 4可知，本文方法所得弯矩计算值与文献[23]
试验值吻合较好，因此本文计算方法与编制的程序是

正确的、可行的。 
3.2  算例 2 

为进一步验证本文方法的适用性，对 Gupta 等[13]

大直径基桩数值模拟结果进行分析。桩顶、桩端自由，

忽略桩身轴力分布的影响。根据数值模拟最大水平位

移反算地基参数得 m=104 kN/m4，z0=0 m，n0 =0.45。
其他计算参数见图 5。 

    由图 5 可知，本文方法所得桩身水平位移与文献

[13]数值结果吻合较好，结果表明本文方法也适用于

分析大直径桩。 

图 5 水平位移对比图 

Fig. 5 Comparison of lateral displacement 

3.3  算例 3 
朱斌等[24]开展了大直径水平受荷单桩离心模型

试验研究。离心试验比例尺度为 1∶83，换算后桩径

dp=2.5 m，桩长 L=65 m，入土深度 Lp＝50 m，桩身抗

弯刚度 EpIp＝56.66 GN·m2，泊松比 p =0.3，加载点距

土表面 2.7dp且加载水平荷载 Q0=5515 kN；桩顶、桩

端自由，忽略桩身轴力分布的影响。根据试验水平位

移实测值反算地基参数得 m=2.8×103 kN/m4，z0=0 m，

n0 =0.4。因文献[24]未给出土体弹性模量及泊松比，故

采用本文解答计算时，暂不考虑土体剪切作用，并将

计算结果与试验值对比，如图 6 所示。 

图 6 桩身水平位移、弯矩对比 

Fig. 6 Comparison of lateral displacement and bending moment of  

piles 

由图 6 可知，本文方法所得桩身水平位移、弯矩

计算值与文献[24]试验值较为接近，再一次证明本文

计算方法适于分析大直径桩的内力与变形，而土体剪

切刚度对基桩内力与变形的影响可见下文参数分析。 

4  影响因素分析 
影响桩柱式桥墩受力变形的因素很多，限于篇幅，

结合本文方法特点，仅讨论桩、土剪切刚度、地基反
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力指数 n0、桩的长径比以及土的成层性对桩身水平位

移及弯矩的影响。 
基本计算参数选取如下：桩柱式结构总长 L=45 

m，地面以上自由长度 L1+L2=15 m，其中 L1=5 m，对

应柱的直径dp1=1.2 m，弹性模量E1=1.9333×103 MPa；
L2=10 m，对应柱的直径 dp2=1.6 m，弹性模量

E2=1.9333×103 MPa；桩入土深度 Lp=30 m，桩径

dp=1.6 m，弹性模量 Ep=1.8×104 MPa；桩柱结构泊松

比 p =0.25。桩顶、桩端自由，桩顶作用水平荷载 
Q0=400 kN，竖向荷载 V0=4000 kN，弯矩 M0=0 kN·m；

考虑桩身自重以及桩侧摩阻作用，取混凝土重度  = 
25 kN/m3，桩侧摩阻力 τ=25 kPa[2]；地基参数 m=5×103 

kN/m4，z0=0 m，土的屈服位移 xs=10 mm。 
4.1  土层剪切模量 Gs与地基指数 n0的影响 

土层剪切模量 Gs 和地基指数 n0 是本文地基模型

的两个重要参数，故此处重点讨论 Gs 和 n0 对桩身受

力变形的影响。陕西省交通科学研究所通过若干基桩

实测结果分析，认为 n0随深度按 0.1～0.6 次方增大，

而日本竹下淳提出 n0应为 0，0.5，1.0，2.0[17]。鉴于

此，本文取 n0=0.2～1.2，而 Gs=0～40×103 kN/m。不

同地基指数 n0下，地面处的桩身水平位移 xmax随不同

土层剪切模量Gs的变化如图7所示。采用无量纲分析，

图中，Gs
*=Gs/(Epdp)，xmax

*=xmax/xd,n0=1，z*=z/dp，xd,n0=1

为 n0=1 时对应的地面冲刷线处桩身水平位移。 

 
图 7 不同 Gs

*下的地面处水平位移 

Fig. 7 Lateral deflections on ground under different Gs* 

由图 7 可知相同地基剪切刚度时，随着地基反力

指数 n0增大，土体抵抗侧向变形能力增强，因此桩身

水平位移随之明显减小；且对于同一地基指数 n0，地

面冲刷线处的桩身水平位移随着 Gs
*的增大而减小，

即土体的剪切作用对约束桩身位移有贡献；图 7 中，

当 n0=1（即为 m 法），土体未塑性变形，而当 n0=0.5
（即为 C 法），土体产生塑性变形，显见 m 法计算所

得水平位移值相对于 C 法偏小。 

图 8给出不同地基指数 n0下的Mmax
*随Gs

*的变化

情况（Mmax
*=Mmax/Mmax,n0=1）。由图 8 可知，同一 Gs

*

下，随 n0的增大，Mmax
*逐渐减小。对于同一 n0，Mmax

*

基本上随 Gs
*的增大而减小，即土体的剪切作用有助

于减小桩身弯矩，但当 n0=1，1.2 时，Mmax
*反而会随

Gs
*的增大略有增大，例如当 n0=1 时，相较于 Gs

*=0 
kN/m，Gs=40 kN/m 对应的 Mmax增大了 0.17%。 

 

图 8 不同 Gs
*下的最大弯矩 

Fig. 8 Maximum bending moments under different Gs* 

为进一步分析这种现象，本文基于 m 法对以下几

种工况进行了计算，其中桩 1 无自由段，即柱顶位于

地表，计算参数同上述桩柱式桥墩地表冲刷线以下部

分，桩 2 为桩柱式桥墩结构，具体分析见表 1。 
表 1 不同工况下 Mmax 

   Table 1 Mmax under different working conditions  (103 kN·m) 

荷载工况 桩 1 
(无 V0) 

桩 1 
(有 V0) 

桩 1 
(V0+γ+τ) 

桩 2 
(无 V0) 

桩 2 
(有 V0) 

桩 2 
(V0+γ+τ) 

Gs=0 
/(kN·m-1) 1.0606 1.0468 1.0469 6.06584 7.1708 7.2339 

Gs=10 
/(kN·m-1) 1.0578 1.0451 1.0452 6.06575 7.1724 7.2354 

Gs=20 
/(kN·m-1) 1.0551 1.0434 1.0435 6.06568 7.1740 7.2368 

Gs=40 
/(kN·m-1) 1.0495 1.0400 1.0401 6.06549 7.1770 7.2396 

由表 1 可知，对于桩 1（无自由段基桩），无论有 
无作用竖向荷载 V0以及考虑桩身自重、桩侧摩阻，桩

身弯矩最大值 Mmax 都会随着土体剪切模量 Gs 的增加

而减小。而对于桩 2（桩柱式桥墩）在施加竖向荷载

V0 后，Mmax 反而会随着土体剪切模量 Gs 的增加而略

微增大，可知土体的剪切作用对桩柱式桥墩弯矩的影

响与“P–Δ 效应”相反。 
此外图 8 中，m 法相较于 C 法桩身最大弯矩相比

减小 5.12%，同水平位移，m 法计算所得弯矩值相对

于 C 法也偏小。综合图 7，8 可知，实际计算桩身位



1824                         岩  土  工  程  学  报                                    2022 年 

 

移、弯矩时，C 法相较于 m 法计算得到的最大位移和

最大弯矩相对偏大，安全储备更高。 
4.2  桩身剪切模量 Gp与长径比 L/dp的影响 

为分析桩身剪切刚度及长径比的影响，桩柱结构

总长取 L=20 m，其中 L1+L2=4 m，弹性模量 Ep= 
1.8×104 MPa；土体弹性模量 Es=5 MPa，泊松比

s =0.3；其他计算参数不变。桩身剪切刚度的影响反

应在桩身剪切模量 Gp上，Gp的变化范围：1～40 GPa，
Gp

*=Gp/Es；长径比 L/dp的变化范围：3～20。 
图 9 给出了不同长径比 L/dp下，基于 Timoshenko

梁理论所得桩身最大水平位移 xTmax与EB梁理论所得

桩身最大水平位移 xEmax的比值。由图 9可知，在L/dp=5
附近，xTmax与 xEmax的差异达到最大；当 L/dp<5 时，

剪切刚度对桩身水平位移的影响随 L/dp 的增大而增

大，桩呈刚性短桩特性，桩身剪切变形在桩身变形中

占比较大；当 L/dp>5 时，随着长径比增大，桩身剪切

刚度对其水平位移的影响反而减小，桩呈弹性长桩特

性，桩身弹性弯曲变形引起的桩身水平位移占比增加，

而剪切变形引起桩身水平位移占比相对降低。此外，

桩的剪切刚度越小，xTmax 与 xEmax 的差异越大。例如

当 Gp
*=200 时，xTmax比 xEmax最大高出 21.45%，而当

Gp
*=8000 时，最大仅高出 0.55%。 

 
图 9 不同长径比下桩身水平位移比 

Fig. 9 Lateral deflections ratio of piles under different ratios of  

length to diameter 

图 10 给出了不同长径比 L/dp时，Timoshenko 梁

理论所得桩身最大弯矩 MTmax 与 EB 梁理论所得桩身

最大弯矩 MEmax的比值。因 MEmax大于 MTmax，故纵坐

标以（MEmax/MTmax）表示。由图 10 可知，（MEmax/MTmax）

随 L/dp的变化趋势同上述（xTmax/xEmax）的变化趋势，

对 应 任 一 桩 身 剪 切 刚 度 ， 均 在 L/dp=5 附 近

（MEmax/MTmax）比值达到最大。此外，桩身剪切刚度

越小，MEmax与 MTmax计算结果相差越大。例如，同是

L/dp=5，当Gp
*=200时，MEmax比MTmax最大高出 2.67%；

而当 Gp
*=1600 时，MEmax仅比 MTmax最大高出 0.07%。  

 
图 10 不同长径比下桩身弯矩比 

Fig. 10 Ratios of bending moment of piles under different ratios of  

length to diameter  

4.3  土的成层性对桩身水平位移以及弯矩的影响 

    为分析土成层性的影响，桩柱结构总长取 L=25 
m，其中 L1+L2=5 m，dp=1.5 m，桩的弹性模量 Ep= 
2.5×104 MPa，土层参数见表 2。表 2 中工况 a、b 分

别表示以稍密粉土、砂砾为主的土层，工况 a1～a4
表示上层为砂砾，下层为稍密粉土；工况 b1～b4 反之。 

表 2 各土层计算参数 

Table 2 Parameters of soil layers 

工况 a1 a2 a3 a4 b1 b2 b3 b4 

上层土厚度

L3/m 
0 1 3 5 0 1 3 5 

稍密粉土层

参数 
m =6 MN/m4, s  =0.35, Es =7 kPa, τ =120 kPa 

砂砾层参数 m =60 MN/m4, s  =0.25, Es =70 kPa, τ =30 kPa 

图 11，12 分别给出了不同工况下，桩身水平位移

图和弯矩图，图中 x*=x/xmax,b1，M*=M/Mmax,b1，其中

xmax,b1，Mmax,b1表示工况 b1 对应的最大水平位移和最

大桩身弯矩。 
由图 11 可知：当土层为均质稍密粉土时，桩身位

移达到最大，而当在地表置换 2/3dp 深的砂砾时，最

大水平位移减小 44.6%，随着砂砾层置换深度的增加，

桩身水平位移会进一步减小，但减小的幅度相对有限。

当土层为均质砂砾层时，桩身水平位移最小，而当在

地表存在 2/3dp 深的稍密粉土时，最大水平位移相对

均质砂砾层增加 32.7%，随着稍密粉土深度的增加，

桩身位移会进一步增大，且增大的幅度较大，当稍密

粉土深度为 10/3dp时，最大水平位移相对均质砂砾层

增加 95.3%；综上可知桩身位移的大小与一定深度的

表层土软硬程度有关，表层硬土能有效减小桩身位移。 
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图 11 双层土中桩身水平位移 

Fig. 11 Lateral deflections of piles under double-layer soils 

 
图 12 双层土中桩身弯矩 

Fig. 12 Bending moments of piles under double-layer soils 

由图 12 可知：当表层为砂砾时，最大桩身弯矩

Mmax 相比于表层为稍密粉土时会降低 7.8%，且 Mmax

所在位置也更偏向桩体上部；且随着上层砂砾层厚度

增加，弯矩会逐渐减小，但减小的速度会逐渐变缓；

而随着上层粉土厚度增加时，Mmax会先增大后减小，

反弯点会明显下降。 

5  结    论 
本文假设桩柱式桥墩结构在局部冲刷线以上的自

由段置于虚拟土层中，基于 Pasternak 地基反力模型与

Timoshenko 梁理论，得到了考虑桩、土剪切刚度影响

的倾斜荷载下成层地基桩柱结构内力与位移分析的半

解析解。基于本文解答，分析各种因素对桩身水平位

移与弯矩的影响，得到以下 4 点结论。 
（1）地基反力指数越小，土体更易屈服，相较于

m 法，C 法更适于计算桩身非线弹性变形的情况。 
（2）无自由段基桩，桩身水平位移和弯矩均随土

的剪切刚度的增大而减小，而且地基反力指数越小，

减小幅度越大；而倾斜荷载下的桩柱式结构，“P–Δ
效应”的存在会一定程度上抵消土体剪切刚度的影响。 

（3）桩身剪切刚度及长径比对桩身水平位移与弯

矩有一定程度影响，且在长径比等于 5 附近桩身剪切

刚度的影响达到最大；同一长径比，桩身剪切刚度越

小，其对桩身水平位移与弯矩的影响越大，桩身剪切

刚度增大了桩身水平位移，但削弱了桩身弯矩。 
（4）地基成层性对桩柱式结构受力变形的影响不

可忽略，若将上软下硬土层简化为等效均质土，会使

得桩身内力与变形计算结果偏小，存在安全隐患。 
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