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转弯凸型边坡静动力稳定性分析及空间效应研究 
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摘  要：山区受地形影响建有大量转弯路基边坡，其失稳呈显著的空间特性，传统的边坡稳定分析方法大都基于二维

平面应变条件，难以真实反映滑坡三维空间特征。基于变分理论的极限平衡法开展了转弯凸型边坡三维稳定性分析，

结合拟静力法分析地震作用下边坡动力稳定性，并确定转弯边坡的最危险滑裂面位置。通过与其他方法计算结果对比，

表明这一理论获得了转弯边坡更为临界的稳定性。通过考虑不同边坡转弯外凸参数（如转弯角、转弯半径、坡度）和

水平地震加速度系数，揭示了三维效应对转弯凸型边坡稳定性的影响规律。结果表明：较小的转弯角就可以充分发挥

三维效应，增大了边坡静动力稳定性；减小转弯半径会显著增强三维效应，并增加最危险滑裂面深度，但对较大的坡

度和水平地震加速度情况并不明显，此时可以忽略三维效应采用传统的平面应变分析方法。 
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3D effects on static and dynamic stability of convex curved slopes 
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Abstract: There are numerous curved slopes adjacent to mountainous terrain. Their failures have significant three-dimensional 

(3D) characteristics. The raditional analyses of slope stability are based on two-dimensional plane-strain conditions and cannot 

involve the 3D effects. In this study, 3D stability analysis of curved slopes is carried out based on the limit equilibrium method 

of variational theory. The pseudo-static method is used to assess the 3D stability of the curved slopes subjected to the 

earthquakes. The critical slip surfaces are also determined by the optimization procedure. The results are compared with those 

calculated by other methods, indicating that the proposed method can obtain more critical solutions on the 3D stability of 

curved slopes. The geometrical parameters of the slopes (e.g., curving angle, curving radius, slope angle) and the horizontal 

seismic acceleration coefficients are considered to investigate the influences of the 3D effects on the slope stability. The results 

demonstrate that the 3D effects can be completely provided for a slope with a small curving angle to increase the safety of the 

slope, and reducing the curving radius can significantly enhance the 3D effects and enlarge the depth of the critical slip surface, 

whereas it is not pronounced for the slopes with large angles and horizontal seismic acceleration. In this situation, the traditional 

plane strain analysis can be adopted neglecting the 3D effects. 
Key words: slope; three-dimensional analysis; limit equilibrium; spatial effect; pseudo-static method

0  引    言 
随着中国“交通强国”战略推进，复杂艰险的山

区拟建和在建有大量公路、铁路、机场等基础设施。

在地形变化复杂的路段，直线路线难以与地形相协调

并显著增加工程费用。因此在路线遇到障碍或因地形

需要而改变方向时，通常会将其设置为弯曲形态与地

形相适应。这样，山区复杂地形下路线设计会产生转

弯外形的边坡，如公路路堤边坡、铁路路堤边坡以及
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机场跑道路堤边坡。西南山区地震频发，边坡极易发

生滑坡事故，中断交通。因此，有必要开展静动力条

件下转弯边坡稳定性分析，为实际工程的安全设计与

评价提供指导。 
转弯边坡具有显著的空间特征，需要在三维条件

下开展稳定性分析。目前，三维边坡稳定性分析方法主

要有极限平衡法[1-4]、极限分析法[5-6]、数值分析法[7-10]

等。传统的极限平衡法分析三维边坡稳定性需要假定

三维滑动面为特定形状（如球面和椭球面）再进行条

柱划分、建立土柱静力平衡方程，通过土柱间受力情

况引入一假设条件使得平衡方程静定可解，从而形成

三维边坡稳定性分析方法。王家臣等[1]、Cheng 等[2]、

李列列[3]、卢坤林等[4]应用这些方法对转弯边坡稳定

性开展了研究。极限分析上限法分析三维边坡稳定性，

需要构建运动许可的速度场（即三维滑动面形状），通

过功率平衡确定三维边坡稳定性的最小上限解。Giger
等[11]基于极限分析上限理论假设了对数螺旋滑动面

形状分析了转弯直立边坡稳定性，但其转弯模型仅限

一固定的转折角度。同样，Farzaneh 等[5]假设一平动

破坏机制分析了转弯边坡稳定性，并给出了转弯有外

凸圆弧面形式的稳定性结果。赵衡等[6]构建了圆形凸坡

在轴对称条件下的破坏机制，建立了纯黏性土圆形凸

坡稳定性极限分析方法。Leshchinsky 等[12]提出了基于

变分理论的边坡稳定性极限平衡分析法，通过严格数

学方法导出的三维边坡破坏面为广义对数螺旋面，并

证明该方法等同于极限分析上限理论[12-13]，更重要的

是该方法可以用于分析复杂外形的三维边坡稳定性，

如外凸转角型[14-15]、圆锥型[16]。 
坡面形态对边坡稳定性有较大影响，平直边坡可

以采用传统的二维平面应变分析方法，凹凸型边坡就

需要开展三维稳定性分析。已有研究结果[7-10, 17]表明

内凹型边坡三维安全系数总是大于二维安全系数，但

外凸边坡三维与二维稳定安全系数关系尚有不同结

论。这是由于凸型边坡分析模型和假设存在差异，大

部分研究对象为圆形凸坡，考虑其轴对称特征假定破

坏沿径向滑动。对于土体内摩擦角为 0 时，赵衡等[6]

得出坡度较缓凸坡三维安全系数大于二维安全系数，

陡坡则相反；对于土体内摩擦角大于 0 时，卢坤林等[4]

发现凸坡三维安全系数总是小于二维安全系数。若假

定圆形凸坡破坏沿同一方向滑动时[5, 16]，则凸坡三维

安全系数大于二维安全系数。此外，一些三维数值分

析结果[8, 10]表明，边界条件也会影响外凸边坡三维与

二维稳定安全系数关系。 
实际转弯凸型边坡大多由圆弧曲面和平直面组

合而成，这样不是空间轴对称问题，已有研究的分析

方法[1, 4, 6]难以采用。本文将运用基于变分理论的极限

平衡法针对这类转弯外凸型边坡开展三维稳定性分

析，结合拟静力法研究其地震条件下动力稳定性，进

一步探究转弯引起的空间效应对三维边坡稳定性的影

响规律。 

1  三维分析模型与破坏机制 
图 1 给出一个转弯边坡三维分析模型，边坡坡顶

水平，斜坡倾斜角度为 i、坡高为 H。整个转弯边坡由

两部分构成：第一部分为以 O 点为圆心，圆心角为 θ
的圆弧形弯曲边坡，由坡脚位置半径 R 的圆弧和坡肩

半径 R′的同心圆弧组成，如图 1（b）中区域Ⅰ所示；

第二部分为与圆弧形弯曲边坡相接的长直边坡，轮廓

由与坡肩、坡脚圆弧相切的直线延伸而成，如图 1（b）
中区域Ⅱ所示。当转弯角 θ = 0°时，边坡没有弯曲部

分，即为长直边坡，此时就是二维边坡情况；当转弯

角 θ = 180°时，边坡为 U 形转弯边坡。 
为了分析静动力条件下转弯边坡的三维稳定性，

有以下 5 点假设：①整个边坡土体为均质、各向同性；

②转弯边坡外形对称，则滑动方向统一沿对称中心面；

③潜在的三维滑动面通过坡脚，不发生深层滑动；④

土体强度采用莫尔库仑破坏准则；⑤仅考虑水平方向

地震作用，且作用方向与对称中心面平行，忽略了竖

向和侧向地震作用。 

 

图 1 转弯边坡三维分析模型及其俯视图 

Fig. 1 Three-dimensional analysis model for a convex curved  

slope and its top view 

Leshchinsky 等[12, 18]针对三维均质边坡稳定问题

采用变分理论确定了最小安全系数及其最危险滑动

面，该破坏机制形状类似“鹦鹉螺”面（图 1（a）），
在笛卡尔坐标系下的滑面上任意位置（x1，y1，z1）的
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表达式为 
2

1 c m

1 c m

2
1 c m

exp( )sin sin  
exp( )sin cos  

exp( )sin cos  

x x A
y y A

z z A

   
   

   

  


   
   

，

，

。

    (1) 

式中  A 为对数螺旋面的初始半径； m = tan m = 
tan( )/Fs（其中， 为土体内摩擦角，Fs为安全系数）；

（xc，yc，zc）为三维滑动面的转动中心； 为球面坐

标系中滑面与 y′轴正向的夹角， 为球面坐标系中滑

面对 x′-y′平面投影后与 z′轴正向的夹角。 
为了保证三维边坡宽度很大时，边坡稳定性趋于

平面应变情况，参照文献[18]，在滑动面中间设置一

定宽度的柱面体，该柱面体的横截面即为对数螺旋线，

这样在笛卡尔坐标系下的该柱面体滑面上任意位置

（x2，y2，z2）为 
2 c m

2 c m

2 c m

exp( ) sin  
exp( ) cos /sin  
exp( ) cos  

x x A
y y A
z z A

  
   
  

   
   
   

，

，

。

  (2) 

本文将采用该三维转动破坏机制对转弯边坡进行三维

稳定性分析，确定其最危险破坏面。 

2  稳定性计算方法与验证 
基于极限平衡–变分理论[12]获得的均质边坡三

维转动破坏机制，建立该机制下的力矩平衡就可以计

算三维边坡稳定性。对于上述分析模型，滑动力矩仅

需考虑滑动土体自身重力、水平地震惯性力产生的力

矩，抗滑力矩由滑动面上土体法向支撑力、土体抗剪

强度产生剪切力的力矩。由于对数螺旋滑动面上土体

单元的法向力和剪切力的摩擦分量共同产生的合力通

过转动中心，故抗滑力矩只需考虑土体抗剪强度黏聚

力分量对应的力矩。考虑本文分析模型的对称性，这

里以对称中心面的一半模型进行计算。 
为了计算三维滑动土体自重产生的力矩，运用微

分思路将整个滑动体分为若干土柱单元，以土柱单元

在 x-y 平面的投影面积 dxdy 为横截面积、土柱底部的

滑动面与顶部坡面的竖向距离为高，考虑三维滑动体

由两个部分组成，可以分别计算重力产生的力矩：侧 

端“鹦鹉螺”部分滑动土体自重力矩为
1

12d d
D

M x y   

其中， 
2

12 m cexp( )sin cos ( )M A Z z           
2

m          exp( )sin sin      ，           (3) 

式中，Z = Z
—

(x，y)为转弯边坡坡面空间表达式，详见

附录 Ⅰ 。中间柱面体部分滑动土体自重力矩为 

2

22d d
D

M x y  ，其中， 

22 m cexp( )cos ( )M A Z z          

m          exp( )sin     。              (4) 

采用传统的拟静力法对三维转弯边坡进行地震

稳定性分析，只考虑水平方向地震力、且作用方向与

滑动面对称中心面平行，同样划分土柱单元并将地震

作用简化的水平惯性力作用在柱体中心处（即土柱高

度 1/2 处），就可以计算水平地震加速度系数 kh下地震

力矩。 
侧端“鹦鹉螺”部分滑动土体受到的地震力矩为

1

h 1sd d
D

k M x y  ，其中， 

2
c m

1s 1
exp( )sin cos

( )
2

Z z A
M Z z

     
    。(5) 

中间柱面体部分滑动土体受到的地震力矩为 

2

h 2sd d
D

k M x y  ，其中， 

c m
2s 2

exp( ) cos
( )

2
Z z A

M Z z
    

    。(6) 

土体抗剪强度黏聚力分量产生的力矩同样运用

微分思想进行计算，将三维滑动面划分为若干个微小

滑面单元，黏聚力 cm作用的微元滑面面积乘以该滑面

到转动中心距离即可计算黏聚力产生的抗滑力矩。 
侧端“鹦鹉螺”部分滑动土体黏聚力产生的抗滑

力矩为
1

m 11d d
D

c M x y ，其中， 

2
m

11 2 2
m

exp( )sin
(cos sin )cos sin

M   
    




 
 。  (7) 

中间柱面体部分滑动土体黏聚力产生的抗滑力矩

为
2

m 21d d
D

c M x y ，其中， 

m
21

m

exp ( )
sin cos

M  
  





  。        (8) 

将由式（3）～（8）得到的滑动力矩和抗滑力矩

进行力矩平衡，表达式如下： 

1 2

1 2

12 22

h 1s 2s

d d d d

         d d d d

D D

D D

M M x y M x y

k M x y M x y

 

 

 
    
 

 
    

 

 
 

1 2

m 11 21         d d d d 0
D D

c M x y M x y
 

   
 
   。  (9) 

参照 Taylor[19]提出的稳定数 Ns 进行边坡稳定性

评价，即 Ns = H/cm。根据力矩平衡方程可获得其计

算表达式： 

s
m

HN
c


   
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1 2

1 2 1 2

11 21

12 22 h 1s 2s

d d d d

d d d d d d d d

D D

D D D D

H M x y M x y

M x y M x y k M x y M x y

 
 
 
 

   
     
   
   

 

   
。

          (10) 
对一组给定的转弯边坡参数：坡度 i、转弯角 θ、

转弯半径 R、土体设计内摩擦角 m 、水平地震加速度

系数 kh，对未知的滑动面位置参数（对数螺旋面的初

始半径 A，转动中心坐标 xc，yc，zc）进行搜索，获得

稳定数的最小值，即 
s m h( , ) ( , )

 min ( , , , | , , , , )c c cz x y Z x y
N f A x y z i R k 

≤
。(11) 

通过优化计算获得稳定数，同时就可以确定相应的最

危险滑动面位置。此外，对安全系数进行迭代计算就

可以确定 Fs的最小值。 
为了验证本文所提出转弯边坡三维稳定性分析

方法的有效性，将分析模型参数退化到平面应变下的

二维模型，与对应的二维计算结果[14]对比。当转弯半

径与坡高的比值 R/H 趋于无穷大或转弯角 θ = 0°时，

三维转弯边坡就退化为简单的二维情况，这里在三维

分析中分别选取 R/H = 1×1014，θ = 0°进行计算。图

2 对比了本文计算的三维结果与文献[14]中给出的二

维结果，两者结果十分接近，仅在坡度较小且土体设

计内摩擦角较小时产生了一定误差，这是由于此时地

震边坡最危险滑动面为穿过坡脚以下的深层滑动，而

本文分析模型假设滑动面仅穿过坡脚。 

图 2 转弯边坡分析方法有效性验证（kh = 0.3） 
Fig. 2 Validity of analysis method for convex curved slopes (kh = 0.3) 

针对本文分析的转弯边坡模型，下面将本文方法

与文献[5，8]其他方法计算的结果进行对比分析。

Farzaneh 等[5]采用基于平动机制的极限分析上限法获

得了平顶圆锥边坡模型的三维分析与二维分析的安全

系数比值（图 3），运用本文分析方法采用转弯角 θ = 
360°就可以对同一模型进行计算，这里的二维分析结

果与 Farzaneh 等[5]同样采用对数螺旋线滑动面确定。

由于本文所采用的变分–极限平衡法与极限分析上限

法等价[12-13]，所以本文所采用的三维转动破坏机制较

平动机制更危险。表 1 对比了本文方法与 Zhang 等[8]

采用 FLAC 数值分析计算获得的安全系数，发现本文

求得的安全系数与数值结果基本一致。 

图 3 本文与极限分析法[5]计算结果对比 

Fig. 3 Comparison between proposed method and limit analysis  

method[5] 

3  结果分析 
根据转弯边坡分析模型，重点研究其几何参数

（坡度 i、转弯角 θ 和转弯半径 R）对地震边坡稳定性

的影响，其中地震条件考虑了水平地震加速度系数 kh 
= 0.1，0.2，0.3，以及静力条件（kh = 0.0）。 

图 4，5 分别给出坡度 i = 45°，90°的转弯边坡

在不同转弯半径与坡高的比值 R/H = 1，5，50，1000
下，转弯角 θ 对地震稳定性的影响，稳定数 Ns随地震

加速度系数增大，土体设计内摩擦角减小而显著减小。

当 θ = 0°时转弯边坡退化为二维情况，此时没有空间

效应作用稳定性最低导致稳定数 Ns最小；由于空间效

应影响，稳定数随转弯角增加而增大，但 θ 增加到临

界值 θcr（大致 5°～20°）时，稳定数就保持为常数，

表明此时边坡稳定性与转弯角无关，三维效应对地震

边坡稳定性充分发挥了作用。临界转弯角 θcr随转弯半

径与坡高的比值 R/H 增大而减小，与土体设计内摩擦

角、水平地震加速度系数几乎无关。对于坡度 i = 45°
转弯边坡的 R/H = 1 时，临界转弯角 θcr相比其他情况

出现显著增大，可达 90°～120°。 
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表 1 本文与 Zhang 等[8]计算安全系数的对比 

Table 1 Comparison of Fs calculated by proposed method and Zhang et al.[8] 

算例 
参数 

本文 Zhang 等[8] c/γH  /(°) i/(°)  /(°) R/H 

1 0.278 20 90 180 2.00 1.56 1.63 
2 0.167 20 45 180 2.33 1.89 1.89 
3 0.167 20 45 90 2.00 1.92 1.90 

 

 

图 4 静动力条件下转弯角 θ 对稳定数 Ns的影响（i = 45°） 

Fig. 4 Effects of θ on Ns under static and dynamic conditions  

(i = 45°) 
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图 5 静动力条件下转弯角 θ 对稳定数 Ns的影响（i = 90°） 

Fig. 5 Effects of θ on Ns under static and dynamic conditions (i =  

90°) 

图 6 给出了 4 种坡度 i = 45°，60°，75°，90°
的转弯边坡地震稳定数随转弯半径与坡高的比值 R/H
的变化，结合前文分析的转弯角影响规律，考虑充分

发挥三维效应选取 θ = 90°。转弯边坡地震稳定数 Ns

随 R/H 增加而逐渐减小，边坡稳定性降低，当 R/H = 
10000 时边坡处于近似平面应变下的二维情况，此时

稳定数最小、稳定分析可以不考虑空间效应。对于较

缓边坡（i = 45°，60°）在 R/H < 20 时，稳定数随

R/H 增加而迅速减小，表明此时转弯半径对边坡稳定

性影响较大，其影响程度随地震加速度增大而减弱；

对于较陡边坡（i = 75°，90°），转弯半径对边坡稳

定数影响较弱，此时可以忽略空间效应采用平面应变

的二维方法分析转弯边坡稳定性。 

4  边坡稳定性的三维效应 
本文分析模型假设三维滑动方向统一沿对称中心

面，计算得到的转弯外凸边坡的三维稳定性结果总是

大于二维结果。为了进一步探明三维空间效应对转弯

外凸型边坡稳定性的影响规律，将三维分析的稳定数

与二维分析结果进行对比定义三维效应影响系数 η，
表达式为 

3D 2D
s s

2D
s

100%N N
N




    ，     (12) 

式中，Ns
3D 为三维分析的稳定数，这里取转弯角 θ = 

90°，Ns
2D为二维分析的稳定数。 
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图 6 静动力条件下转弯半径与坡高的比值 R/H 对稳定数 Ns的 

影响（θ = 90°） 

Fig. 6 Effects of R/H on Ns under static and dynamic conditions (θ  

= 90°) 

表 2，3 分别给出了坡度 i = 45°，90°转弯边坡

的三维效应影响系数 η 结果，可见转弯半径对三维边

坡稳定性影响最大，坡度、土体设计内摩擦角、地震

加速度系数的影响较小。当转弯半径与坡高的比值

R/H >50 时系数 η 大致为 5%，此时可以忽略三维效应

影响采用二维分析方法评估转弯边坡稳定性；当转弯

半径与坡高的比值 R/H < 50 时，三维效应对转弯边坡

稳定性影响愈发显著，尤其对于较缓的 i = 45°转弯

边坡，在 R/H = 1 时系数 η 甚至超过 50%，此时十分

有必要考虑三维效应采用三维稳定性分析方法评估转

弯边坡稳定性。 
表 2 坡度 i = 45°转弯边坡的三维效应影响系数 η 

Table 2 Influence coefficient of three-dimensional effect η of slope 
with angle i = 45°                            (%) 

m /(°) kh R/H 
1 5 50 1000 

10 

0.0 58.85 11.80 5.06 2.09 
0.1 58.77 11.54 5.14 1.90 
0.2 60.01 12.69 5.52 2.09 
0.3 61.89 15.11 6.21 2.42 

30 

0.0 64.62 14.58 6.40 2.47 
0.1 61.01 13.93 6.36 2.48 
0.2 59.35 14.48 6.55 2.54 
0.3 59.00 14.18 6.54 2.65 

表 3 坡度 i = 90°转弯边坡的三维效应影响系数 η 
Table 3 Influence coefficient of three-dimensional effect η of the 

slope with angle i = 90°                        (%) 

m /(°) kh R/H 
1 5 50 1000 

10 

0.0 13.87 13.85 8.16 3.33 
0.1 13.43 14.20 8.47 3.49 
0.2 12.81 14.38 8.69 3.61 
0.3 12.14 14.32 8.78 3.66 

30 

0.0 16.25 12.02 7.49 3.61 
0.1 16.58 15.67 9.32 3.87 
0.2 16.62 15.98 9.80 4.12 
0.3 18.53 16.42 10.18 4.34 

图 7 体现了转弯半径对边坡最危险滑裂面的影

响，仅给出了三维分析获得的对称中心面上滑裂面位

置，可见三维滑裂面随转弯半径减小而逐渐加深，尤

其对于土体内摩擦角较小情况。因此，对于转弯半径

较小的边坡进行加固设计时，建议采用三维分析方法

保证边坡安全。图 8 给出了水平地震加速度系数对转

弯边坡三维最危险滑裂面的影响，从俯视角度的三维

滑裂面位置可以看出：转弯边坡三维滑裂面随水平地

震加速度增大，土体内摩擦角减小而逐渐加深，且宽

度增大。 

图 7 不同转弯半径下地震边坡的最危险滑裂面位置（kh = 0.2， 

i = 45°，θ = 90°） 

Fig. 7 Locations of critical slip surface of seismic slope under  

  different curving radii (kh = 0.2, i = 45°, θ = 90°) 

 

图 8 不同水平地震加速度下转弯边坡（θ = 90°，R/H = 1）的 

最危险滑裂面位置 

Fig. 8 Locations of critical slip surface (θ = 90°, R/H = 1) under  

different horizontal seismic accelerations 
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5  结    论 
本文基于极限平衡–变分理论建立了转弯外凸型

边坡三维稳定性分析方法，结合拟静力法开展了地震

稳定性分析研究，通过参数分析揭示了三维效应对转

弯边坡稳定性的影响规律，获得了以下 3 点结论。 
（1）转弯角 θ 的增大使得三维效应更为显著，提

高了转弯边坡静动力稳定性，但较小的转弯角（约

5°～20°）就可以充分发挥三维效应，再增大转弯角

对边坡稳定性几乎没有影响。 
（2）转弯半径 R 越大，三维效应对边坡稳定性

影响越小，逐渐趋于平面应变条件。同时转弯半径对

边坡稳定性的影响程度随着坡度增大、水平地震加速

度系数增大而减小，对于陡坡可以忽略转弯产生的三

维效应 
（3）转弯边坡的最危险三维滑裂面随转弯半径 R

减小而逐渐加深，尤其对于土体内摩擦角较小、水平

地震加速度系数较大的情况，这样采用传统的二维分

析方法对转弯半径较小的边坡进行加固设计可能会产

生危险。 
考虑山区转弯边坡多为填方工程，本文研究仅限

于均质土体，没有考虑成层土体情况。后续可以参照

Leshchinsky 等[20]将本文研究拓展到成层情况，应用于

实际工程。 
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附录Ⅰ 

转弯边坡坡面可以分为弯曲边坡坡面和长直边坡

坡面两部分，对于弯曲边坡坡面空间表达式为 

 2 2 ( )  HZ R R x y
R R

   


  

22 2 2[ , ( ) ]x R y R R Z R R y R          ，(1a) 

2 2            ( [ , ])Z H x R y R       。 (1b) 

对于长直边坡坡面空间表达式为 
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1

1
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b
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， (2b) 

式中，( 1x ， 1y ， 1z )、( 2x ， 2y ， 2z )、( 3x ， 3y ， 3z )
为长直边坡斜面上 3 个不共线的空间点，具体可表示

为：x1 = R[cos(θ/2)-1]， 1y = Rsin(θ/2)， 1z = 0， 2x = 
R cos(θ/2)-R， 2y = R sin(θ/2)， 2z = H， 3x = -R， 3y = 
R/sin(θ/2)， 3z = 0； 1b ， 2b ， 3b 为此坡面三阶行列式对

应的 3 种二阶子式，表达式为 

2 1 2 1
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3 1 3 1
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