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基于弱有限元法的渗流分析 
何朝葵 1，速宝玉 2，盛金昌 2，罗玉龙 2 

(1. 河海大学理学院，江苏 南京 211100；2. 河海大学水利水电学院，江苏 南京 210024) 

摘  要：在坝、闸和堤防等水工建筑物的设计和运行管理中，渗流计算占有非常重要的地位。目前渗流分析的方法以

一般有限元方法为主。在渗流分析时往往希望通过加密网格来追求更高精度的数值结果，但是由于一般有限元法属于

协调有限元方法，它不适合处理混合剖分网格，加密网格容易导致计算格式不稳定、计算结果不收敛。而弱有限元方

法是一种非协调有限元方法，用弱函数的弱梯度算子替代一般有限元方法变分式中的经典梯度算子，并在变分式中增

加稳定子项，保证了计算格式的绝对稳定性，并且它适用于混合网格。对于同一剖分网格，弱有限元法的总体代数方

程组的自由度远远比一般有限元方法的要大很多，为了降低弱有限元法的自由度，探讨根据弱有限元方法适用于混合

剖分网格的特点，采用有针对性的混合剖分网格，运用弱有限元法求解渗流自由面和进行有防渗帷幕的闸基渗流分析，

数值结果表明弱有限元方法能灵活处理混合剖分网格，并且计算结果具有高精度。 
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Abstract: In the design and operation management of hydraulic structures such as dams, gates and embankments, the seepage 

calculation plays a very important role. The current methods for seepage analysis are mainly based on the general finite element 

method. It is often hoped, by refining the mesh, to pursue the calculated results with higher-precision in the seepage analysis. 

However, the general finite element method, which belongs to the coordinated finite element method, cannot handle hybrid 

grids, and the refined mesh may lead to unstable calculation formats and the divergence of the calculated results. The weak 

finite element method is a non-coordinated one, which replaces the classical gradient operator in the variational formula for the 

general finite element method with the weak gradient operator of the weak function, and adds a stable sub-term in the 

variational formula, to obtain an absolute stability of the calculation format, and it can handle hybrid grids. For the same mesh 

grid, the degree of freedom of the overall algebraic equations for the weak finite element method is much larger than that of the 

general finite element method. In order to reduce the degree of freedom of the weak finite element method, the targeted mixed 

meshing grid is used to establish the weak finite element method which is used to solve the free surface of seepage and to 

analyze the seepage field of the gate foundation with anti-seepage curtain. The numerical simulation shows that the weak finite 

element method can be used to process flexibly hybrid grids, and it is of high accuracy. 
Key words: weak finite element method; hybrid grid; seepage; free surface; brake base

0  引    言 
渗流计算是评价水工建筑物渗流安全及进行渗控

方案设计的依据。渗流计算的实践表明有限元方法是

一种非常成熟、非常有效的数值计算方法。有限元方

法分为协调有限元方法和非协调有限元方法，要求近

似函数在剖分单元边界上连续的称为协调有限元方

法，允许近似多项式函数在单元边界上不连续的称为

非协调有限元方法，又称为间断有限元方法。通常讲

的有限元方法是指协调有限元方法，称为一般有限元

方法。一般有限元方法连续性的要求，使得剖分网格

只能使用单一的单元类型，同一次数的近似多项式函

数，因而一般有限元方法不适用于混合剖分网格。在

─────── 
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渗流计算中，往往希望通过加密网格的方法来提高计

算精度，而这有可能导致计算格式不稳定、计算结果

不收敛。国内外众多学者一直在探索适用于混合剖分

网格的间断有限元方法，主要成果有：内罚间断有限

元法（IPDG）[1]，局部间断有限元法（LDG）[2]和可

杂交的间断有限元法（HDG）[3]。与一般有限元法比

较，非协调有限元方法有两方面的优势：①近似函数

灵活，可以在不同剖分单元采用不同次数的近似多项

式函数；②网格生成灵活，适用混合剖分网格。但是，

间断有限元方法的变分形式比协调有限元方法的变分

形式要复杂得多，计算格式的稳定性往往需要靠调整

参数来保证、而辅助变量的引入和变分的复杂化则使

得单元矩阵非局部化，这些困难使得间断有限元方法

难以在渗流分析中充分发挥其优势 [4]。弱有限元法

（WG）是 Wang 等[5]提出的，它属于非协调有限元方

法，通过在剖分单元上定义弱函数和弱梯度，从而用

弱梯度算子替代经典的梯度算子，并在计算格式中引

入了一个不含有参数的稳定子或光滑子，保证了格式

的绝对稳定性[5-7]。因此，弱有限元方法不但具有间断

有限元方法的优点，还克服了间断有限元方法的缺点，

目前，弱有限元方法可以用来求解 Stokes 方程、

Helmholtz 方程、Maxwell 方程、线弹性方程等[8-12]。 
本文主要研究弱有限元法针对混合剖分网格在渗

流分析上的具体应用。安排如下：在第一节中将介绍

弱有限元方法的原理，并通过一个简例介绍弱有限元

方法处理混合网格的流程；在第二节中运用弱有限元

方法，采用混合剖分网格求解均值土坝渗流自由面和

闸基渗流场。 

1  弱有限元方法 
1.1  变分形式 

稳定渗流的数学模型为椭圆型方程边值问题： 
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式中： 1 12     ，n为 2 上的外法线单位向量；

u 为水头函数， p为渗透系数矩阵。此问题的一般有

限元法的变分形式为：求 1 ( )u H  ，使得在 1 上

u c ，且满足 
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式中， ( , ) ( , )a u v p u v   。在弱有限元法中，允许近

似函数在单元边界上不连续，为此引入弱函数和弱函

数的梯度算子。假设 h 是区域 的一个剖分，剖分

单元可以是三角形、四边形或其它多边形。单元 T 上

的弱函数 v 定义为 
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即，弱函数 v 在单元T 上包含内部函数 0v 和边界函数

bv 两部分。用 ( )mP T 表示定义在 T 上且次数不超过 m
的多项式函数，弱函数 v 的弱梯度算子 wv 定义为 
对  2[ ( )] ( ), ( )m m mP T P T P T  τ ，有 

   0, , ,w b TT
v v v


      τ τ τ n  。(2) 

单元T 上的弱有限元空间定义为 
 , 0 b 0 b( ) , ( ) ( ), ( ) ( )j l j lW T v v v v T P T v e P e    ， 

e T  ， 

弱梯度算子是由 , ( )j lW T 到 2[ ( )]mP T 上的一个映射。

剖分 h 上的弱有限元法空间定义为 

     h , h( ) ( ),j lV v v T W T T     。 
令 
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问题(1)的弱有限元法的变分形式为，求 h hu V ，使得

在 1 上 hu c ，且满足 
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其中 h h w h w( , ) ( , )a u v p u v   ， h( , )s u v 是为了保证格

式稳定的一个补充项，称为稳定子或光滑子，且 
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式中， 1 / 2
T 0 b( ) ( ( ) )J v h Q v v

   ， Th 表示单元 T 的直

径，即 T 上任意两点间距离的最大值（编程计算时一般

取为多边形单元任意两节点间距离的最大值）， 0( )Q v
表示内部函数 0v 在边界上的投影。 0( )u  表示 0u 在

单元边界 T 上的投影。根据弱梯度的定义和分部积 

分公式计算得 

w h w T 0 0 T 0 0 b( , ) ( , ) ( ) , ( )
T

u v u v u Q v v

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注意到 

0 0 b T w 0 b T( ) ( ( ) ) / ,   ( ( ) ) /u Q u u h v Q v v h         ，n n
故 
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
        。

因此在变分式中用 h h( , )a u v 近似 ( , )a u v ，把 h( , )s u v 作 

为补偿项加入变分式中是合理的[7]。 
1.2  计算格式 

弱有限元空间 , ( )j lW T 表示在单元 T 内部近似函

数采用 j 次多项式，在单元边界 T 上近似函数采用

l 次多项式。 2[ ( )]mP T 表示弱函数的弱梯度是分量为

m 次多项式的向量。选取不同的 ,j l 和 m，会得到单

元局部矩阵不同的计算格式， , ( )j lW T 和 2[ ( )]mP T 简

记为
2

, ( ) / [ ( )]j l mW T P T ，下面假设单元 T 是一个三 

角形单元（图 1）。 
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图 1 三角形单元图 

Fig. 1 Triangular element 

若选取弱有限元空间
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变分式（3）右端项， 
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依次取 , 1, 2, , 6iv i   ，由式（5）和（6）可得单

元常数项矩阵.单元局部系数矩阵 TA 包含两部分， 
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计算，用 ( , ), 1, 2 , 3i ix y i  表示单元边界 ie 的中点

坐标，则 
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其中 

    
1 / 2

1 1 1(1, , , 1, 0, 0)Th x y N ， 
1 / 2

2 2 2(1, , , 0, 1, 0 )Th x y N ， 
1/ 2

3 3 3(1, , , 0, 0, 1)Th x y N 。 

式（5）～（9）称为弱有限元法的计算格式。对

于四边形单元的计算格式参考文献[6]，其他多边形的

计算格式按照这个过程也易于推得。 

由于相邻单元内部函数之间没有联系，所以可以

选取不同次数的近似多项式函数，因而弱有限元方法

适用于混合剖分网格，对于边中点网格，如剖分图 2
中第 4 号单元是个四边形，一条边中间有个节点，那

么这条边上的近似函数可以理解为分段近似，这在局

部矩阵计算格式上相当于两条边，这个点把该边一分

为二，这个单元就可以被认定为五边形。类推，如果

一条边中间有多个节点，就可把该条边分成多条边，

该单元就被认定为相应类型的多边形单元。因此，对

于弱有限元方法，网格剖分比较自由。 

1.3  混合剖分网格应用简例 

下面通过一个简单的例子来了解弱有限元法处理

混合网格的计算过程和计算效果。 
实例 1：考虑 
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0,                 2  

0  2  
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对正方形区域 [0, 2]  ×[0, 2]做剖分，如图 2 所示。 
区域被分成 4 个单元，其中第 1、2 号单元为三角形，

第 3 号单元为四边形，第 4 号单元有一条边中间有一

个节点，因而该单元被认定为五边形，节点共 8 个，

单元边界共 11 条。单元信息见表 1，各节点坐标信息

见表 2。 

 
图 2 剖分网格图  

Fig. 2 Diagram of partial grids 

表 1 剖分单元信息 

Table 1 Information of elements 
单元编号 单元类型 节点编号 

1 3 3 2 4   
2 3 3 1 2   
3 4 3 4 5 6  
4 5 3 6 7 8 1 
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表 2 节点坐标信息 

Table 2 Information of node coordinates 

节点 1 2 3 4 5 6 7 8 

x 1 2 1 2 2 1 0 0 

y 0 0 1 1 2 2 2 0 

每个单元的弱有限元空间取
2

1, 0 0( ) /[ ( )]W T P T ，

根据式（7）～（9）计算各单元的局部系数矩阵 TA ，

用 i
TA 表示第i号单元的局部系数矩阵，则

1 2
T T，A A 为

6 阶方阵，
3 4
T T、A A 分别为 7 阶、8 阶方阵。为了把单

元局部矩阵组合成整体矩阵，需要把所有自由度排序，

每个单元的内部近似函数有 3 个自由度，每条单元边

界对应一个自由度，为此先给所有单元边界编号如下

（图 3）。 

 

图 3 单元边界编号  

Fig. 3 Number of element boundary 

如果把所有单元内部近似函数的自由度按单元序

号排前面，即，第i 号单元内部近似函数的 3 个自由

度序号依次为3( 1) 1i   ，3( 1) 2i   ，3( 1) 3i   ，把

边界自由度按序号排在所有单元内部近似函数自由度

序号的后面，比如，第 1 号边界的自由度排在第

3×4+1=13 号，第（8）号边界的自由度排在第 3×4+8=20
号。对于这个剖分网格，一共有 23 个自由度。依据自

由度序号把单元局部矩阵组合成整体系数矩阵 A 。例

如，第 2 号单元的局部矩阵的元素 2 (3, 6)TA ，它是第

2 号单元上的基函数 3 和 6 作用的结果，它们对应的

自由度序号分别为 6 和 13，所以应该累加到总体系数

矩阵的  6, 13A ，把所有局部单元矩阵组合成整体

系数矩阵 A ， A 是一个 23 阶的方阵，此问题的总体

代数方程组 AX b ，由于此例 0f  ，且在第二类

边界外法线方向上的方向导数为零，所以此时常数项

矩阵 b 是一个 23×1 阶的零矩阵，未知数 X 是由所有

自由度构成的一个 23×1 阶矩阵。问题的第二类边界

条件属于自然边界条件，已在变分式中体现了，接下

来需要处理第一类边界条件。处理第一类边界条件有

不同的方法，这里采用如下处理方法：由于第 2 号、

第 6 号和第 10 号单元边界属于第一类边界，它们对应

的自由度序号分别为 14，18，22，第 2 号和第 6 号边

界上函数值为 0，第 10 号边界上函数值为 1，故对总

体系数矩阵和常数项矩阵做如下修正： 

(14,:) 0, (14, 14) 1, (14) 0
(18,:) 0, (18, 18) 1, (18) 0
(22,:) 0, (22, 22) 1, (22) 1

  
  
  

，

，

。

A A b
A A b
A A b

 

其中， ( ,:)iA 表示矩阵 A 的第 i 行的所有元素。处理

边界条件后就得到该问题的弱有限元法的最终的总体

线性方程组 AX b。解总体线性方程组，得每个单

元的内部近似函数，结果都为 

0 ( ) 1.002 0.5001hu T x  。 

而此问题的解析解为 1 0.5u x  。这说明弱有限元法

处理混合剖分网格是可行，且有效的。 

2  渗流分析 
2.1  自由面问题 

在岩土边坡、土坝、地下洞室及地下水运动等渗

流分析中，均存在有渗流自由面问题。渗流自由面的

确定是一个重点，也是个难点。求解渗流自由面的方

法有虚单元法[13]、截止负压法[14]、高斯点法[15]、变渗

透系数法[16]等，这些方法都是以一般有限元方法为基

础，因而精度都受制于一般有限元方法的不足。现在

用弱有限元法来求解，看看计算结果的精度如何。 
计算模型 1：假设有一 10 m×10 m 的均质土坝，

上游水位 10 m，下游水位 2 m，底部为不透水边界。

现把分析区域进行剖分，剖分网格为网格Ⅰ（图 4）：
区域被均匀划分成 200 个直角边为 1 m 的等腰直角三

角形单元，一共有 320 条单元边界。坝体上游和下游

水位以下部分为第一类边界，初始计算时假定溢出段

为： 10  2 5x y ， ≤ ≤ 。弱有限元空间取 1,0 ( )W T / 
 2

0 ( )P T ，由于溢出段也是第一类边界，溢出段上水 
头 u y ，对于落在溢出段上的单元边界 ie ，需做特殊

处理，该单元边界上对应的基函数应取为 

 3

( , )
0,

0
i

i bi

y x y e
 


  

 其他
。 

通过计算得  

w 3
| |
| |

i
i i i

e y
T

   n ， 1/2
3( )i T iJ h y 

    。 

所以单元局部矩阵中的 bbM 和 TS 部分的计算公式需

做相应调整。比如，假设三角形单元（图 1）的边界 2e
属于溢出段上， 1e 和 3e 属于内部边界，则该单元局部

矩阵 

T T T A M S   ， 

其中 

T
bb

O O
O

 
  
 

M
M   ， 
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 

  
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 

n n n n
M n n n n

n n n n
3

1
| | T

T i i i
i

e


 S N N ， 

其中， 

    
1/ 2

1 1 1(1, , , 1, 0, 0 )Th x y N ， 
1/ 2

2 2 2 2(1, , , 0, , 0 )Th x y y N ， 
1/ 2

3 3 3(1, , , 0 , 0, 1)Th x y N 。 

 
图 4 坝体剖分网格 I 

Fig. 4 Diagram of dam body meshing I 

处理第一类边界条件时，该边界 2e 上自由度的值

为 1。根据变单元渗透系数法[16]的原理，先假设整个

坝体渗透系数为 1，用弱有限元法初始计算后，根据

计算结果把自由面以上单元的渗透系数赋值为

1/1000，再进行计算，循环计算 3 次后得数值结果（表

3），表中数据精确到 0.01。 
表 3 计算结果对比 I 

Table 3 Comparison of calculated results I 
横坐标 解析解 FEM 误差 1 WG 误差 2 

0 10.00 10.00  0.00 10.00 0.00 
1  9.59  9.73  0.14  9.62 0.03 
2  9.17  9.39  0.22  9.26 0.09 
3  8.72  8.99  0.27  8.79 0.07 
4  8.25  8.53  0.28  8.30 0.05 
5  7.75  8.03  0.28  7.78 0.03 
6  7.21  7.46  0.25  7.23 0.02 
7  6.63  6.83  0.20  6.63 0.00 
8  6.00  6.11  0.11  6.04 0.04 
9  5.29  5.21 -0.08  5.34 0.05 

10  4.47  4.50  0.03  4.50 0.03 
确定溢出点的方法：根据计算结果得到各节点的

水头值后，搜索在坝体下游坝面（ 10, 2x y ≥ ）上的

单元边界 ie ，计算 ie 的两个节点处的纵坐标值与水头

值的差值，如果两个差值异号，则表明出溢点在该单

元边界内，再利用计算结果求该单元内部近似函数在

边 界 10x  上 的 投 影 ， 解 方 程 b h( ( ))y Q u T   
1 2 310T T Ta a a y   即可求得溢出点的位置。自由面图

见图 5。该问题的自由面有解析解： 2 100 8y x  ，

参考文献[17]中有针对剖分网格Ⅰ，利用虚单元法求解

的自由面数据结果，虚单元法是以有限元方法为基础，

所以在表 3 中对应 FEM 列。 

 

图 5自由面 

Fig. 5 Free surface 

结果对比显示，在相同剖分网格下，弱有限元法

的最大绝对误差仅为 0.09，最大相对误差为 0.0098，
而一般有限元法的最大绝对误差为 0.28，最大相对误

差为 0.0361。这表明弱有限元法的计算结果比一般有

限元法的精度明显要高。弱有限元法不足的地方在于：

按照 1.2 节算例中第一类边界条件的处理方法，一般

有限元法的自由度个数为 121 个，而弱有限元法的自

由度个数为 3×200+320=920 个。为了发挥弱有限元

法适用于混合剖分网格的优势，减小弱有限元法的自

由度个数，根据自由面的预估位置，对区域进行有针

对性的剖分（见图 6），在自由面附近区域采用边长为

1 m 的正方形网格，其它部位采用粗网格单元，一共

剖分成 57 个单元，其中 52 个四边形，2 个五边形和 3
个六边形，单元边界有 133 条，弱有限元空间仍然选

取
2

1, 0 0( ) / [ ( )]W T P T 。自由度个数减少为 3×57+133 
=304 个。仍然循环计算 3 次后得计算结果（见表 4） 

 

图 6 坝体剖分网格 II 

Fig. 6 Diagram of dam body meshing II  

表 4 计算结果对比 II 
Table 4 Comparison of calculated results II 

横坐标 解析解 WG 误差 
0 10.00 10.00  0.00 
1  9.59  9.59  0.00 
2  9.17  9.18  0.01 
3  8.72  8.77  0.05 
4  8.25  8.23 -0.02 
5  7.75  7.74 -0.01 
6  7.21  7.16 -0.05 
7  6.63  6.61 -0.02 
8  6.00  6.00  0.00 
9  5.29  5.34  0.05 
10  4.47  4.50  0.03 
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总体方程组的自由度大大地减少了，而数值解的

精度却没有降低，最大绝对误差仅为 0.05，最大相对

误差为 0.0095。这说明，弱有限元法能处理混合网格

这一优势是非常显著的。 
2.2  闸基渗流场 

弱有限元法适用于混合剖分网格，那么在进行复

杂的渗流场分析时，可以根据需要采用有针对性的剖

分网格，这样可以用较少的自由度得到精度较高的数

值计算结果。下面用弱有限元法来分析有防渗帷幕的

闸基渗流场。 
计算模型 2：模型长和高分别为 60，20 m，闸基

底板长 20 m，上游 20 m，下游 20 m，上游水位深 4 m，

下游水位默认为 0 m，闸基底部默认为不透水边界，

在闸基底部靠上游端下方有 1 m 厚防渗墙（见图 7）。 

 

图 7 闸基模型  

Fig. 7 Model for brake base 

闸基渗流分析重点关心防渗墙下端处和闸基底板

下游出口处的水力梯度，因此采用有针对性的混合剖

分网格（图 8）。 

 

图 8 闸基剖分网格图  

Fig. 8 Meshes of gate base 

防渗墙周围和闸基底板下游出口处两个部位采用

细网格的四边形单元，其它部位采用大网格四边形单

元，大网格与细网格相邻的大网格被认定为八边形单

元，因此，单元类型共两种：四边形和八边形，剖分

单元一共有 192 个单元，其中四边形 180 个，八边形

12 个，节点共 241 个，有单元边界 432 条。弱有限元

空间取 2
10 0( ) / [ ( )]W T P T ，闸基渗流不含有需要特殊

处理的边界，所以计算格式按 1.2 节中介绍的公式计

算即可。自由度总数为 3×192+432=1008 个。 
防渗墙和地基黏土的渗透系数比假定为 1∶

1000，对防渗墙深 5，10，15 m 3 种工况采用弱有限

元法进行了渗流计算，计算结果的水头等值线分布如

图 9～11（单位：m），防渗墙底端和闸基出口处的水

力梯度值见表 5。 

 

图 9 防渗墙深 5 m 时水头等值线分布图 

Fig. 9 Distribution of water head contour line at depth of  

anti-seepage wall of 5 m 

 

图 10 防渗墙深 10 m 时水头等值线分布图 

Fig. 10 Distribution of water head contour line at depth of  

anti-seepage wall of 10 m 

 

图 11 防渗墙深 15 m 时水头等值线分布图 

Fig. 11 Distribution of water head contour line at depth of  

anti-seepage wall of 15 m 

表 5 水力梯度值 

Table 5 Values of hydraulic gradient 
防渗墙 
深/m 

防渗墙底端处水力

梯度 
闸基出口处 
水力梯度 

5 0.323 0.332 
10 0.333 0.262 
15 0.358 0.190 

计算结果表明随着防渗墙的加深下游水头值逐渐

降低，防渗墙的防渗效果得到充分体现，也说明了采

用有针对性的混合剖分网格，运用弱有限元法来处理

类似闸基这种比较复杂的渗流场问题是非常有效的。 

3  结    论 
计算渗流自由面模型的数值结果表明弱有限元法

的计算结果的精度比一般有限元法的要高，并且采用

较稀疏的混合剖分网格也能得到精度很好的数值结

果。利用弱有限元法适用混合剖分网格的特点，对较
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复杂的闸基渗流场进行分析，根据数值结果绘制的等

水头线表明结果符合闸基渗流的特征。高精度和能适

用于混合剖分网格这两个优势，使得弱有限元法在渗

流分析中有很好的应用前景。 
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