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黏时变渗透分段注浆压力的上、下限解 
王军辉，韩  煊 

(北京市勘察设计研究院有限公司，北京 100038) 

摘  要：在浆液的黏时变效应下，渗透注浆压力（p）和注浆速率（q）都是随时间 t 变化的，给注浆工程的设计计算带

来困难。首先，考虑到设计的便利，利用定积分原理，提出了 p-q 双时间变量下对应的分段注浆压力（P）和注浆速率

（Q）的工程定义。其次，根据黏时变理论和 Darcy定律，建立了 p-q 双时间变量下的黏时变渗透注浆解析模型（包括

物理方程、几何方程和边界条件），揭示了黏时变渗透注浆的复杂数学物理过程，讨论了模型解的存在性与唯一性。再

次，利用 P-Q 的工程定义式和渗透注浆解析模型进行 P 的理论解研究，充分利用积分不等式的性质，分别得到了 P 的

下限与上限通解，讨论解的科学性与普适性。最后，结合当前实际工程需要，进一步讨论了指数黏时变函数 P 的上、

下限特解（包括球面和柱面两种扩散模式）。 
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Upper- and lower-bound solutions for sectional penetration grouting              
pressure under time-dependent viscosity of slurry 

WANG Junhui, HAN Xuan 
(BGI Engineering Consultants Ltd., Beijing 100038, China) 

Abstract: Under the time-dependent viscosity of slurry, the grouting pressure (p) and the grouting rate (q) are both 

time-dependent, which makes design and calculation more difficult in grouting project. Firstly, the engineering definitions of 

grouting pressure (P) and grouting rate (Q) for a sectional grouting under the double-time-variable of p-q are introduced by 

using the defined integral. Secondly, according to the theory of time-dependent viscosity and the Darcy's law, an analytical 

model for the penetration grouting under time-dependent viscosity of slurry considering the double-time-variable of p-q is 

established (including physical equation, geometrical equation and boundary condition), with which the complex process of 

penetration grouting under time-dependent viscosity of slurry is discovered, and its solutions are discussed systematically. 

Thirdly, the theoretical solutions for the sectional grouting pressure P are deduced based on its engineering definition and the 

above analytical model, and with the property of integral inequality and the systematic theoretical derivation, the general limit 

solutions (including upper- and lower-bound solutions) of P are obtained, and their scientificity and universality are discussed. 

Finally, considering the actual engineering needs, the special upper- and lower-bound solutions of P for the two modes of spherical 

and cylindrical diffusions under exponential time-dependent viscosity function are further discussed. 
Key words: grouting; penetration; grouting pressure; grouting rate; grouting duration; viscosity coefficient; time-dependent 

viscosity; integral inequality

0  引    言 
注浆是地下工程的灵魂，在地下工程的各类主工

法（如明挖、暗挖和盾构）施工中的地层加固与止水

两个方面发挥越来越重要的作用[1-3]。为确保注浆质

量，目前工程上注浆多数是靠分段注浆工艺（前进式

或后退式）来实现的，在分段注浆设计中，P-Q-T 3
个关键技术参数（分别为某段注浆的注浆压力、注浆

速率和注浆持续时间等 3 个设计参数，均为一具体的

值，下同）对注浆效果、成本和环境扰动程度有重要

影响。但一般情况下在注浆过程中注浆压力和注浆速

率（分别以 p 和 q 表示）是随时间 t 变化的，这种情

况下如何用一个具体的P和Q值来指导注浆施工？目
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前的注浆设计计算理论尚不完善，现场施工多依赖于

经验，致使设计与施工实际严重脱节，最终造成注浆

施工中工程风险和环境风险均很大。这是目前注浆设

计施工中普遍存在的问题，尤其是分段注浆压力 P 的

确定上表现更明显，例如：P 过低，无法得到满足工

程需要的注浆量或扩散半径；有时 P 过大，造成冒浆、

围岩与邻近结构位移超限等问题。 
按照不同的介质和工艺，注浆可分为渗透注浆、

劈裂注浆、圧密注浆和充填注浆等 4 类。对于一般的

水泥-水玻璃浆液，在中砂粒径以上的地层中以渗透注

浆为主。针对渗透注浆，1938 年法国学者 Maag 提出

了注浆史上第一个计算公式，即著名的 Maag 公式。

之后，渗透注浆成为整个注浆理论的基础和研究热点，

但仍然存在诸多不足，其中之一就是在对浆液黏时变

的考虑上。 
0.1  传统渗透注浆理论存在的问题 

为方便后续讨论，将传统的 Magg 公式与柱面扩

散公式整合在一起表达[4]（注浆压力统一采用水头高

度表达，下同），即 
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式中：hg 为注浆压力水头[L]；qg 为注浆速率

[L3T-1]； g0 为浆液初始黏滞系数[ML-1T-1]，为时间常

量； W 为水的黏滞系数[ML-1T-1]；K 为地层渗透系

数[LT-1]；rg为注浆孔半径[L]；T 为注浆持续时间[T]；
R(T)为达到 T 时的浆液扩散半径[L]；h0为注浆影响范

围（近似为扩散半径 R(T)附近）以外的地层中孔隙水

压力水头[L]；A(r)为浆液扩散到 r 时的面积[L2]；r 为
离注浆孔中心的距离变量[L]；L 为柱面扩散段的长度

[L]；n 为地层孔隙率。 
式（1）定量地描述了渗透注浆 p 和 q 两个过程量

之间的关系（分别对应式中的 hg和 qg），同时，由于

推导过程中，黏滞系数按照时间常量考虑的（即整个

过程中均等于初始黏滞系数 ug0），因此当 q 为时间的

恒量时，p 也可为常量[4]，这样式（1）中 hg可直接用

于 P 的压力水头取值，为注浆设计提供一定依据[4]。 
由于式（1）中黏滞系数按时间常量考虑，在理论

上与在含水层中注水并无本质区别。但实际上，出于

注浆加固和止水目的，与化学性质稳定的水体存在着

本质区别，浆液的黏滞系数注浆过程中是随时间快速增

大的（即所谓“黏时变”，time-dependent viscosity）[5-13]，

即 

g g( ) 0 ( [0, ])t t T      。      (2) 

式中：μg(t)为任意时刻 t 的黏滞系数，即黏时变函数

[ML-1T-1]；t 为注浆时间[T]；Tg为浆液的凝胶时间[T]；
其他符号同前。 

浆液黏时变作用势必会引起 p-q 两个新的时间变

量。大量的工程实践也表明，对于渗透注浆这种不改

变地层结构的注浆类型，在同一个注浆段内，p 一般

为 t 的增函数，而 q 为一般 t 的减函数[14]，即 

g ( ) 0           ( [0, ])h t t T ≥   ，    (3a) 

( ) 0         ( [0, ])q t t T ≤   。     (3b) 

式中：hg(t)为任意时刻 t 的注浆压力 p(t)对应的水头高

度[L]；q(t)为任意时刻 t 的注浆速率[L3T-1]；其他符号

同前。 
式（1）不能很好地反映式（2），（3）中的实际情

况，这是造成传统渗透注浆理论分析的 P 和实际相差

较大的主要原因之一。 
0.2  黏时变渗透注浆理论研究现状 

随着注浆实践中上述问题越来越突出，相关学者

开展了较多的理论研究，这对改进实际渗透注浆设计

计算水平起到积极促进作用。目前的研究成果主要是

基于黏时变函数某种数学处理而达到对传统注浆理论

式（1）一定改进，总体上可以分为如下两大类。 
（1）黏时变函数平均值法 
该类方法比较直观，直接利用黏时变函数 μg(t)的

平均值直接置换式（1）中的 μg0，从而得到其注浆压

力[8-10]，即 
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式中：hgq为用黏时变函数平均值法计算的某段注浆压

力水头高度[L]。 
（2）黏时变函数调和平均值法 
该类方法是将式（1）中的 μg0置换成黏时变函数

调和平均值，得到其注浆压力[11-13]，即 
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式中：hgp为用黏时变函数调和平均值法计算的某段注

浆压力水头高度[L]。 
在式（4），（5）中，当注浆速率 qg按时间常量考

虑时，与之对应的注浆压力 hgq和 hgp也是时间的常量，

类似于式（1）的思路，hgq和 hgp直接作为分段注浆压

力设计值。 
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但是，式（4），（5）在数学推导上存在如下不足：

仅考虑到式（2）中的黏时变函数这一个时间变量，而

并未充分地考虑到式（3）所表征的 p-q 双时间变量，

同时在概念上也未充分厘清过程量（p，q）与对应具

体技术参数（P，Q）的区别及联系。因此，这种对于

黏时变的考虑是“不彻底的”，实际上还是一种“常量

方法”，无非是将传统注浆理论式（1）中的常量 g0 置

换成了另一个常量（黏时变函数的平均值或黏时变函

数调和平均值），存在理论上的不足。由此得到的 P
用于设计是否合理，以及上述两种计算方法之间又存

在何种关系，也缺乏足够的科学论证和实践的检验。 
为系统地揭示对黏时变渗透注浆过程和提高注浆

设计计算水平，开展了如下研究工作：①基于定积分

原理，提出了 p-q 双时间变量这一普遍情况下其所对

应的 P-Q 工程定义式，并分析了其物理意义、误差可

控性和问题可解性。②基于渗流理论和黏时变理论，

建立了黏时变渗透注浆的解析模型，系统地揭示了黏

时变渗透注浆复杂过程，探讨了过程量 hg(t)的客观存

在性和唯一性。③为克服 P 显式解推导的困难，基于

积分不等式性质和系统的理论推导，得到了 P 的上、

下限通解，讨论了其科学性和普适性。④结合实际工

程需要，提出了指数黏时变函数下 P 的上、下限特解，

为黏时变渗透注浆设计实践提供了科学依据和方法基

础。 

1  技术参数 Q 和 P 的工程定义 
为充分考虑 p，q 双时间变量这一普遍客观实际，

同时又便于工程设计应用，取 p 和 q 在各自注浆持续

时间 T 内的积分平均值分别定义为该注浆段的 P 与

Q，即 

0
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T
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式中：Q 为分段注浆速率[L3T-1]，其他符号同前。 
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式中：Hg为分段注浆压力水头高度[L]，其他符号同前。 
（1）物理意义 
上述工程定义不是单纯数学意义上的平均，而是

具有明确物理意义的：式（6）表征了单位时间内该段

总注浆量，即该段平均注浆速率；同样，式（7）该段

注浆压力的平均冲量。同时，式（6），（7）充分厘清

了某注浆段的具体技术参数（P，Q）与相应过程量（p，
q）的区别及联系，且反映在数值上，后者是确定前者

依据的这一逻辑关系。 
（2）误差的可控性 

当 T 较小时，式（6），（7）具有较高精度；当 T
较大时，可以根据需要将 T 分为若干个足够小的时间

段，然后分别采用类似如式（6），（7）方式表达。 
（3）问题的可解性 
T 和 Q 可以根据总注浆量要求和浆液性质综合确

定，对于 P，可以通过建立 Hg(Q,T)关系式来求解 P。 

2  黏时变注浆过程的解析模型 
由于Q与Hg中分别隐含过程量 q(t)和 hg(t)，因此，

建立Hg(Q,T)的首要工作就是建立 q(t)和 hg(t)之间的关

系，即黏时变渗透注浆过程解析模型。 
2.1  黏时变效应对浆液渗透系数的影响 

Bear[17]在 Nutting[18-19]的工作基础上，提出了任意

流体在多孔介质中的渗透系数表达式，利用这一思路

可以表达浆液在地层中渗透系数，即 
g

g g
g

( ) ( [0, ])
( )
g

K t k t T
t




    。    (8) 

式中：Kg(t)为注浆后任意 t 时刻浆液在地层中的渗透

系数[LT-1]；ρg为浆液的密度[ML-3]；g 为重力加速度

[LT-2]；k 为地层固有渗透率[L2]；其他符号同前。 
类似于式（8），可以得到水在地层中的渗透系数： 

w

w

g
K k




   。             (9) 

式中： w 为水的密度[ML-3]；其他符号同前。 
由式（8）和（9）消去渗透率 k 这一不易确定的

参数，Kg(t)可以进一步表达为 
g W

g g
W g

( ) ( [0, ])
( )

K t K t T
t

 
 

   。 (10) 

2.2  解析模型 

（1）物理方程 
考虑单孔一般扩散形式下注浆情况，顺着浆液流

向取一截平面，如图 1 所示。注浆孔半径为 rg，注浆

压力为 pg，扩散半径为 R(t)（图 1 中简写为“R”），地

层中孔隙水压力为 p0（相应水头高度为 h0），距离注

浆孔中心任意距离 r 处 t 时刻的浆液压力为 p(r,t)（图

1 中简写为“p”，相应水头高度为 h(r,t)）。 
根据 Darcy 定律，可以得到注浆过程中任意断面

的流量与压力水头的关系，即黏时变渗透注浆过程的

物理方程： 

g
( , )( ) ( ) ( ) ( [0, ])h r tq t K t A r t T
r

     
 。 (11) 

式中：h(r,t)为注浆扩散半径内任意位置 r 任意时刻 t
的浆液压力 p(r,t)对应的水头高度[L]，其他符号同前。  

将式（10）代入式（11），可以进一步得到 
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图 1 单孔注浆浆液流向截面示意图 

Fig. 1 Section of flow direction of slurry under single  

hole-grouting 

（2）几何方程 
根据任意时刻 t 注入的浆液量和地层中填充的浆

液量相等的原则，结合多孔介质流体力学中有效孔隙

率的概念[17]，可以得到如下浆液扩散几何方程，即 

g

( )

e0
( )d ( )d .

t R t

r
q t t A r r n    。     (13) 

式中：ne为地层的有效孔隙率，即能与外界发生流体

交换且内部互相连通的那部分孔隙体积与地层总体积

之比；其他符号同前。 
（3）边界条件 
根据当前注浆技术领域普遍认识[4]，注浆扩散半

径处的浆液压力为零，即等于该处的地下水水头，可

以得到渗流边界条件，即 
0( )r R t

h h


   。            (14) 

从式（14）可以看出，黏时变渗透注浆的渗流边

界为随时间 t 而发生位置变化的动边界。 
式（12）～（14）综合反映了 h(r,t)，q(t)，ug(t)

和 R(t) 4 个时间变量之间的相互制约关系，系统地揭

示了黏时变渗透注浆复杂的过程。 
2.3  模型解 hg(t)的存在性和唯一性 

联立方程（12）和（14），并利用分离变量法，可

得到地层中浆液压力表达式，即 
( )g

0
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( ) ( ) d( , )= ( [0, ])
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R t

r

q t t rh r t h t T
K A r
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
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令式（15）中 r=rg，可以得到模型的解： 
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式中：hg(t)为任意时刻注浆压力水头[L]；其他符号同

前。 
当 q(t)和 μg(t)这两个时间变量已知的条件下，理论

上可由式（13）和式（16）两个方程唯一确定注浆压力

时间函数 hg(t)，同时并行得到扩散半径时间函数 R(t)。 

 

3  P 的上、下限通解 
鉴于 hg(t)解的存在性和唯一性，理论上可以由此

联立式（6），（7）唯一确定关系式 Hg(Q，T)。但由于

hg(t)表达式（16）右边除了 q(t)这个时间变量外，还隐

含另一个时间变量 μg(t)，根据分部积分原理，Hg(Q，

T)很难像 hg(q(t),t)那样显式表述出来。为克服这一推

导上的困难，充分利用积分不等式相关性质（详见附

录 A），进行 Hg的上、下限解研究。 
3.1  下限解 Hg1 

对式（16）进行变形，得到 

g

(g 0

g W

( ) ( ) d= ( [0, ])
( ) ( )

R t)

r

h t h q t r t T
t K A r 


  。 (17) 

对式（17）两边同时在[0，T]上做定积分后除以 T，
得到 

g

( )g 0

0 0g W

[ ( ) ] ( ) dd d( ) ( )= ( [0, ])

T T R t

r

h t h q t rt tt K A r t T
T T
 




  

。

(18) 
由式（2）知，μg(t)是 t 的增函数，因此 1/μg(t)是

t 的减函数，由式（3a）知，hg(t)是 t 的增函数。因此

式（18）左端为单调性相反的两个同域函数积的平均

值，根据“单调性相反的两个函数积的平均值不大于

二者平均值的积”这一积分不等式性质（证明过程详

见附录 A），并经过整理，可以得到 
g 0

g 00 0 0
g g

2

[ ( ) ] dd [ ( ) ]d
( ) ( )

T T Th t h tt h t h t
t t

T T
 


  

≤  。 (19) 

式中： g" " ( ) 0h t 仅当 时成立。 
将式（7）代入式（19），并联立式（18），经过整

理，得到如下不等式，即 

g

w
0 ( )g

g 00

d
( ) ( ) d d

( )

T

T R t

r

T

t
t q t rH t h

K T A r







 ≥  。 (20) 

式中： g" " ( ) 0h t 仅当 时成立。 
显然，式（20）的右端为 g ( ) 0h t  （即恒压注浆）

下成立的 Hg下限解，为方便后续讨论，利用分部积分

原理，并结合几何方程式（13），对式（20）右端做进

一步简化表达，即 

g1 1 1 0
1 [ ( ) ( )] ( [0, ])H F T G T h t T
K

     。(21) 

其中： 

g

( )

1 1
d( , )
( )

R T

r

rF Q T Q
A r

   ， 

g

( )1 e
1 0

( )( , ) [ ( )d ] d
[ ( )]

T R t

r

n R tG Q T A r r t
T A R t

 
   ， 
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1
w

0
g

d
( )

T

T

t
t








  。 

式中：Hg1为 Hg的下限解，在恒压注浆条件下成立[L]；
F1(Q,T)为恒压注浆下定边界影响因子[L2T-1]；G1(Q,T)
为恒压注浆条件下动边界影响因子[L2T-1]；α1 为恒压

注浆条件下的黏时变影响系数，无量纲量；其他符号

同前。 
3.2  上限解 Hg2 

对式（17）两边同时在[0,T]上做定积分后除以 T，
得到 

g

( )

g0g0
0

W

d( ) ( ) d( )d ( )=

T R t
T

r

rq t t th t t A r h
T KT






   

[0, ]t T   。               (22) 
由式（3b）知，q(t)是 t 的减函数，由式（2）知 μg(t)

是 t 的增函数，而
g

( ) d
( )

R t

r

r
A r 是 t 的增函数，因此式（22）

右端第一项中的
g

( )

g0

d( )[ ( ) ]d
( )

T R t

r

rq t t t
A r

T

 
为单调性相

反的两个函数积的平均值，根据类似于式（19）的方

法，可以得到如下积分不等式，即 

g

( )

g0

d( )[ ( ) ]d
( )

T R t

r

rq t t t
A r

T

 
 

g

( )

g0 0

2

d( )d [ ( ) ]d
( )

T T R t

r

rq t t t t
A r

T

  
≤  。 (23) 

式中： g" " ( ) 0h t 仅当 时成立， " " ( )q t 仅当 0时  
成立。 

将式（22）代入式（23）中，并联立式（6），（7），
经过整理，得到 

g

( )

g g 00
W

d[ ( ) ]d
( )

T R t

r

Q rH t t h
KT A r




 ≤  

[0, ]t T  。              (24) 

式中：" " ( ) 0q t 仅当 时成立。 
显然，式（24）右端为 ( ) 0q t  条件下（即恒速

注浆）Hg的上限解，为方便后续讨论，对式（24）右

端做进一步简化表达，即 

g2 2 2 0
1 [ ( ) ( )]H F T G T h
K

     ，    (25) 

其中，
g

( )

2 2
d( , )
( )

R T

r

rF Q T Q
A r

  ， 

 2 g0 0
W

( )d( , ) [ ( )d ]
[ ( )]

T tQ R t tG Q T t t
T A R t





   ， 

g

0
w

2

( )
d

T t
t

T




 


。 

式中：Hg2为 Hg的上限解，在恒速注浆条件下成立[L]；

2 为恒速注浆条件下黏时变影响系数，无量纲量；

F2(Q,T)为恒速注浆下定边界影响因子[L2T-1]；G2(Q,T)
为恒速注浆条件下动边界影响因子[L2T-1]；其他符号

同前。 
上述下限解 Hg1 和上限解 Hg2 的推导分别基于恒

压和恒速的各种理想假设条件，而实际注浆中压力 p
和速率 q 是同时变化的，因此下限解 Hg1和上限解 Hg2

主要工程意义是为满足一定 Q 和 T 所需要 Hg的最小

值与最大值。 
3.3  关于解的讨论 

式（21），（25）在推导过程中出于数学表达的便

利，引入了定边界影响因子和动边界影响因子。下面

从二者表达式上，进一步分析各自物理意义。 
（1）定边界影响因子 
定边界影响因子未含扩散半径的时间变化过程量

R(t)，而仅含有最终的扩散半径 R(T)（参见 F1(Q，T)
和 F2(Q，T)的表达式）。相当于注浆过程中地层中浆

液压力边界自始至终都在 R(T)的位置，这与含水层中

注水过程中的水力传导边界位置类似[19]。但实际上，

浆液扩散范围 R(t)以外是不存在浆液压力的（式

（14）），因此在 R(T)域上并非任意时刻注浆压力传导

都是连续过程，若整个 T 内统一用定边界 R(T)来计算

分段注浆压力上、下限解，显然均是偏大的。 
（2）动边界影响因子 
动边界影响因子含有扩散半径的时间变化过程量

R(t)（参见 G1(Q,T)和 G2(Q,T)表达式），反映了注浆过

程中由于浆液扩散过程而对定边界下的分段注浆压力

的一种“消散作用”。相同条件下 ( )R t 越大，G1(Q,T)
和 G2(Q,T)也越大，反映了浆液扩散速率越大，对分段

注浆压力消散作用越明显。 
（3）关于 ( )R t =0 的一个特例 
假设如下一个极端的特例，即 

( ) 0        ( [0,7])R t t     。      (26) 
则很容易得到上、下限解分别蜕化为如下两个表

达式，即 

g

( )* 1
g1 0

d      ( [0, ])
( )

R T

r

rH h t T
K A r


 = ，  (27) 

g

( )* 2
g2 0

d      ( [0, ])
( )

R T

r

rH h t T
K A r


 =  。 (28) 

对比既有黏时变研究成果，容易发现，在数学形

式上，下限解 *
g1H 与黏时变函数调和平均值法（式（5））

完全一致[11-13]，而上限解 *
g2H 与黏时变函数平均值法

（式（4））完全一致[8-10]。因此，既有研究成果可以
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分别理解为上、下限通解忽略各自动边界影响因子下

的一种近似简化形式。但式（26）仅仅是一种纯数学

上假设，而缺乏足够的科学依据和工程背景。因此，

在进行一般情况下 P 的上、下限解分析时，需要同时

考虑上述两类边界影响因子。 

4  指数黏时变函数下的上、下限特解 
在前述通解基础上，针对目前常用的指数黏时变

函数条件下的特解做进一步研究。 
根据 Honma 等[5]研究成果，指数黏时变函数可表

达为 

g g0( ) e ( [0, ])att t T      。   (29) 

式中：a 为凝胶常数[T-1]，反映浆液黏滞系数随注浆

时间 t 变化的快慢程度。 
根据式（29），结合式（21），（25），可以得到指

数黏时变函数下的恒压、恒速两种条件下黏时变影响

系数，即 

g0e
1

w

exp( )
exp( ) 1
aT aT

aT






[ ]

  ，     (30a) 

g0e
2

w

exp( ) 1aT
aT





 [  。    (30b) 

式中： e
1 为指数黏时变函数下恒压注浆黏时变影响系

数； e
2 为指数黏时变函数下恒速注浆黏时变影响系

数；其他符号同前。 

以式（30）所示的两类指数函数黏时变影响系数

为基础，根据前述上下限通解研究成果，结合式（1），
进行进一步推导，得到球面扩散和柱面扩散这两个常

见浆液扩散模式下的下、上限特解如表 1 和表 2。 

表 1 球面扩散模式下 P 的上、下限特解 

Table 1 Special limit solution of P under spherial diffusion mode 

解的 

类型 
解的表达式 符号说明 

下限 

解 

g0s
g1

w

s 2
e g g

0s

exp( )
[exp( ) 1

4π ( )

[ ( ) ] [ ( ) 2 ]
6 ( )

s
g

s

aT aT
H

aT K

Q
r R T

n R T r R T r
h

R T T




 


  
  
  

   


]

1 1
- -  

s ( )R T   

3
3 g

e4π
QT r

n
  

上限 

解 

g0s
g2

W4π
Q

H
TK




   

s0
g

[exp( ) 1] exp( t) d
( )

TaT a t
ar R t

   
  

  

s ( )R t   

3
3 g

e4π
Qt r

n
  

表 2 柱状扩散模式下 P 的上、下限特解 

Table 2 Special limit solution of P under cylindrical diffusion  

mode 
解的

类型 解的表达式 符号说明 

下限

解 

g0c 2e
g1 g

w

c
c 2 2e

g
g

exp( )
2 exp( ) 1 π

( )ln [ ( ) ]
2

aT aT Q nH r
K aT L T

R T n R T r
r T




      

  


[ ]
 

c

2
g

e

( )

π

R T

QT r
Ln




 

上限

解 

g0c c
g2 0

w

g

exp( )ln ( )d
2π

exp( ) 1ln

TQ
H at R t t

KL T

aT r
a





 







 

c

2
g

e

( )

π

R t

Qt r
Ln




 

上述两类扩散模式的特解表明，下限解均为显式

解，工程应用比较便利；而上限解略为复杂，主要是

均含有特殊积分，但可以借助数值积分手段予以实现。 

5  结    论 
浆液的黏时变效应对渗透注浆有重要影响，传统

的注浆理论没有考虑到这一点，用于设计中在注浆压

力分析存在较大误差。而目前黏时变注浆理论更多的

是一种半经验数学处理，缺乏足够的科学内涵和工程

验证。基于系统理论研究，得到以下 4 点结论。 
（1）基于定积分原理的 P-Q 工程定义从概念上

厘清了注浆设计中的具体技术参数值与注浆施工过程

量 p-q 之间的区别与联系，同时具有较好的误差可控

性和问题可解性。 
（2）黏时变渗透注浆解析模型系统揭示了 h(r,t)、

q(t)、ug(t)和 R(t)等 4 个时间变量之间的相互制约关系，

较全面而精确地描述了黏时变渗透注浆复杂的过程，

形成了黏时变注浆理论研究的重要基础。 
（3）基于 P-Q 工程定义、渗透注浆过程的解析

模型和积分不等式等科学理论方法的严格推导，得到

了一般黏时变渗透注浆条件下的分段注浆压力 P的下

限通解（恒压条件下）与上限通解（恒速条件下）这

一普遍意义成果，解的讨论进一步说明了其科学性与

普适性。 
（4）指数黏时变函数下的分段注浆压力的上、下

限特解表达式较为简单实用，为该类型浆液黏时变函

数下渗透注浆工程实践提供了科学依据和技术支撑。 
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附录 A  单调性相反的两个同域函数积分不等

式性质及其证明 

积分不等式性质：函数 f(x)与 g(x)在 [ ]x a b , 上

二阶连续可导，且 f(x)与 g(x)的单调性相反，则该两个

函数在[a, b]上积的平均值不大于二者的平均值的积，

即   

( ) ( )d ( )d ( )d
b b b

a a a
f t g t t f t t g t t

b a b a b a


  
  

≤  

" " ( ) 0 ( ) 0f t g t   当且仅当 或 时成立  ， (A) 
证明：构造函数 

( ) ( ) ( ) ( )d
x

a
F x x a f t g t t    

( )d ( )d [ ]
x x

a a
f t t g t t x a b  ,   ，   (A-1) 

对式(A-1)两边对 x 求导数，即 
( ) ( ) ( ) ( )F x x a f x g x       

( ) ( )d ( ) ( )d ( ) ( )d
x x x

a a a
f t g t t f x g t t g x f t t     。(A-2) 

对式(A-2)两边继续对 x 求导数并经过整理，可以

得到函数 F(x)的二阶导数，即 
( ) ( )[ ( )( )F x f x g x x a      

( )d ] ( )[( ) ( ) ( )d ]
x x

a a
g t t g x x a f x f t t     。 (A-3) 

根据已知条件 f(t)与 g(t)单调性相异，考虑问题对

称性和方便讨论，不妨令 

( ) 0f t ≥   ，         (A-4a) 

( ) 0g t ≤   。        (A-4b) 

由式(A-4b)知，g(t)为时间变量 t 单调减函数，根据积

分中值定理，则有 

( )( ) ( )d 0
x

a
g x x a g t t   ≤  

" " ( ) 0g t 当且仅当 时成立  。 (A-5) 
 

 
将式(A-5)和式(A-4a)相乘，可以得到式(A-3)右端

第一项非正，即 

( )[ ( )( ) ( )d ] 0
x

a
f x g x x a g t t    ≤   

" " ( ) 0 ( ) 0f t g t   当且仅当 或 时成立  。(A-6) 
由式(A-4a)知，f(t)为时间变量 t 单调增函数，根据积

分中值定理，则有 

( ) ( ) ( )d 0
x

a
x a f x f t t   ≥    

" " ( ) 0f t 当且仅当 时成立   。 (A-7) 
由式(A-7)与式(A-4b)相乘，得到式(A-3)右端第二项非

正，即 

( )[( ) ( ) ( )d ] 0
x

a
g x x a f x f t t    ≤    

" " ( ) 0 ( ) 0f t g t   当且仅当 或 时成立  。(A-8) 
由式(A-6)与式(A-8)相加，可以得到式(A-3)非正，即 

( ) 0 " " ( ) 0 ( ) 0F x f t g t    ≤ 当且仅当 或 时成立  。       
(A-9) 

由式(A-9)并根据二阶导数的定义可知， ( )F x 为变量

x 的单调减函数，则有 
( ) ( )=0F x F a ≤   
" " " " ( ) 0 ( ) 0f t g t   ≤ 中的 当且仅当 或 时成立  。  

(A-10) 
由式(A-10)并根据一阶导数性质可知，F(x)为变量 x
的单调减函数，则有 

( ) ( )=0F x F a≤    
" " " " ( ) 0 ( ) 0f t g t   ≤ 中的 当且仅当 或 时成立  。

(A-11) 
联立式(A-11)和式(A-1)，并令 x=b，通过整理可以得

到下式： 

( ) ( )d ( )d ( )d
b b b

a a a
f t g t t f t t g t t

b a b a b a


  
  

≤  

" " ( ) 0 ( ) 0f t g t   当且仅当 或 时成立  。(A-12) 
式(A)得证。 

 




