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摘  要：粗粒料颗粒破碎和应力变形的内在联系可以用颗粒破碎耗能反映。研究了三轴试验过程中粗粒料的颗粒破碎

变化规律，根据此规律对 Ueng 等提出的考虑颗粒破碎的能量平衡方程中的摩擦系数 M 进行了修正，以此解决依据该

能量平衡方程计算出的颗粒破碎耗能违反热力学定律的问题。在此基础上，发展了一个形式简单且适用于粗粒料的剪

胀方程。主要结论如下：①提出的颗粒破碎指标与围压及轴向应变之间的数学关系可以较好地描述三轴试验过程中粗

粒料的颗粒破碎变化规律；②通过对能量平衡方程中的摩擦系数进行修正实现了颗粒破碎耗能的合理计算，满足了热

力学定律；③试验结果表明，剪胀耗能在总的输入功里占比甚微，在能量平衡方程中可以忽略剪胀耗能；④ b sd dE p  与

M 之间存在一个明显的线性关系，将其代入忽略剪胀耗能的能量平衡方程得到了最终的剪胀方程。研究表明，该剪胀

方程可以较好地模拟粗粒料的剪胀行为，而且其数学形式简单，可以推出其塑性势函数，为后续考虑颗粒破碎的分数

阶本构模型的研究提供了条件。 
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Abstract: The internal relationship between particle breakage and stress deformation of coarse-grained soils can be reflected by 

the particle breakage energy. The change law of particle breakage of coarse-grained soils during triaxial tests is studied. 

According to this law, the fraction coefficient M in the energy balance equation proposed by Ueng and Chen is modified to 

solve the problem that the particle breakage energy calculated by the energy balance equation violates the thermodynamic law. 

On this basis, a simple dilatancy equation for coarse-grained soils is developed. The main conclusions are as follows: (1) The 

proposed mathematical relationship among particle breakage index, confining pressure and axial strain can describe the change 

law of particle breakage well. (2) The reasonable calculation of particle breakage energy is realized by modifying the fraction 

coefficient in the energy balance equation, which satisfies the thermodynamic law. (3) The test results show that the ratio of the 

dilatancy energy to the total input work is very small, so it can be ignored in the energy balance equation. (4) There is an 

obvious linear relationship between b sd dE   and M, and a dilatancy equation can be developed by substituting this linear 

relationship into the energy balance equation, and this dilatancy equation can well simulate the dilatancy behaviors of 

coarse-grained soils, and its mathematical form is simple enough, so that its plastic potential function can be derived, which 

provides conditions for the subsequent studies on the fraction-order constitutive model considering particle breakage. 
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特性显著影响大坝的安全性[1]。粗粒料的剪胀特性是

其重要的力学特性之一，剪胀方程是对粗粒料剪胀性

的数学描述，构建的是剪胀比与应力比之间的数学关

系，亦是构建粗粒料本构模型的重要基础。因此，构

建粗粒料的剪胀方程一直都是建立其本构模型的研

究重点。相对于黏土和砂土[2-4]，粗粒料显著的颗粒

破碎特性使其剪胀特性更加复杂[5]，所以，构建合理

描述粗粒料剪胀性的剪胀方程需要考虑颗粒破碎的影

响。 
近年来，国内外学者对粗粒料的剪胀方程已经做

了诸多研究，其中，以 Rowe 剪胀方程和剑桥模型剪

胀方程两者的改进形式为主[5-14]。但是，就目前的这

些剪胀方程而言，大部分都不能较好地预测粗粒料的

剪胀行为，小部分的剪胀方程虽然可以较好地描述粗

粒料的剪胀行为，却由于其本身的数学形式较为复杂，

无法推出相应的塑性势函数，那么就不能进一步地利

用分数阶非正交性流动法则进行本构模型的构建。分

数阶非正交性流动法则是指基于塑性势函数可以得到

加载方向或根据屈服函数得到塑性流动方向，其中加载

方向与流动方向的夹角由分数阶导数的阶数确定[15]。

目前，分数阶微积分已经被证明是一个解决力学建模

难题的有力数学工具，为此，笔者拟构建一个考虑颗

粒破碎的适用于粗粒料且数学形式简单的剪胀方程，

可以推出相应的塑性势函数，为后续建立一个考虑颗

粒破碎的粗粒料的分数阶本构模型做准备。 
在本构模型中引入颗粒破碎参数存在参数过多且

将颗粒破碎参数引入本构模型的函数规律适用性不强

的缺陷。颗粒破碎本质上是能量转换的过程，用颗粒

破碎耗能反映粗粒料的颗粒破碎与应力变形之间的内

在联系切实可行。Ueng 等[6]在 Rowe 剪胀方程[16]中引

入了颗粒破碎耗能，建立了适用于粗粒料的能量平衡

方程。但是，依据该能量平衡方程计算出的颗粒破碎

耗能随着颗粒破碎量的增大会出现负数以及减小的情

况，违反了热力学定律。其原因在于没有考虑颗粒破

碎对摩擦系数的影响。换句话说，在该能量平衡方程

中，将临界状态应力比作为摩擦系数是不合理的。因

此，贾宇峰等[11]、米占宽等[8]、郭万里等[5]均对摩擦

系数进行了修正，使得计算出的颗粒破碎耗能遵循热

力学定律，并推导出了各自的剪胀方程。然而，由于

这些剪胀方程形式复杂，无法推出塑性势函数，那么

就使得分数阶本构模型的构建成为幻想。 
颗粒破碎本质上是能量转换的过程，因此，对于

微观上堆石料颗粒破碎耗能的研究应基于宏观上其颗

粒破碎的研究。笔者首先对三轴剪切过程中粗粒料的

颗粒破碎变化规律进行了研究。然后根据该颗粒破碎

变化规律，对 Ueng 等[6]提出的能量平衡方程中的摩擦

系数进行了修正，实现了三轴剪切过程中堆石料颗粒

破碎耗能的合理计算。在此基础上，发展了一个适用

于粗粒料的剪胀方程，其形式简单，与剑桥模型剪胀

方程类似，可以推出相应的塑性势函数。 

1  颗粒破碎变化规律 
为研究三轴剪切过程中粗粒料的颗粒破碎变化规

律，总结了两种类型粗粒料在三轴剪切过程中的颗粒

破碎试验数据[17-18]，如表 1 所示[19]。 
表 1 颗粒破碎试验数据 

Table 1 Particle breakage data 

粗粒料 围压/kPa 轴向应变/% 破碎指标 EB /% 

建筑碎 
石料[14] 

200  4.58 10.60 
200  9.72 14.40 
200 12.90 15.60 
500  3.88 11.60 
500  7.96 18.70 
500 14.40 23.10 

1000  3.17 12.20 
1000  9.40 26.00 
1000 15.80 32.00 
1500  2.05 13.20 
1500  6.31 30.20 
1500 17.20 41.40 

玄武岩 
堆石料[15] 

1000  2.16  9.40 
1000  7.84 16.10 
1000 15.10 21.90 
1500  2.41 10.20 
1500  8.24 19.70 
1500 15.60 25.70 
2000  2.47  9.90 
2000  8.61 20.30 
2000 15.10 27.20 

通过分析表 1 中的颗粒破碎试验数据发现，破碎

指标 EB 、围压 3 及轴向应变 1 之间的关系可以用下

式进行表示： 

3 a
E 1

3 a

arctan( )
p

B
p


 

 



  。    (1) 

利用式（1）对表 1 中颗粒破碎数据进行拟合，结

果如表 2 所示。 
表 2 式（1）的拟合结果 

Table 2 Fitting results of Eq. (1) 
粗粒料       决定系数 R2 

建筑碎石料 0.417 19.5 5.42 0.962 
玄武岩堆石料 0.260 21.4 5.18 0.980 

从表 2 中可以看出，利用式（1）对两种粗粒料的

颗粒破碎数据进行拟合的决定系数为 0.962，0.980，
可见拟合效果较好。为了进一步地展示式（1）的拟合

效果，图 1 绘出了式（1）对于颗粒破碎指标 EB 的拟

合值与其实测值。 
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图 1 破碎指标的实测值与拟合值 

Fig. 1 Measured and fitting data of particle breakage index 

2  颗粒破碎耗能的合理计算 
2.1  粗粒料的能量平衡方程 

Ueng 等[6]在 Rowe 剪胀方程中引入了颗粒破碎耗

能，建立了考虑考虑破碎耗能的能量平衡方程，其表

达式为 
v s s v bd d d (2 3 ) d / 9 dp q Mp q p M E         ， (2) 

式 中 ， v sd dp q  为 总 输 入 能 增 量 wdE ，

v(2 3 ) d / 9q p M  为土体剪胀耗能增量 ddE ， bdE 为颗

粒破碎耗能增量， sdMp  为土体摩擦耗能增量 fdE ，M
为摩擦系数，其值为临界状态应力比 cM 。 

颗粒破碎耗能无法通过试验直接得到，只能通过

式（1）进行计算。从式（2）中可知，需确定临界状

态应力比 cM 才能进行颗粒破碎耗能的计算。三轴试

验结束时，试验粗粒料经常没有达到临界状态，无法

根据试验直接确定 cM 。因此，Guo 等[7]和米占宽等[8]

均采用 Prevost 等[20]提出的应力比与广义剪应变的关

系式确定粗粒料的临界状态应力比，笔者亦如此。该

关系式为 
2

b s s
a 2

s

c a b

  
1

  M

  
 


 


  

 

，

，

            (3) 

式中， a ， b 为拟合参数， s 为广义剪应变， 为

应力比。 

以粗粒料 C[21]为例，粗粒料 C 为砂岩，试验干密

度为 2.12 g/cm3，最大粒径为 60 mm，试验围压为

300 ，600，900 ，1200 kPa，其大型三轴固结排水剪

切试验的应力应变曲线如图 2 所示。 

 

图 2 粗粒料 C 的三轴应力应变曲线 

Fig. 2 Triaxial stress-strain curves of coarse-grained soil C 

利用式（3）可以确定粗粒料 C 的临界状态应力

比 cM 为 1.64。进一步地，根据式（2）可以计算出粗

粒料 C 各个围压下的颗粒破碎耗能，结果如图 3所示。

从图 3 中可以看出，计算出的颗粒破碎耗能 bE 在试验

的开始阶段出现了小于 0 的情况，而且在试验的后续

过程中出现了减小的情况。鉴于颗粒破碎是不可逆的

单向过程，颗粒破碎耗能不可能为负数或减小，所以

计算出的颗粒破碎耗能违反了热力学定律。 

 

图 3 粗粒料 C 的颗粒破碎耗能 

Fig. 3 Particle breakage energy of coarse-grained soil C 
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颗粒破碎是不可逆的单向过程，在三轴试验过程

中颗粒破碎率不可能为负数，且当粗粒料进入临界状

态后不再发生颗粒破碎[5, 22]。不仅如此，根据式（1）
可知，颗粒破碎率与围压和轴向应变均表现出了正相

关的非线性关系。颗粒破碎是颗粒破碎耗能的宏观表

现，所以，颗粒破碎耗能应满足 4 个条件：①其值不

可能为负数；②其值在剪切过程中随着轴向应变的增

加而增大；③其值在相同轴向应变的情况下随着围压

的增大而增大；④当粗粒料进入临界状态时，颗粒破

碎耗能达到最大值，其增量为 0。 
从式（2）可以看出，p，q， vd ， sd ，M 的正

确取值是决定颗粒破碎耗能求解是否合理的保证，而

p，q， vd ， sd 可以直接根据试验确定，所以摩擦系

数M 的取值是不合理的。也就是说，将三轴试验过程

中的摩擦系数取为定值 cM ，使得计算出的摩擦耗能

偏大。为此，需要对式（2）中的摩擦系数进行修正。 
2.2  摩擦系数的修正 

如前所述，颗粒破碎耗能的合理求解取决于摩擦

系数的正确取值。颗粒破碎本质上是能量转换的过程，

对于微观上粗粒料颗粒破碎耗能的研究应基于宏观上

其颗粒破碎的研究。也就是说，粗粒料颗粒破碎耗能

的计算应与其颗粒破碎的变化规律相关联。因此，摩

擦系数如何取值应与粗粒料颗粒破碎的变化规律相结

合。 
在三轴试验过程中，颗粒破碎改变了土颗粒的表

面积和颗粒之间的接触状态，在宏观上表现为土体的

摩擦系数的增大[5,22]。在三轴试验的初始阶段，土颗

粒之间的相对运动较小，此时，摩擦系数和颗粒破碎

率较小。在试验过程中，土体变形显著，土颗粒之间

发生翻越和滑移，摩擦系数增大，同时，颗粒破碎率

也是增大的。当土体达到临界状态时，不再发生颗粒

破碎，即颗粒破碎耗能增量 bd 0E  ，而且体变增量

vd 0  ，由式（1）可知，此时 cM M 。 
基于以上分析可知，试验过程中摩擦系数与颗粒

破碎率随着轴向应变增加的变化规律是相似的。因此，

基于式（3），构造了摩擦系数M与轴向应变 1 之间的

关系，其表达式为 
1arctan( )M     。        (4) 

构造的式（4）与式（1）类似，不过忽略了围压

的影响，因为在整个试验过程中围压 3 为常数，故而

认为，摩擦系数 M的变化仅与轴向应变 1 有关。  
当轴向应变 1 时，可以认为试验粗粒料达

到了临界状态，且 1arctan( ) π/2  ，此时 cM M ，

结合式（4）可以推出 c2 /πM  。值得注意的是，从

数学角度来说， 1arctan( ) 只能向 π/2趋近，为此，设

定当 1arctan( ) π/2 0.9   时，认为试验粗粒料达到了

临界状态，此时 1c 6.31  。所以， 可以通过 1c6.31 
进行估算。其中， 1c 为土体达到临界状态时的轴向应

变。 
通过上述分析，式（4）可以进一步写为 

c
1

2 arctan( )
π
MM    。       (5) 

3  颗粒破碎耗能的计算 
如前所述，基于粗粒料三轴剪切过程中的颗粒破

碎规律，实现了摩擦系数的修正。根据式（2），（5）
可以计算出颗粒破碎耗能。计算之前，还需要确定参

数 。虽然 可以通过 1c6.31  进行估算，但是由于

试验结束时粗粒料 C 尚未进入临界状态，无法确定临

界状态轴向应变 1c ，因此这种估算方法并不实用。取

1c 为 30%，则 1c6.31 21.0   （原因将在第 6 节给

出），然后对粗粒料 C 各围压下的颗粒破碎耗能进行

了重新计算，结果如图 4 所示。 

图 4 粗粒料 C 的颗粒破碎耗能 

Fig. 4 Particle breakage energy of coarse-grained soil C 

从图 4 中可以看出，在整个试验过程中，颗粒破

碎耗能未出现小于 0 的情况，与围压、轴向应变均表

现出了正相关的非线性关系，而且当试验粗粒料到达

临界状态时， cM M ，由式（2）可知，此时 bd 0E  。

所以，重新计算出的颗粒破碎耗能满足了其理论上遵

循的 4 个条件，所以，采用本文修正后的摩擦系数计

算出的颗粒破碎耗能是合理的。 

4  剪胀方程 
4.1  剪胀方程的提出 

笔者在重新计算粗粒料 C 的颗粒破碎耗能时，发

现剪胀耗能在总的外力做功里所占的比例较小，基本

上可以忽略不计，如图 5 所示。所以，为了能够得到

形式更为简单的剪胀方程，忽略了剪胀耗能增量 ddE ，

那么式（2）可以改写为 
v s s bd d d dp q Mp E       。      (6) 
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图 5 剪胀耗能与外力做功 

Fig. 5 Dilatancy energy and external work 

忽略弹性应变， p p
v s v sd d d d    ，将其代入式

（6）可得 
p
v v b

g p
s s s

d d d
d d d

Ed M
p

 


  
       。  (7) 

应用式（7）描述堆石料的剪胀行为时，需要先确

定 b sd dE  。米占宽等[8]和贾宇峰等[11]分别找到了 bE
与轴向应变和剪应变的表达式，再通过微分求得

b 1d dE  和 b sd dE  。这样的处理方式使得最终的剪胀

方程不仅参数过多而且数学形式极其复杂。郭万里等[14]

将 b sd dE p  作为一个整体，通过总结出其与摩擦系数

M的线性关系得到了最终的剪胀方程。沿此思路，笔

者发现 b sd dE p  与 M 之间亦存在着较为明显的线性

关系：  

b

s

d
d
E

A BM
p 

    ，         (8) 

式中，A，B为颗粒破碎耗能参数，与材料性质相关。 
以粗粒料 C 为例，利用式（8）拟合不同围压下

b sd dE p  与 M之间的试验点，结果如图 6 所示。 

 

图 6 b sd dE p  与M之间的关系 

Fig. 6 Relationship between b sd dE p   and M  

从图 6 中可以看出，式（8）的拟合曲线与粗粒料

C 的试验值吻合的较好，且拟合的决定系数为 0.970，
可见，式（8）可以较好地描述 b sd dE p  与 M之间的

关系。进一步地，将式（8）代入式（7）可以得到简

化后的剪胀方程： 
gd K     ，         (9) 

式中， (1 )K A B M   。 
将利用式（8）拟合 b sd dE p  与 M 之间关系得

到的 A，B 代入式（9），得到本文剪胀方程的预测曲

线，同时点绘了剪胀比与应力比的试验点，如图 7 所

示。注意到，不同围压下的应力比与剪胀比之间的部

分试验点重合，为了区分这些试验点，在图 8 中，将

600，1000，2200 kPa 围压下的试验点分别沿着横坐标

向右平移 0.3，0.6，0.9 个单位。 
从图 7 中可以看出，无论在低应力水平还是高应

力水平下，式（9）对于剪胀比的预测曲线与其试验值

较为吻合，说明本文得出的剪胀方程可以较好地模拟

粗粒料的剪胀行为。 

 

图 7 粗粒料 C 剪胀比的试验值与预测值 

Fig. 7 Test data and prediction of dilatancy ratio of coarse-grained  

soil C 

图 8 粗粒料 D 剪胀比的试验值与预测值 

Fig. 8 Test data and prediction of dilatancy ratio of coarse-grained  

soil D 
4.2  剪胀方程的适用性验证 

为了进一步验证本文剪胀方程的适用性，整理了

粗粒料 D 的大型三轴 CD 剪切试验数据[23]。粗粒料 D
为板岩，试验干密度为 2.07 g/cm3，最大粒径为 60 mm，

试验围压为 300，600，1000，2200 kPa，其大型三轴

固结排水剪切试验的应力应变曲线如图 9 所示。 
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图 9 粗粒料 D 的三轴试验数据 

Fig. 9 Triaxial test data of coarse-grained soil D 

首先，利用式（3）确定粗粒料 D 的临界状态应

力比 cM 为 1.69，取 为 21.0。然后根据式（2）可以

计算出粗粒料 D 的颗粒破碎耗能，结果如图 10 所示。 

图 10 粗粒料 D 的颗粒破碎耗能 

Fig. 10 Particle breakage energy of coarse-grained soil D 

从图 9 中可以看出，计算出的颗粒破碎耗能未出

现小于 0 或者减小的情况，且与围压、轴向应变表现

了正相关的非线性关系，满足了热力学定律。可见，

通过本文对摩擦系数的修正，实现了颗粒破碎耗能的

合理计算。 

进一步地，利用式（8）拟合粗粒料 D 的 b sd dE 
与 M之间的试验值，如图 11 所示。然后，将利用式

（8）拟合得到的 A，B代入式（9）得到本文剪胀方

程的预测曲线，并与剪胀比与应力比之间的试验值进

行对比，如图 8 所示。注意到，不同围压下的应力比

与剪胀比之间的部分试验点重合，为了区分这些试验

点，在图 8 中，将 600，900，1200 kPa 围压下的试验

点分别沿着横坐标向右平移 0.3，0.6，0.9 个单位。 
从图 11 中可以看出，式（8）的拟合值与 b sd dE p 

与 M之间的试验值吻合较好，其中拟合的决定系数为

0.992，可见，式（8）可以较为准确地描述粗粒料的

b sd dE  与 M之间的关系。从图 8 中可以看出，本文

剪胀方程的预测曲线与剪胀比的试验值较为接近。也

就是说，本文的剪胀方程可以较好地模拟粗粒料的剪

胀行为。 

图 11 b sd dE p  与 M之间的关系 

Fig. 11 Relationship between b sd dE p  and M 

5  关于 取值的讨论 
如前所述，由于无法根据试验确定 1c ，因此，由

1c6.31  估算 值的方法并不实用。已有研究表

明，粗粒料进入临界状态的剪应变大致在 15%～30%。

对于粗粒料而言，三轴试验结束时其体应变的1 3 一

般较小，轴向应变与剪应变在数值上较为接近。鉴于

此，笔者认为粗粒料进入临界状态时的轴向应变亦约

在 15%～30%，如图 12 所示。从图 12 中可知：当 1c
为 15%时， 为 42.1；当 1c 为 23%时， 为 27.4；
当 1c 为 30%时， 为 21.0。可见， 的常用取值范

围为 21.0～42.1。 

图 12 式（5）表示的曲线 

Fig. 12 Curves expressed by Eq. (5) 
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从式（5），（6）可知，参数 如何取值影响了摩

擦系数 M的大小，进一步地会影响计算出的颗粒破碎

耗能数值。以粗粒料 C 为例，分别将 取为 42.1，27.4，
并计算出相应的颗粒破碎耗能，如图 13 所示。从图

13，14 中可以看出， 值越大，计算出的颗粒破碎耗

能越小。无论 值为 42.1 还是 27.4，计算出的颗粒破

碎耗能均满足热力学定律。 

图 13 粗粒料 C 的颗粒破碎耗能 

Fig. 13 Particle breakage energy of coarse-grained soil C 

注意到，构建一个形式简单且适用于粗粒料的剪

胀方程为笔者的最终目标。颗粒破碎耗能的合理计算

只是笔者构建粗粒料剪胀方程的桥梁，即在实现颗粒

破碎耗能的合理计算之后，笔者关心的是剪胀方程对

粗粒剪胀行为的模拟效果，而非颗粒破碎耗能数值上

的大小。为了明晰 值对于本文剪胀方程质量的影

响，继续以粗粒料 C 为例，将 取为 42.1 和 27.4，利

用式（8）分别拟合不同 值下的 b sd dE  与 M 之间

的试验点，如图 14 所示。 
式（8）对于 b sd dE p  与 M之间关系的描述效果

决定了式（9）对于粗粒料剪胀行为的模拟效果。从图

14 中可以看出，当 为 42.1，27.4，21.0 时，式（8）
对于粗粒料C 的 b sd dE  与M之间的试验点的拟合决

定系数分别为 0.961，0.973，0.970，可见式（8）对

于 b sd dE p  与 M 之间关系的描述效果都很好，只是

颗粒破碎耗能参数 A，B 的数值上会有略微的差异。

因此， 的取值对于式（9）对于粗粒料剪胀行为的

模拟效果影响较小，正如图 7，15 所示。显然，当
为 42.1，27.4，21.0 时，式（9）对于剪胀比的预测曲

线与其试验点均较为接近，即 在其常用范围内取值

对于式（9）的模拟效果影响甚微，可以忽略不计。 

图 14 粗粒料 C 的颗粒破碎耗能 

Fig. 14 Particle breakage energy of coarse-grained soil C 

图 15 粗粒料 C 剪胀比的实测值与预测值 

Fig. 15 Measured and predictive data of dilatancy ratio of  

coarse-grained soil C 
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6  结    论  
（1）提出了一个可以描述颗粒破碎指标与轴向应

变及围压之间关系的经验公式，试验表明，该公式可

以较好地描述三轴剪切过程中粗粒料的颗粒破碎变化

规律。 
（2）依据上述的颗粒破碎变化规律，对 Ueng 等[6]

提出的能量平衡方程中的摩擦系数进行了修正。利用

修正后的摩擦系数计算出的颗粒破碎耗能满足了热力

学定律。 
（3）剪胀耗能在总的输入功里占比甚微，将修正

后的能量平衡方程中的剪胀耗能忽略，同时总结出了

b sd dE p  与 M之间的线性关系，得到了本文最终的

剪胀方程。经验证，该剪胀方程可以较为准确地模拟

粗粒料的剪胀行为。 
（4）本文提出的考虑颗粒破碎的剪胀方程数学形

式简单，类似于剑桥模型的剪胀方程，可以推出其塑

性势函数，为后续考虑颗粒破碎的分数阶弹塑性模型

的构建中分数阶非正交性流动法则的引入提供了基

础。 
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