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变分极限平衡法对土质边坡稳定性的精确分析 
周凤玺 1, 2, 朱顺望 1, 梁玉旺 1, 赵文沧 1 

(1. 兰州理工大学土木工程学院，甘肃 兰州 730050；2. 兰州理工大学西部土木工程防灾减灾教育部工程研究中心，甘肃 兰州 730050) 

摘  要：基于变分法和极限平衡法的基本原理，对土质边坡的稳定性分析进行了理论研究。首先，通过极限平衡法建

立了问题的基本平衡方程，通过引入拉格朗日乘子构造出约束条件下等周问题的辅助泛函；其次，联合欧拉方程得到

了以潜在滑动面、滑面正应力、滑动体内力、安全系数以及拉格朗日乘子为基本未知量的一阶常微分方程组，并通过

引入辅助变量将边坡稳定性分析转化为固定边界条件下的两点边值问题；最后，利用打靶法对算例进行了数值求解，

得到了滑动面位置、滑动面上正应力分布以及边坡稳定性系数的精确解答，并与条分法和有限元强度折减法得到的结

果进行了比较，验证了所提方法的有效性。分析结果表明，提出的土质边坡稳定性分析方法可有效避免传统计算中对

滑面位置的搜索优化过程，能精确得到边坡滑面形状、滑面上的法向应力以及条间力分布，可为边坡的稳定性分析提

供科学合理的计算方法。 
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Exact analysis of soil slope stability by using variational limit equilibrium method 
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Abstract: Based on the basic principles of the variational method and the limit equilibrium method, the stability analysis of soil 

slopes is conducted theoretically. Firstly, the basic equilibrium equation for the problem is established by using the limit 

equilibrium method, and the auxiliary functional for the isoperimetric problem under constraints is constructed by introducing 

the Lagrange multiplier. In addition, the first-order ordinary differential equations with potential sliding surface, normal stress 

of sliding surface, internal force of sliding body, safety factor and Lagrange multiplier as the basic unknowns are obtained by 

combining the Euler equation, and the slope stability analysis is transformed into a two-point boundary value problem under 

fixed boundary conditions by introducing the auxiliary variables. Finally, the numerical solution of the example is carried out 

by using the shooting method, and the accurate solutions of the position of the sliding surface, the normal stress distribution on 

the sliding surface and the slope stability coefficient are obtained. The results are compared with those obtained by the slice 

method and the finite element strength reduction method to verify the effectiveness of this method. The analysis results show 

that the proposed analysis method for soil slope stability can effectively avoid the search and optimization process of the sliding 

surface position in the traditional calculation, and can accurately obtain the shape of the slope sliding surface, the normal stress 

on the sliding surface and the inter-strip force distribution, which may provide a scientific and reasonable calculation method 

for the stability analysis of slopes. 
Key words: homogeneous soil slope; stability; variational limit equilibrium method; shooting method

0  引    言 
边坡稳定性分析是岩土工程领域的一个经典且重

要课题，目前已有大量的研究成果，形成了多种分析

方法，如极限平衡法、强度折减法以及极限分析法等。

其中，以条分法为代表的极限平衡原理由于其物理概

念明确、方法简洁且参数易于获取而在实践中得到

了广泛的应用 [1]，但是极限平衡法对条间力和潜在

滑动面形状等参数的假设导致其理论严谨性和计算

结果可靠性不足。为了克服传统极限平衡法的不足，
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Kopascy[2]首次提出基于 Euler 方程的整体极限平衡

法，开启了变分原理在边坡稳定性分析中的应用研究。

此后，变分极限平衡法得到了学者们的广泛关注[3-8]。

其中，Baker 等[3]将边坡稳定问题转变成变分法中标准

的等周问题，将其描述为在所有潜在滑动面函数和滑

动面上法向应力函数中，找到使得安全泛函达到极小

值的问题。最近，同样运用变分原理，陈建功等[9]将

土坡稳定分析的泛函极值问题转化为根据 4 个非线性

方程求解 4 个未知数的代数求解问题，通过优化搜索

方法得到滑动面位置及安全系数大小。Sarkar 等[10]基

于极限平衡法，利用变分微积分将安全系数定义为滑

面及其上法向应力的方程，构造拉格朗日辅助函数将方

程最小化，通过与滑动面与斜坡连接处的边界条件和横

截条件以及滑动面自由边界条件求解方程，最后通过不

同内摩擦角和坡角组合来反映安全系数值变化。 
通过文献调研发现，由于变分极限平衡法涉及到

可动的横截界条件，通常采用搜索优化算法进行数值

求解，使得如何避免陷入局部最小的错误成为必须要

面对的问题。本文以均质的简单土坡为例，将变分极

限平衡法得到的基本方程转化为具有固定边界的两点

边值问题，采用打靶法求解该强非线性微分方程组，

可以直接得到边坡临界滑动面、滑动面上的法向应力和

条间力分布的精确解。通过算例与条分法和有限元强度

折减法的计算结果进行比较，验证了方法的有效性。 

1  变分极限平衡法的数学模型 
1.1  基本方程 

考虑如图 1 所示的简单土坡，其潜在滑坡体以边

坡坡面函数 p ( )y x 和潜在滑动面 ( )y x 为边界。在

Mohr-Coulomb 强度准则下引入安全系数 sF ，则有 

s

tan c
F

  
     。          (1) 

式中： 和 分别为滑动面上的切向和法向应力；c为
土体的黏聚力；为土体的内摩擦角。 

 

图 1 简单土坡稳定性分析模型 

Fig. 1 Simple analysis model for soil slope stability  

考虑滑动体的静力平衡条件： 
( cos sin )d 0l l      ，       (2a) 

0 m p( sin cos )d ( )d 0nx
l xl y y x         ，(2b) 

 ( cos sin ) ( sin cos ) dl y x l            
0 m p( ) d 0nx
x y y x x     。        (2c) 

式中： m 为土体重度； 为滑动面与水平面的夹角；

l为滑动面弧长； 0x 和 nx 分别为滑动面 ( )y x 的两端

点。利用几何关系 cos d / dx l  ， sin d / dx l  ，
2 2d d dl x y  ，极限平衡方程（2a）～（2c）可表

示为滑动体上水平力 H、竖向力 V以及弯矩M： 

0
s( ) ( tan )d

x

x
H x c F y x        ，   (3a) 

 
0

s m p( ) ( tan ) ( ) d
x

x
V x c y F y y x           ，(3b) 


0

( ) ( )( tan )
x

x
M x y xy c       

s m p( ) dF yy x y y x x          。  (3c) 
方程（3a）～（3c）表明，滑动面和函数 ( )y x ， ( )x

以及参数 sF 有关。边坡的稳定分析即为寻找未知函数

( )y x 和 ( )x 在满足平衡方程（3）条件下实现安全系

数 sF 的最小值，即 
 s s,

min ( ), ( )
y

F F y x x


   。       (4) 

由此可知，危险滑动面的最小安全系数的实质就

是求某个泛函的极值问题。为了方便后面的分析和计

算，令 

0
( ) ( )d

x

x
H x y x      ，        (5a) 

0
m p( ) ( ) d

x

x
V x y y y x          ，  (5b) 

0
m p( ) ( ) ( ) ( ) d   

x

x
M x y y y x y y x x             。

 

  (5c) 
由于静力平衡满足坡面上各个点，故而满足

0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0n n nH x V x M x H x V x M x      。

从式（5a）～（5c）可以看出， ( )H x ， ( )V x 和 ( )M x
分别为土条间的水平力，竖向力以及力矩。在边坡稳

定分析中广泛使用的条分法中，通过对这些相互作用

的不同简化和假设，就产生了不同的分析方法，如

Fellenius 忽略了土条之间的作用力，Bishop 条分法假

定土条两侧的剪力相互抵消，Price 假定了条分面上剪

力和水平推力比值的函数关系，Janbu 虽然考虑了条

间力，但假定了土条两侧法向力的作用点位置[11]。 
1.2  变分分析 

方程（4）实际上定义了一个变分问题。根据变分

法的基本原理，考虑 3 个极限平衡方程中的一个方程

为目标泛函，同时另两个方程也必须满足所需的积分

约束，这样将问题就转换成标准的等周问题。通过构

造含拉格朗日乘子 1 和 2 的辅助泛函 F ，可将有积分

约束的等周问题转换成无约束的变分极值问题[12]，即 
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0 1 1 2 2F F F F      。        (6) 
式中， 

0

s m p

1 s

2 s m p

( )( tan )

        ( ) ( )   

tan  

( tan ) ( )  

F y xy c

F yy x x y y

F c F y

F c y F y y

 

 

  

   

    


     
   
        

，

，

。

  (7) 

此等周问题的极值必须满足欧拉方程，即 
d 0 
d
d 0 
d

F F
x

F F
y x y

 
      

   
   

，

。
            (8) 

由方程（8）可得滑面函数的微分方程 
1 s 2

2 s 1

tan ( ) ( )
tan ( ) ( )

y F xy
x F y

  
  

   
     ，    (9) 

由方程（8）中第二式可得法向应力函数的微分方程 

s m 2

2 s 1

2( tan ) ( )
tan ( ) ( )
c F x

x F y
   


  

    
    。 (10) 

1.3  边界条件与横截条件 

到目前为止，有了 3 个约束方程（5）以及滑动面

方程（9）和应力方程（10），为获得问题的特定解，

还需要满足下列条件： 

   
0 0

p

p

( )  
n n

x x x x

x x x x

y y

y y

 

 

 


 

边界条件 ，      (11) 

0

p

p

( ) 0 

  ( )

( ) 0 
n

x x

x x

FF y y
y

FF y y
y





        


         

横截条件 。 (12) 

式（6）结合式（7）、式（9）～（11），并代入方

程（12），经过整理可以得到 

 0

0

1 s m p 2 p 2

1 s 2 p 2 s 1

( ) ( )( ) ( )
( )

tan ( ) ( ) tan ( ) ( )x x
x x

c y F y y x y c x
x

y F x y x F y
   


     



     
 

      
，

(13a) 

 
1 s p 2 p 2

1 s 2 p 2 s 1

( ) ( )( ) ( )
( )

tan ( ) ( ) tan ( ) ( )n

n

x x
x x

c y F y y x y c x
x

y F x y x F y
   


     



     
 

      
。

(13b) 
至此，基于变分法的基本原理和极限平衡法，建立

了边坡稳定性问题的控制方程及其相应的边界条件。 
1.4  状态方程及打靶法求解 

由于问题的控制方程（9）和（10）为非线性的常

微分方程，在一般的边界条件下很难获得其解析解。

打靶法是求解非线性常微分方程组边值问题较为简便

的方法，且能按照精度要求满足边界条件，从而得到

方程的精确解答。为此，将控制方程、约束条件和未 

知参数阶转化为一阶微分方程组的形式，建立相应的

状态方程。 
考虑到与一般的边值问题不同的是滑动面的位置

未知，使得滑动面与坡面的交点 0x 和 nx 为自由边界。

因此，不能直接进行数值计算。考虑到临界滑动面与

坡面交点是两个与自变量 x无关的待定常数，引入未

知变量 0W 和 nW ： 

0 0( )  
( )  n n

W x x
W x x

 
 

，

。
             (14) 

由于 0x 和 nx 的大小与自变量 x无关，则有 

0d
0 

d
d 0 
d

n

W
x
W
x

 




，

。

               (15) 

再引入新自变量 t并作下列变量变换： 
0 0( )nx W t W W        0,1t   。  (16) 

以 t为自变量，那么微分方程组的自由边界问题

就可为转换为固定边界问题。这样在引入新的自变量

t和表示积分弧长区间大小的变量 0W 和 nW 后，问题就

转变为 t在  0  1， 上的两点边值问题。选取 ( y ， ，H， 

s 1 2 0 )nV M F W W ， ， ， ， ， ， 作为未知量，结合方程

（5）、方程（9）和方程（10）则问题相应的状态方程

可表示为 
1 s 2

0
2 s 1

tan ( ) ( )d ( )
d tan ( ) ( )n

y F xy W W
t x F y

  
  

  
 

     ，  (17a) 

s m 2
0

2 s 1

2( tan ) ( )d ( )
d tan ( ) ( )n

c F xW W
t x F y

   
  

   
 

    ，(17b) 

0 s
d ( )( tan )
d n
H W W c F y
t

         ，  (17c) 

 0 s m p
d ( ) ( tan ) ( )
d n
V W W y c F y y
t

            ， 

  (17d) 
d 0
d
M
t
   ，             (17e) 

sd 0
d
F
t
   ，             (17f) 

1 2d d 0
d dt t
 

    ，        (17g) 

0d d 0
d d

nW W
t t
    。       (17h) 

相应的边界条件为 

p 00 ( )ty y x

   ，         (18a) 

p ( )nt ny y x

    ，        (18b) 

0

0

p 2 1

2 s p 1 s p

( ) ( )
( )

( )( tan ) ( )(tan )x x

x x

cy x c y
x

x F y y F y

 


   



   


     
，

(19a) 
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p 2 1

2 s p 1 s p

( ) ( )
( )

( )( tan ) ( )(tan )n

n

x x

x x

cy x c y
x

x F y y F y

 


   



   


     
。

(19b) 
通过打靶法可以将边界方程（18a），（18b），（19

a），（19b）转化为初值问题，从而利用 MATLAB 编

程可以得到非线性常微分方程组（17a）～（17h）中

所有未知量的数值解。即可以得到滑面位置 ( )y x 的数

值解。关于打靶法的具体计算过程可参考文献[13，14]，
考虑到篇幅限制这里不再赘述。 

2  数值算例 
为了验证本文所提出模型和计算方法的有效性，

下面将通过两个算例进行说明。首先选取澳大利亚计

算机应用协会（ACADS）的一个算例[15]，边坡的几

何形状如图 2 所示，取土体的黏聚力 3 kPac  ，内摩

擦角 19.6°，土体重度 3
m 20 kN/m  。 

 
图 2 边坡的计算模型 

Fig. 2 Slope model 

采用打靶法对上述边坡算例进行数值计算，所得

结果与不同形式的条分法、有限元强度折减法以及使

用搜索算法的变分极限平衡法[16]进行了比较，结果如

表 1 所示。可以看出本文所得结果 0.991 与变分极限

平衡法和 M-P 法的安全系数相等，此外与条分法和有

限元强度折减法相比也较为相近。 
表 1 不同方法所求安全系数值 

Table 1 Values of safety factor obtained by different methods 

Bishop

法 

Janbu

法 

Morgenstern-

Price 法 

变分极限

平衡法 

强度折

减法 

本文

方法 

0.992 0.964 0.991 0.991 0.993 0.991 

变分极限平衡法不仅可以得到最小安全系数值，

还可以得到临界滑动面位置以及其上的应力分布。图

3 给出了临界滑动面上法向应力分布情况，由图 3 可

知临界滑面坡角处的法向应力值是 11.23 kPa，而坡顶

出现的法向应力为-3.13 kPa，表明在坡顶存在张拉应

力。图 4 绘出了不同计算方法得到的滑面位置，可以

发现，各理论的计算结果之间略有差异。值得说明的

是本文的方法可以直接得到滑动体各位置的内力分

布，与条分法中的条间力概念相同。图 4 绘出了竖向

和水平条间力的分布曲线，并与 Morgenstern-Price 法

得到的结果进行了比较。从图 4 中可以看出两者存在

较大的差别，这是由于坡顶张力裂缝的出现导致不合

理的条间力，但在坡顶处出现转折，这与邓东平等[17]

研究结果一致。 

 

图 3 最危险滑面及正应力分布 

Fig. 3 Most dangerous slip surface and normal stress distribution 

 
图 4 法向和切向条间力分布曲线 

Fig. 4 Distribution curves of normal and tangential inter-strip force 

另一个简单土坡算例中，考虑土体重度 m  10 
3kN/m ，黏聚力 10 kPac  ，内摩擦角 20°，为了

便于与已有结果比较，参照文献[7]，未知参数用无量

纲形式表示，应力 S c ，稳定性因子 s crN h c ，

crh 为边坡临界高度。图 5 给出了滑动面上法向应力的

分布，由图 5 可知临界滑动面对应的最小安全系数为

1.0084，这与摩根斯坦-普莱斯法所得到的 1.008 结果

极为接近，且滑面上的法向应力在坡顶同样出现了拉

应力。图 6 给出了不同计算方法得到的滑动面的位置

和形状，可以看出本文的计算结果与采用变分微积分

给出的结果[1]基本一致，这也进一步验证了本文模型

和计算方法的有效性。同样，图 7 给出了条分法和本

文方法所得条间力分布曲线。图 8 绘制了 ACADS 算
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例题在不同优化算法所得到的滑面分布情况。从图 8
可以发现本文方法所得滑面位与另外两种方法基本一

致。存在的些许差异是由于坡顶存在张拉裂缝。根据

边坡的实际破坏模式来看，将张拉裂缝的因素考虑进

去，边坡会趋于失稳。 

 
图 5 最危险滑面及正应力分布 

Fig. 5 Most dangerous slip surface and normal stress distribution 

 
图 6 本文方法与其他方法滑面位置对比 

Fig. 6 Comparison of sliding surface positions between proposed 

and other methods 

 
图 7 法向和切向条间力分布曲线 

Fig. 7 Distribution curves of normal and tangential inter-strip force 

 

图 8 ACADS 算例滑面位置比较 

Fig. 8 Comparison of slip surface positions of ACADS example  

between proposed and other methods 

3  结    论 
结合边坡稳定性分析中的极限平衡法，利用变分

原理将边坡稳定性问题转化为具有约束条件的泛函极

值问题，并建立了问题的状态方程，采用变量替换将

问题最终转化为固定边界下的两点边值问题。结合数

值算例，采用打靶法获得了问题的精确解答，并与已

有结果进行比较，验证了本文模型和计算方法的有效

性。 
（1）与传统的极限平衡法相比较，变分极限平衡

法在数学上更为严谨，结果更加正确可靠。 
（2）打靶法可以对问题的控制方程进行有效的求

解，能够准确快捷地获得满足精度要求的安全系数、

滑动面位置和形状、滑动面上的法向应力以及条间力

的分布。文中虽然以简单土坡为例，但本文方法同样

适用于其它复杂的二维边坡分析。 
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