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基于两级光滑边域混合单元的弹塑性二阶锥规划方法 
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摘  要：弹塑性增量分析的数学规划方法是分析岩土工程变形和强度问题的有效途径之一，在处理非光滑屈服面、接

触和多屈服面等复杂问题时具有独特的优势。为进一步简化计算和克服体积锁定问题，在广义 Hellinger-Reissner（GHR）
变分原理的基础上，提出一种新型混合常应力-两级光滑边域的三节点三角形单元，在关联流动法则和 Mohr-Coulomb
屈服准则条件下，将弹塑性增量问题转化为标准的二阶锥规划问题，并将黏-摩擦接触条件转化为锥约束条件引入到弹

塑性增量分析的二阶锥规划问题中，随后采用高效的原对偶内点算法对其进行求解。最后将新方法用于岩土工程中两

类经典问题的弹塑性数值分析。结果表明：新方法在计算效率、收敛性和精度方面均优于传统六节点三角形混合单元。 
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Elastoplastic second-order cone programming based on mixed elements              
using a two-level mesh repartitioning scheme 
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Abstract: The mathematical programming approach of elastoplastic incremental analysis is one of the effective ways to analyze 

deformation and strength problems in geotechnical engineering and has unique advantages in dealing with the complex 

problems such as non-smooth yield surface, contact conditions and multi-surface plasticity. To further simplify the 

computational framework and overcome the volumetric locking, a novel mixed constant stress-smoothed strain three-node 

triangle element with a two-level mesh repartitioning scheme is proposed to discretize the generalized Hellinger-Reissner (GHR) 

variational principle, the boundary value problem of elastoplastic problem can be reformulated as a conic programming 

problem under the constraint of the associated flow rule, and the cohesive-frictional contact condition is treated as a set of conic 

constraints and introduced into the conic programming problem of the elastoplastic incremental analysis. Then, an efficient 

primal-dual interior point algorithm is used to solve it. Finally, the proposed method is applied to two classical geotechnical 

engineering problems. The results show that the new method is superior to the traditional mixed six-node triangular element in 

terms of the computational efficiency, convergence and accuracy. 
Key words: elastoplastic incremental analysis; second-order cone programming; mixed constant stress-smoothed strain element; 

two-level mesh repartitioning scheme

0  引    言 
弹塑性有限元方法是岩土工程中分析强度和变形

问题的重要手段之一。岩土材料复杂本构特性，往往

导致弹塑性力学的控制方程产生了高度的非线性，且

对于实际工程而言，不可避免的面临大规模问题的求

解困难。因此研究此类大规模高度非线性问题的高效

方法一直是弹塑性有限元的核心问题。 
在传统弹塑性有限元方法中，首先根据问题的当
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前状态计算弹塑性力学边值问题的位移增量，进而在

此基础上采用返回映射算法[1]在积分点上进行应力状

态的更新。由于初始状态与实际状态的差异，会产生

整体不平衡力，通常可采用牛顿类算法的迭代将该不

平衡力残差最小化。然而此迭代计算不仅依赖于初始

状态，收敛性不能得到保证，并对于大规模问题，计

算量巨大。此外，在处理非光滑的屈服面时，返回映

射算法也难以保证计算的收敛性[2]。 
另一方面弹塑性力学边值问题还可以利用非线性

数学规划方法进行求解。这类方法最早由 Capurso 等[3]

提出，在应力更新时利用数学规划法自动识别塑性流

动区域[4]。与返回映射算法相比，数学规划方法具有

一些独特的优势，一旦建立了相关的变分原理，它可

以适用于各种不同类型的离散方法，也可以将不同本

构关系、接触条件和其它约束条件包含在统一的计算

框架下[5]。在 GHR 变分原理的基础上，弹塑性力学边

值问题最终可以转化为二阶锥规划问题，并可以利用

高效的原对偶内点算法进行求解[6-8]，进而此类方法越

来越被重视，并应用于各种岩土工程问题中，如边坡

稳定[9]、基础极限承载力[10]、饱和多孔介质的固结分

析[11- 12]、滑坡中的大变形模拟等[13-14]。 
在 GHR 变分原理中应力和位移都是自变量函数，

一般需要采用应力-位移混合单元进行离散。线性连续

位移-常应力混合单元在全塑性阶段容易发生体积锁

定和精度损失[15]。因此，经常采用高阶混合单元克服

上述不足，如六节点三角形混合单元[5]和 8 节点的四

边形单元[10-11]。然而，与低阶混合单元相比，高阶单

元离散化难度变大，需要求解问题的规模更大，不可

避免地影响计算效率。 
将应变光滑方法[16]与传统有限元相结合的光滑

有限元（S-FEM）[17-18]的提出为解决低阶单元的体积

锁定和精度损失提供了一条新的有效途径。如：边光

滑域单元（edge-based S-FEM, ES-FEM）[19]，点光滑

域单元（node-based S-FEM, NS-FEM）[20]等。NS-FEM
虽然可以避免体积锁定，但却存在“过软”和零能模

式问题，易出现精度低和不稳定现象[18]。相反地，

ES-FEM 不存在 NS-FEM 的缺点，却存在体积锁定的

问题[17]。在此基础上，一种新型改进的 ES-FEM 方法

被提出[21-22]，此方法通过构建两级光滑边域增加单元

的自由度的策略，解决了体积锁定的问题，同时还继

承了传统 ES-FEM 高精度优点。在文献[22]中将改进

的 ES-FEM 命名为 selective ES-FEM（sES-FEM），并

结合塑性力学上限定理用于计算结构的极限载荷和破

坏模式。 
本文在结合二阶锥规划方法和 sES-FEM 两者优

点的基础上提出了一种新的常应力-两级光滑边域混

合单元（Mixed sES-FEM），首先采用两级光滑边域的

策略构造应变光滑域，并假设光滑域内的应力为常数。

在此基础上，利用新混合单元离散考虑黏-摩擦接触[23-24]

的 GHR 变分原理，最终将弹塑性增量问题的边值问

题转化为一个二阶锥规划（second order cone pro- 
gramming, SOCP）问题，并通过高效的原对偶内点算

法（Primal-dual interior point algorithm, PDIP）[25]进行

求解。最后，通过两类典型岩土工程问题的分析，验

证了新方法的效率和精度，为岩土工程弹塑性增量分

析提供了一种高效和高精度的算法。 

1  弹塑性增量分析的数学规划模型 
根据 GHR 变分原理[5-7]，可以证明在关联流动法

则的前提下，弹塑性增量边值问题的基本控制方程与

下列约束变分原理的驻值条件等价，  
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式中：Ω 为弹塑性体的求解域，其边界为 Γ，且满足

u     ， u   ， u 为位移边界，  则

是力边界； ( )F  为屈服函数； 为柔度矩阵；Δu = 
un+1−un 和 Δ = 1n − n 为分别为 n 到 n+1 步的位移

增量和应力增量。 
在式（1）的基础上，可以引入图 1 所示的黏-摩

擦接触模型。 

 
图 1 黏-摩擦接触示意图 

Fig. 1 Schematic graph of frictional-cohesive contact 

此接触模型包括两类约束，其一为防止节点穿透

刚性接触面的约束条件[23]，  
T

0 1( ) 0 ( 0)I I I I I
n

Ig g gp   u n  。   (2) 

式中： Ig 为节点 I 与刚性接触面之间的距离； 0
Ig 则为

此距离的初始值； 1
I
nu 为节点 I 处的位移增量； In 为

接触面的单位外法线； Ip 为节点 I 处的切向向量。其

次节点接触力还应满足 Mohr-Coulomb 屈服条件的约

束[24]， 

b ( , ) (tan ) 0I I I I I I IF p q q p c A    ≤  。   (3) 
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式中：qI 为接触力； I 为刚性接触面的摩擦角； Ic 为

接触面的黏聚力； IA 为接触面积。上述两个接触约束

条件式（2），（3）可以直接引入到 GHR 变分原理[24]，  
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式中：Nb 为接触面的个数。同样式（4）的极值条件

与考虑黏-摩擦接触的弹塑性增量分析边值问题的所

有控制方程等价[23-24]。 

2  应力-光滑应变混合单元 
在式（1），（4）中，位移场和应力场都是参与变

分的自变函数，需要应力-位移的混合单元进行离散。

为了进一步提高计算效率、精度和克服体积锁定问题，

本文提出了一类新的混合单元 Mixed-sES-FEM。 
2.1  两级光滑边域有限元（sES-FEM） 

如图 2 所示，在 sES-FEM 中采用两级网格剖分方

案[21]，其中一级网格由三节点三角形单元构成，二级

网格则是在一级网格的基础上，将每个三角形单元沿

形心细分为三个子三角形单元。然后依据一级网格的

每条边构建光滑边域，如图 2（b）所示第 k 条边所在

的光滑域是由与其相邻的两个子三角形组成。在此光

滑边域上，光滑应变为[21-22] 

s 1

s ˆ1 N

e eek k
k

A
A 

 ε  B u  。        (5) 

 

图 2 基于 sES-FEM 的混合常应力光滑应变单元 

Fig. 2 Mixed constant stress-smoothed strain element based on  

sES-FEM  
式中： kε 为第 k 个光滑边域内的光滑应变，N=1 或 2，
表示组成光滑边域的子三角形个数， s

kA 为第 k 个光滑

边域的面积，Ai为子三角形的面积， eε 为子三角形单

元的应变， s
kB 为第 k 个光滑边域的应变位移矩阵， 

s
us 1

1 N e
k e

kA 
 B B   。            (6) 

式中： u
eB 为构成第 k 个光滑域的子三角形单元的应变

位移矩阵（与经典有限单元应变位移矩阵相同）。 
在 sES-FEM 中位移插值在二级网格中的单元内

进行，如图 2（c）所示。在两级网格剖分的基础上，

进行位移插值和应变光滑，增加了位移方程的个数，

使约束比 FOD cr n n 达到最佳值，即 2r  ，从而克服

低阶单元的体积锁定问题[21-22]。这里 FODn 表示离散系

统的自由度总数，nc为不可压缩条件的个数。 
2.2  常应力-光滑应变混合单元 

在 sES-FEM 的基础上，本文提出了常应力-光滑

应变的混合单元，如图 2（c），2（d）所示，它继承

sES-FEM 的位移插值和应变光滑方法，同时假设光滑

边域内的应力为常数， 
s s s,k k k   ε B u ε   。         (7) 

式中： s
k 为第 k 个光滑边域的常应力，即在图 2(d)

所示的光滑域内的应力为常量。 
新单元继承了 sES-FEM 不受体积锁定困扰的优

点，同时实现了应力和应变在每个光滑边域内均为常

数。不仅方便了离散过程，而可以简化数值积分计算，

进而提高了计算的效率和精度。 

3  sES-FEM 弹塑性二阶锥规划模型 
在 Mixed-sES-FEM 的基础上，分别将一般 GHR

变分原理和考虑黏-摩擦接触的情况进行离散，并将其

表述为标准的 SOCP 问题。 
3.1  不考虑接触的情况 

首先将弹塑性体的求解域剖分成一系列的三节点

三角形单元，在此基础上根据 2.1 节中所述方法构建

Ns个光滑边域，并完成位移插值、应变光滑和常应力

设定，进而将式（7）代入式（1）完成 GHR 变分原

理的离散，  
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式中：f 为等效节点荷载向量。对式（8）中的位移增

量函数u 使用一次变分极值条件，则式（8）可以表

示成如下的数学规划问题[5-8, 23-24]，  
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式中： T( )1
2

( )k k k kh     ； k 为第 k 个光滑边域 

的柔度矩阵，一般为对称的半正定矩阵，即对任意

0x  ，则有 T 0kx x≥ ，故可以进行 Cholesky 分解，

即 T
k k kQ Q ，进而 hk可以表示为一个旋转的二阶锥

约束[10-12]，  
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式中： r 为旋转二阶锥约束集； m 表示一个 m 维的

实向量空间。在式（9）中采用平面应变 Mohr-Coulomb
屈服准则，其屈服函数可以表示成二次二阶锥[8]， 
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式中： q 为二次二阶锥集合； 1
k
nρ 为辅助变量； kD 和

kd 分别为 
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将式（10）～（12）代入式（9）后得到 
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在（13）中目标函数、第一项和第二项约束条件

均为线性方程，而第三项和第四项约束均为二阶锥约

束，由此可见，式（13）为一个标准的 SOCP 问题。 
3.2  考虑接触的情况 

刚体与变形体的黏-摩擦接触模型式（4）已经被

引入到 GHR 变分原理中，此时土体部分求解域内变

分原理的离散与 3.1 节中的过程大致相同，刚体无需

离散。因此将式（7）代入式（4）后可以得到离散后

的考虑接触问题的广义变分原理的离散形式， 
s b

s

s

1 1

s s T
11

1 1

min

s.t. ( ) 0

tan

N N I I
k kk I

N k
k k nk

k k k k
n n

I I I I I

A h g p

A f

p p c A



 



 



 



 

 

  

 
 ，

，

，

B

D d
 

T
   I I I

qp p q    。         (14) 

可以看出式（14）也是一个标准的 SOCP 问题。

此外上述两种情况中位移边界条件施加可以采用文献

[13]中的修正变分原理的方法，最终式（13），（14）
的 SOCP 都可以采用高效的 PDIP 算法进行求解。 

4  算    例 
首先通过条形浅基础地基承载力分析验证文中提

出的新方法，其次分析了活动门（trapdoor）问题。计

算的硬件配置为 Intel(R) Core (TM) i5-8265U CPU，2.7 
GHz，双核，8GB RAM，算例中的 SOCP 问题采用商

业软件 Mosek[26]中的 PDIP 算法进行求解。 
4.1  条形浅基础承载力分析 

考虑到对称性可取条形基础的一半作为分析对象

（图 3），基础宽度为 B = 2 m，基底为光滑接触。为

了排除边界效应的影响，取深度为 H = 10 m，宽度为

W = 30 m，其余边界条件如图 3 所示。假设土体服从

Mohr-Coulomb 屈服准则，不排水抗剪强度 cu = 100 
kPa，弹性模量 E = 100 MPa，泊松比 ν = 0.49，忽略

土的重度，即 γ = 0，地基承载力采用极限承载力系数

Nc为  
c u/N F c B  。              (15) 

式中：F 为地基承载力，即图 3 中所示分布荷载的合

力。对此模型地基承载力系数的 Prandtl 的解为[24] 
2 tan

c tan e 1 cot4 2N          
 。  (16) 

当 φ = 0 时， c 2N   ，以此作为算例验证依据。 

 

图 3 条形浅基础平面应变模型 

Fig. 3 Plane strain model for shallow strip footing 

在 Mixed-sES-FEM 的基础上，建立求解地基承载

力分析的二阶锥规划模型，加载过程由刚性地基的位

移增量控制，总的增量为 0.06 m。按不同加载步完成

条形基础的总位移增量，包括 1，5，15，50 步，如按

50 步加载时，每一步位移增量为 0.06/50 = 0.0012 m。

图 4 中是对应不同加载步的荷载-位移曲线，从图 4
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中看出，除了一步增量解之外，不同加载步对应的曲

线重合，说明文中的弹塑性问题的二阶锥方法受到加

载步长的影响很小。与传统的 Newton-Raphson 方法相

比，具有一定的优势。此外，本例中泊松比为 0.49 已

经非常接近体积不可压缩条件，但计算结果并未出现

体积锁定的问题。 

 

图 4 不同加载步的位移-加载曲线 

Fig. 4 Load-displacement curves with different loading steps 

图 5 中在相同网格的前提下将新方法与文献[10]
中基于混合高阶六节点三角形单元（Mixed-T6-FEM）

的二阶锥规划方法的结果进行了对比。其中图 5（a）
为两种方法的收敛曲线，图 5（b）为两种方法的极限

荷载系数 Nc分别与相应解析解相对误差，从图中可以

看出文中新方法的计算精度高于 Mixed-T6-FEM。根

据文献[27]中分析，Mixed-T6-FEM 单元的约束比

FOD c 4 3r n n  ，而如前文所述，文中新方法的约束

比为 r = 2，说明文中新方法在克服体积锁定方面优于. 
Mixed-T6-FEM ， 这 也 是 新 方 法计 算 精 度高 于

Mixed-T6-FEM 的原因。图 5（c）则是在两种方法中

Mosek 求解器占用 CPU 的耗时。从这些图中可以看出

文中所提出的方法在计算精度、收敛速度和效率方法

均优于高阶的六节点混合单元。 
为了说明网格畸变对文中新方法影响，可以在较

高质量单元的网格（图 6（a））基础上，对节点坐标

增加一个随机扰动量[19]， 

0

0

,x x r x d
y y r y d
    

    。
           (17) 

式中：(x0, y0)，(x, y)分别为增加随机扰动前后节点坐

标；  1,1r  为服从均匀分布的随机数； x ， y 为

扰动前网格中单元沿 x，y 轴方向上的大小（对于三角

形单元即为 3 个顶点沿 x 和 y 轴方向最大与最小坐标

之差）；  0,1d  则为控制扰动水平的参数，如 d = 0
表示未增加任何扰动的初始网格（通常具有较高的单

元质量，如图 6（a）所示），d =0.9 表示在图 6（a）
的基础上随机增加了一个较大的扰动，网格中单元产

生了比较大的畸变（图 6（b））。 

图 5 不同方法的对比分析 

Fig. 5 Comparative analysis of different methods 

    

(a) d = 0                         (b) d =0.9 

图 6 随机畸变网格 

Fig. 6 Randomly disturbed meshes 

在图 6 中的随机畸变网格前后的基础上，分别采

用基于Mixed-sES-FEM和Mixed-T6-FEM两种二阶锥

规划方法计算了刚性条形基础的极限荷载系数 Nc，并

与 Prandtl 解进行了对比。如图 7（a）所示，不同方

法采用图 6（a），6（b）所示的网格时分别计算出的
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Nc 随单元数目增加的收敛曲线，可以看出 Mixed- 
T6-FEM 受到网格畸变的影响比较明显，而文中所提

出的 Mixed-sES-FEM 却对网格的畸变不敏感。如图 7
（b）所示，按均匀分布随机获取 40 组畸变网格，

Mixed-sES-FEM 的最大相对误差不超过 0.5%，而

Mixed-T6-FEM 计算的最大相对误差超过了 2%。综合

图 7 的结果可以说明，文中所提出的新方法受到网格

畸变的影响比较小。 
综合上述分析可以看出，文中所提出的基于

Mixed-sES-FEM 的二阶锥规划模型在收敛性、计算精

度、网格畸变的敏感性等方面具有一定的优势。 

 

图 7 网格敏感性对比  

Fig. 7 Comparison of sensitivities to distorted meshes 

4.2  活动门（trapdoor）问题 

活动门或陷阱门（trapdoor）试验（图 8）最早由

Terzaghi 用于验证土拱效应的存在[28]。活动门的稳定

性通常采用稳定数表示 [30] 
c s t u( ) /N H c      。          (18) 

式中：cu为土层的不排水抗剪强度指标； s 为土层上

表面超载； t 为活动门上作用的均匀分布的外荷载，

H 为活动门上土层厚度；B 为活动门的宽度。 
根据对称性，选取模型的右半部分作为分析对象，

假设土服从 Mohr-Coulomb 屈服准则，不排水抗剪强

度 cu = 10 kPa，弹性模量 E = 100 MPa，泊松比 = 0.3，
土的重度为 =18 kN/m3。建立基于 Mixed-sES-FEM
的弹塑性增量的 SOCP 模型，活动门与土之间采用图

1 所示的摩擦接触模型，接触摩擦角为 c 。加载过程

采用活动门位移控制，向下总位移增量为 0.04 m（分

10 步加载），即活动门上土层以主动失稳模式进入塑

性阶段。 

图 8 活动门问题模型 

Fig. 8 Trapdoor problem 

本文中不排水主动失稳模式的活动门问题的机械

分析上限解为[29] 
c ( , , )N f   ≤   。         (19) 

式中：α，β，δ 为控制运动许可速度场和失稳模式的

优化决策变量，如图 10（b）所示。 

图 9 等效塑性应变增量 

Fig. 9 Increments of equivalent plastic strain  

通过优化这些决策变量使式（19）右端函数（具

体表达式见文献[29]）取极小值即为稳定数 Nc的上限

解。当 / 1/ 2H B≥ 时，下限解可为[29] 
c 2ln(2 / )N H B   。         (20) 

在此基础上，图 9 中对比了采用本文方法、有限

差分法、极限分析的上限法和下限法计算得出的稳定

数 Nc，其中，文献[29，30]中均采用的是有限元上限

和下限法，FDM 是文献[30]中所采用的有限差分法。

由图可见，本文提出的弹塑性增量二阶锥规划方法、

文献[29，30]的稳定数 Nc的计算结果都介于式（19），
（20）极限分析的上、下限解之间。本文稳定数 Nc

的计算结果与文献[29]中的有限元下限解基本一致。

图 10 中绘制了 B=2 m，H 分别是 4，10 m 两种情况下

当活动门位移增量达到 0.04 m 时的等效塑性应变增

量分布云图，同时画出了上限解对应的破坏模式，红

色直线代表了破坏时形成的剪切破坏面。由此可见，
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本文方法分析活动门稳定问题的结果是可靠的。 

图 10 不同方法计算出的稳定数 

Fig. 10 Stability numbers of different methods 

图 11 是当 H=4 m，B=2 m 时活动门达到总位移时

土层中应力分量的分布情况。图 11（a）～11（c）分

别是 x 方向正应力 x ，z 方向正应力 z 及剪应力 xz 云

图。从图 11 中可以看到与活动门接触部分的土体中 3
个应力分量都不是均匀分布的，这说明活动门在向下

位移增加过程中，原始的自重应力场发生了重分布。 

图 11 应力分布云图（H=4 m，B=2 m） 

Fig. 11 Contours of stresses (H=4 m, B=2 m) 

为进一步分析活动门受到土层的压力与接触摩擦

角 c 之间的关系，建立另一个黏-摩擦土的数值模型，

假设土服从 Mohr-Coulomb 屈服准则，抗剪强度指标

为 φ = 10°，c= 10 kPa，弹性模量 E = 100 MPa，泊松

比 ν = 0.3，土的重度为 =18 kN/m3，土与活动门间接

触摩擦角 c 以 5°的等间隔从 0°逐步增加到 30°。 
图 12（a）～12（c）中为活动门达到最终位移时

活动门上受到土体的压应力分量 x ， z ， xz ，其中

横轴是活动门的归一化位置坐标。从中可见随接触摩

擦角的增大，正应力分量出现逐渐减小的趋势，而界

面上的剪应力则逐渐增大，由此可说明当接触从光滑

变成粗糙的情形时，接触面上的应力逐步由挤压的状

态转向剪切的应力状态。并且当 c ≥20°>  10°时，

3 个应力分量分布情况基本一致，不再发生变化，由 

图 12 活动门上应力分布  

Fig. 12 Distribution of stress on trapdoor 
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此可以推断，当接触摩擦角小于土的内摩擦角时，接

触界面上土体会出现剪切破坏，而当接触摩擦角大于

内摩擦角时接触面的塑性状态则无法启动，导致接触

面不会发生剪切破坏。 

5  结    论 
本文在两级光滑边域有限元的基础上提出了一种

新型两级光滑边域混合常应力的三节点三角形单元，

用于弹塑性增量问题的 GHR 变分原理的离散，最终

将弹塑性增量的边值问题转化为二阶锥规划模型，并

采用高效的 PDIP 算法进行求解。此外，在新方法中

还引入了刚体与变形体之间的黏-摩擦型接触模型，进

而可以分析土与结构之间的相互作用。通过两个典型

问题的分析，得到 3 点结论。 
（1）在数值计算的收敛性方面，基于二阶锥规划

的弹塑性增量分析方法对加载步长的影响不敏感，因

此可以通过增加步长减少计算步，从而提高计算效率。 
（2）新型混合三节点三角形单元不仅克服体积锁

定问题，而且在网格发生畸变、单元质量变差的情况

下也可以保证良好的收敛性，在精度、效率和收敛性

方面均优于传统的六节点三角形混合单元。 
（3）通过新方法对活动门与土体的接触分析，发

现接触面摩擦角和土层的内摩擦角是控制活动门与土

体相互作用的重要因素，它们之间的相对大小决定了

接触面上应力状态。 
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