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不同透水边界下单层饱和多孔介质一维瞬态响应解 
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摘  要：基于 Biot 饱和多孔介质一维波动控制方程，给出具有普遍意义的一般性透水边界条件、任意初始条件和任意

竖向荷载作用下单层饱和多孔介质一维瞬态响应定解模型。首先提出可通过调整相应参数实现采用孔压 p 和液相相对

位移 w 的线性组合来表示不同的透水边界。之后采用分离变量法求得无阻尼控制方程的特征值和特征函数，利用待定

系数法和特征函数的正交性，将原问题转换为求解时域内一系列阻尼项耦合的常微分方程组的初值问题，采用精细时

程积分法给出瞬态响应问题的半解析解。同前人研究相比，提出的半解析解具有普遍意义，可精确退化至前人结果，

通过与文献不同边界条件的结果对比，验证了解答的正确性。最后，系统分析了不同透水条件下瞬态响应的特点，结

果表明半透水条件下响应介于透水和不透水之间，在阶跃荷载下，位移呈现先增大后减小的变化模式，入射波和反射

波产生相同相位的孔压。 
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Abstract: Based on the one-dimensional basic equations for waves in saturated porous media proposed by Biot, a mathematical 

model for one-dimensional transient response of single-layer saturated porous media is established under various permeable 

boundary conditions, arbitrary initial conditions and arbitrary vertical loads. Firstly, the independent parameters fluid pressure p 

and fluid relative displacement w are proposed to describe the various permeable boundary conditions by linear combination 

through adjusting the parameters. By utilizing the variable separation method, the eigen-values and the eigen-functions are 

obtained for undamped governing equations. With the help of undetermined coefficients and orthogonality of eigenfunctions 

methods, the solution to the problem can be converted to solve the initial value problem of a series of ordinary differential 

equations. The semi-analytical solutions are approached by using the precise time-integration method. Compared with those of 

the previous researches, the semi-analytical solutions of this research are more general and can be degenerated into various 

conditions exactly. Several numerical simulations are carried out to validate the proposed method. Finally, the one-dimensional 

transient responses of single-layer saturated soil with general boundary conditions under step loads are analyzed. The results 

demonstrate that the responses of semi-permeable condition are between the permeable and impermeable conditions. The 

displacements of solid and fluid increase first and then decrease. The incident and reflected waves stimulate the same phase 

pore pressure.  
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0  引    言  
多孔介质的瞬态响应问题是动力学的重要分支，

在地震工程、海洋工程和岩土工程等领域受到广泛的

关注，具有重要的理论价值和实际应用。 
自 Biot[1-2]提出饱和多孔介质波动理论以来，众多

学者通过求解 Biot 波动方程，获得一维、半空间以及

层状饱和多孔介质在动力荷载下时域或频域内的基本

解或者动力响应结果，研究波的传播和弥散机理以及

多孔介质的振动和应力孔压等响应情况。在基本解方

面，Zheng 等[3]将波动问题简化为由 Helmholtz 控制方

程的 4 个标量势确定，给出柱坐标系下多孔弹性半空

间的通解。Sahebkar 等[4]采用标量势函数和积分变换

方法给出点荷载和流体源作用下横观各向同性多孔弹

性介质基本解。Wang 等[5]采用傅里叶变换给出频域内

三维各向异性饱和半空间的格林函数。对于成层饱和

多孔介质响应问题，Lu等[6]通过 Hankel 变换和 Fourier
变换提出点荷载或流体点源作用下分层饱和半空间的

透射和反射矩阵法（TRM）。Ba 等[7]分析了多层横观

各向同性多孔弹性半空间的三维动态响应。对于移动

荷载下多孔介质响应问题，Cai 等[8]考虑路面不平顺，

采用傅里叶变换分析了移动卡车荷载下饱和多孔弹性

半空间的动力响应。Li 等[9]将轨道视为 Timoshenko
梁，研究了移动荷载下成层横观各向同性饱和路基的

动力响应。在一维瞬态响应方面，Schanz 等[10]采用

Laplace 变换给出无黏性耦合情况下的解析解。Shan
等[11]采用分离变量法和傅里叶正余弦变换法给出单

层饱和多孔介质在三类典型边界条件下的级数解以及

半无限问题的积分解。凌道盛等[12]给出时域内顶部和

底部均为透水边界的单层饱和多孔介质半解析解。

Schanz 等[13]采用 Kelvin-Voigt 模型替换 Biot 的线弹性

固体骨架模型，获得 Laplace 域内一维黏弹性饱和多

孔介质的解析解。Pisanò 等[14]采用改进的分步 Taylor- 
Galerkin 有限元法获得黏弹性数值解。Shan 等[15]采用

傅里叶变换法获得时域内饱和黏弹性多孔介质一维瞬

态响应解。Shan 等[16]采用特征函数法给出上覆饱和流

体时的饱和多孔介质一维瞬态响应半解析解。 
可以看出，目前关于 Biot 方程的解析研究主要通

过积分变换的方式求解，已有诸多解答。然而，由于

多孔介质的惯性、黏滞和机械耦合作用比较复杂，多

数问题都进行了简化，多数解答均是通过时间和空间

离散的数值方法获得，频域的解析解答需经过逆变换

转为时域，而逆变换过程如 Laplace 逆变换往往存在

数值不稳定问题[17]。多数精确解和解析解集中在一维

问题中，即使是一维问题，也仅能给出满足一定边界

条件和材料参数要求的解答，需要寻求适应更多边界

条件的高效解答。此外，上述研究中边界透水条件均

沿用传统的太沙基类边界，采用孔压或液相位移描述

边界透水情况，然而，这并不能反映边界实际复杂的

透水情况，如分析域边界处存在上覆砂垫层等工况，

边界将变为半透水情况。众所周知，边界情况对响应

结果具有较大的影响，如何针对复杂的实际工况，对

边界进行修正是动力问题另一个需要进一步研究的工

作。 
对于一维问题的研究，一是可以验证相关数值解

法的正确性和精度，更重要的是可以深入理解多孔介

质的动力特性。本文以单层饱和多孔介质为研究对象，

对其在任意竖向荷载作用下的一维瞬态响应问题展开

研究，提出具有普遍意义的一般性透水边界条件，考

虑多孔介质各相间的惯性、黏滞和机械耦合作用，结

合特征函数法和常数变易法，在时域内直接求解，并

系统分析了不同透水条件下单层饱和多孔介质的瞬态

响应特点。 

1  控制方程和定解模型 
本文以一般性透水边界条件下单层饱和多孔介质

瞬态响应问题为例，建立如图 1 所示模型，H为单层

饱和介质厚度。模型顶部作用任意竖向荷载，底部为

固定位移，边界处为任意的透水条件。 

 

图 1 不同透水边界条件下单层饱和多孔介质模型 

Fig. 1 1D model for saturated porous media under various  

permeable boundary conditions 

1.1  基本方程 

采用 Simon 等[18]的表述方法，Biot 饱和多孔介质

整体平衡方程和流体平衡方程基本方程为 
, , f , 0z z z tt z ttu w       ，      (1) 

, , f , , f/z z tt z tt z tP w u w k       ，  (2) 

渗流连续方程和固体骨架本构方程为 
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, , /z z z zw u P Q    ，       (3) 

,( 2 )z z zu P       。     (4) 

式中： 为固体骨架的绝对位移； 为流体的相对

位移， ( )z z zw n w u  ， zw 为流体的绝对位移， 为

材料孔隙率； z 为介质总应力，以拉为正； 为孔隙

流体压力，以压为正；  为饱和多孔介质质量密度， 
s f(1 )n n     ， f 为流体质量密度， s 为固体颗

粒的质量密度； f / n  ；下标 t为时间； fk 为动力

渗透系数，与 Darcy 定律的渗透系数和流体重度 f 间

满足 f f/k k  ；， 为固体骨架的 Lame 常数； ，

为与固相和液相压缩性相关的系数，且 1    

b s/K K ， s f1/ ( ) / /Q n K n K   ， b 2 / 3K    ，

sK ， fK 和 bK 分别为固体颗粒，液相和固体骨架的体

积模量。当 sK 时，固体颗粒不可压缩；当 fK 
时，流体不可压缩。 

为方便起见，将式（1）～（4）量纲归一化，并

写出矩阵形式： 

, , , 0    Ku Mu Cu   。  (5) 

式中：
u
w
 

  
 

u ，
1 
 
 
 
 

K = ，
1 
 
 

  
 

M ，

0 0
0 2
 

  
 

C ，
/m

t
H


  。其中
z
H

  ， zuu
H

 ，

zww
H

 ， f


 ，
Q
m

  ，





 ，
f2
H

k m



 ，

22m Q     。 
1.2  定解条件 

在固结问题中，沿用太沙基边界条件，用孔压表

示透水和不透水，当孔压采用第三类边界条件时，则

可以表示半透水或任意透水条件，  

0
p a u
z





 ，             (6a) 

0 0 0pb p c
z


 


  。       (6b) 

式(6b)中 0b 和 0c 不同时为 0。当 0 0a  或 0 00 0b c ，

时，式（6）退化为太沙基不透水条件，当 0a 或

0 00 0b c ， 时，式（6）退化为太沙基透水条件。其

他条件，则式（6）可以不同程度的半透水条件。 
在动力问题中，对于透水条件同样采用太沙基边

界，即孔压 0p  表示，而不透水边界的表示方法则有

两种表述方式，一类是同样沿用太沙基边界条件： /p  
0z  [19]，另一类则是采用液相位移 0w  表示[11]。

两者分别从孔压和位移的角度描述边界的不透水情

况，在一定程度上都是合理的。然而，两者并不完全

等价，研究表明，在动力问题中，如果采用 / 0p z  

表示不透水边界，往往会使解答不适定，即解不唯一，

如果想要获得唯一解，需要在边界处补充 ( )w f  的

条件[19-20]。因此，在动力问题中，较多采用 0w  的

边界条件表示不透水。 
以往动力研究中较少分析半透水形式，实际上，

边界条件尤其是透水条件，对动力响应结果同样有较

大影响，极端的透水条件并不能准确反映结构和路基

的振动情况，因此有必要引入半透水边界。 
本文采用以下边界条件： 

0 ( )q     ，          (7a) 

1 1 0 0a p b w      ，       (7b) 

1 0u      ，             (7c) 

2 2 1 0a p b w     。       (7d) 

式中：两个参数 ia ， ib 为不同时为 0 的已知实数，

1,2i  。式（7b），（7d）反映边界的透水情况，当 1or2 0a 
时，为不透水边界，当 1or2 0b  时，为透水边界，均不

为 0 时， /i ia b 的大小表示不同程度的半透水边界，

反映模型边界处附近渗透系数和多孔介质层厚度的影

响。 
量纲归一化的初始条件表示为  

1 , 2( ,0) ( ,0), ( ,0) ( ,0)    u g u g  。(8) 

式中： T
1 11 12( ) ( ( ) ( ))g g   ，g ； 2 ( ) g 21( ( )g  ， 

T
22 ( ))g  。 11( )g  ， 12 ( )g  ， 21( )g  ， 22 ( )g  均为任 

意函数。 

2  半解析解推导 
2.1  边界齐次化 

将式（5）的解分为两部分： 
d s u u u   。             (9) 

式中： d d d T( , )u wu ； s s s T( , )u wu 。 
   su 采用如下表达式满足边界条件， su ， sw 可分别

采用形式为 
s 2u a b     ，      (10a) 
su a b    ，        (10b) 

s 2w c d    ，        (11a) 
sw c d    。         (11b) 

式（10），（11）两两组合共有 4 种可尝试齐次化

方式。 
将式（10），（11）代入边界条件（7）可得 

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

0
0
0
0i

a a a a a
a a a a b
a a a a c
a a a a d

     
     
     
     
     

    

  。 (12) 

式中： 1  2  3  4i  ，，， 。共可获得 4 个系数矩阵，首先判
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断系数矩阵行列式是否为 0，不为 0 时，表明可采用

这种形式进行齐次化，之后等式两边左乘系数矩阵的

逆矩阵，即可给出a，b，c，d的值，继而给出
su

的值。 
 将式（9）~（11）代入式（5），（7），（8），可

得
du 满足的定解条件： 
 d d d s s s

, , , , , ,        Ku Mu Cu Mu + Cu Ku  ，(13) 
d

0 0     ，              (14a) 
d d

1 1 0( ) 0a p b w     ，      (14b) 
d

1( ) 0u      ，             (14c) 
d d

2 2 1( ) 0a p b w      ，     (14d) 

, ,

d s
1

d s
2

( ,0) ( ,0) ( ,0),
( ,0) ( ,0) ( ,0)

 

  

  

  


  。

u g u
u g u

        (15) 

2.2  特征值和特征函数 

首先求解式（13）对应的无阻尼特征值问题。 
假定方程具有如下分离变量形式的解： 

d ie u U   。          (16) 
式中： T( ( ), ( ))   U = ； 。 

代入无阻尼特征方程和边界条件（14）得 
2

, 0  KU + MU  ，       (17) 

, , 0( ) ( ) 0          ，   (18a) 

1 , , 1 0( ( ) ( )) 0a b            ， (18b) 

1 0     ，            (18c) 

2 , , 2 1( ( ) ( )) 0a b            。 (18d) 

当 0  时，式（17）具有如下形式解： 
ie U J   。             (19) 

式中： 为待定常数。 
将式（19）代入式（17）得 

2 2( ) 0  K + M J   。      (20) 

式（20）有非零解，系数矩阵的行列式等于 0，
由此可得 

4 2 2 4
3 2 1 0h h h    +   。   (21) 

式中： 2 2
3h     ； 2 2h      ； 2

1h    。 
则可获得方程（21）相应的 4 个特征值： 

1 3 1

2 4 2

i
i

  
  

   
   

，

。
           (22) 

式中： 
2

2 2 3 1
1

3

2
2 2 3 1

2
3

4
2

4
2

h h h h
h

h h h h
h





  


 

 


，

。

       (23) 

对应的特征矢量 iJ （ 1,2,3,4i  ）为 
2

11 1
1 3 2

12 1

2
21 2

2 4 2
22 2

J
J

J
J

 
 

 
 

  
          


             

，

。

J J

J J

    (24) 

则U 的表达式可写为 
1 1 1 2 1 1cos( ) sin( )c c     U J J  

3 2 2 4 2 2cos( ) sin( )  c c    。J J    (25) 

将式（25）代入边界条件（18）并整理可得 
1 11 1 12 2 21 2 22

1 1 11 1 2 21
1 12 1 22

1 1 12 1 2 22

11 1 11 1 21 2 21 2

41 42 43 44

0 0

cos( ) sin( ) cos( ) sin( )

J J J J
a J a J

b J b J
a J a J

J J J J
c c c c

   
   
 

   

  
   
   
 
 
 
 

1

2

3

4

0
0
0
0

c
c
c
c

   
   
   
   
   

  

  。                (26) 

式中： 

41 2 12 1 2 1 12 1 2 1 11 1

42 2 12 1 2 1 12 1 2 1 11 1

43 2 22 2 2 2 22 2 2 2 21 2

44 2 22 2 2 2 22 2

cos( ) sin( ) sin( )
sin( ) cos( ) cos( )
cos( ) sin( ) sin( )
sin( ) cos( )

c b J a J a J
c b J a J a J
c b J a J a J
c b J a J

    
    
    
  

  
  
  
 

；

；

；

2 2 21 2cos( )a J  。

    式（26）若有非零解，则系数矩阵行列式为 0，
由此可得到关于特征值的方程： 

( ) 0f     。             (27) 

式（27）为超越方程，由此可获得一系列特征值

，由小到大排列，并记为 k （，），其对应的特征矢

量为 T
11 12 13 14( , , , )k A A A AR ， 1 jA 为式（26）系数矩阵

第一行对应的代数余子式， 1  2  3  4j  ，，， 。 
当 0  时，方程（17）有解： 

1 2

3 4

d d
d d


   

    
  

U   。         (28) 

式中： jd 为待求常数， 1  2  3  4j  ，，， 。 
将式（28）代入边界条件（18）得 

1

1 1 1 2

3

2 2 2 2 4

1 0 0 0
0 0

1 1 0 0 0
0 0

d
a a b d

d
a a b b d


 

 

    
         
    
    
      

 。 (29) 

当系数行列式不为 0 时，有零解，此时U 为平凡

解。 
当系数行列式等于 0 时，则有非零解，此时需要

边界条件各参数满足： 
( , ) 0i if a b    。           (30) 

对应的特征向量为 
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11 12
0

13 14

B B
B B


   

    
  

U   。     (31) 

式中： 1 jB 为式（29）系数矩阵第一行对应的代数余

子式， 1,2,3,4j  。 
令式（26）中 0  ，并乘以 0R ，使其等于 0U ，

可获得合适的 0R 值，从而将 0  的模态并入到 kU
中。 

即特征值 k 对应的特征函数： 
k U  
1 1 1 1 2 2 2 2[ cos( ) sin( ) cos( ) sin( )] k         。J J J J R

(32) 
假定 k 和 p 为不同特征值，对应的特征函数为

k ( )U 和 p ( )U ，分别代入方程（17）并相减，并由M
的对称性可得 

1 T T
p , k p,0

( )k d    U KU U KU  
12 2 T

k p p k0
( ) 0  d   。U MU    (33) 

采用分部积分技术结合边界条件，可证明第一项

为 0。则当 k p  时， 
12 2 T

k p p k0
( ) 0d   U MU  。   (34) 

即特征函数满足正交性。 
2.3  动力问题的解 

根据常数变异法，方程（13）具有如下形式解： 

0or1
( )k k

k
T 





 du U   。       (35) 

将式（35）代入式（13）得 
2

,
0or1 0or1

( ) ( )k k k k k
k k

T    
 

 

  MU MU T  

s s s
, , , ,

0or1
( )   k k

k
T    





    。CU Mu Cu Ku (36) 

式（36）左乘 T
pU ，并对从 0 到 1 积分，利用特

征函数的正交性可得： 
2

p, p p p , p
0or1

( ) ( ) ( ) ( )k k
k

T c T s     




  T  。(37) 

式中：
1 T

p p0
p

1
k kc d

G   U CU ；
1 T s

p p ,0
p

1( ) (s
G     U Mu +  

s s
, , )d  Cu Ku 。 

将（35）代入初始条件（15）中得 

1
0or1

(0) ( ,0) ( ,0)k k
k

T  




  sU g u  ， (38a) 

, 2 ,
0or1

(0) ( ,0) ( ,0)k k
k

T   




  sU g u 。 (38b) 

式（38）左乘 T
pU M ，并对从 0 到 1 积分，利用

特征函数的正交性，可得 kT 的初始条件： 

1 T s
p p 10

p

1(0) ( ( ,0) ( ,0))T
G

   U M g u  ，(39a) 

1 T s
p, 2 ,0

p

1(0) ( ( ,0) ( ,0))kT
G    U M g u 。 (39b) 

求解式（37），（39）构成的初值问题，即可获得

方程（13） du 的解，继而加上
su ，就可获得原问题

（5）的解。 
2.4  常微分方程精细时程积分解 

常微分方程组（37）中包含无限个常系数微分方

程，特征值 k 按由小到大得顺序排列。实际求解过程

中，根据精度要求取前 N次，式（37）改写为矩阵形

式： 
 。     (40) 

式中： ， ，

， 。 

对应的初始条件仍为式（39），采用精细时程积分

法[21]给出上述初值问题的解答。 

3  算例 
3.1  方法正确性验证 

3 个算例用来验证本文模型的正确性，3 个算例分

别代表不同的透水条件，顶部作用阶跃荷载，如表 1
所示，计算中采用的参数如表 2 所示。 

表1 验证算例中的边界参数 

Table 1 Boundary conditions of verification examples 

算例来源 边界条件 备注 

Shan等[11] 
1 2

2 1

1
0

( ) 1

a b
a b
q 

 
 
 

 
顶部透水，底部不透水 

凌道盛等[12] 
1 2

1 2

1
0

( ) 1

a a
b b
q 

 
 
 

 
顶部和底部均透水 

单振东[22] 
1 2

1 2

0
1

( ) 1

a a
b b
q 

 
 
 

 
顶部和底部不透水 

图 2，3 给出了本文孔压和总应力的计算结果与文

献中不同透水边界结果的对比，可以看出，本文结果

和前人研究结果具有较好的一致性，从而证明了本文

方法的正确性，与以往文献相比，本文的边界条件和
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求解方法更具有一般性。 
表2 材料参数[10-11] 

Table 2 Parameters of saturated porous media 
参数 单位 值 

Lame 常数 λ MPa 144.7 
剪切模量 μ MPa 98 

固相体积模量 Ks GPa 11 
动力渗透系数 kf m4/(N·s) 0.01 
液相体积模量 Kf GPa 3.3 
固相密度 ρs kg/m3 2700 
液相密度 ρf kg/m3 1000 
孔隙率 n — 0.48 
厚度 H m 10 

 

图 2 流体孔压结果 

Fig. 2 Comparison of fluid pressure results at ζ=0.5 

 

图 3 总应力结果 

Fig. 3 Comparison of total stress results at ζ=0.5 

3.2  不同透水条件下响应 

以底部固定不透水，顶部作用阶跃荷载，不同透

水条件为例，研究饱和多孔介质在不同透水边界条件

下的响应结果，各参数取值： 1 2 21 1 0a b a   ， ， ， 

( ) 1q    ，1 0.01, 5, 20, 100, 10000b       。 
从图 4～6 可以看出，半透水条件下的瞬态响应结

果介于透水和不透水之间，当 1b 为-0.01，-10000 时，

各分量响应解答已经与不透水条件和透水条件结果相

近。透水条件下产生的位移要远大于不透水条件，在

透水和不透水条件下，固相绝对位移和液相相对位移

绝对值呈现先增大后趋于稳定的变化趋势，而在半透

水条件下，固相绝对位移和液相相对位移绝对值均呈

现先增加后减小的现象。 

 

图 4 不同透水条件下孔压结果 

Fig. 4 Dimensionless fluid pressure responses at ζ=0.5 under  

different boundary conditions 

 

图 5 不同透水条件下总应力结果 

Fig. 5 Dimensionless total stress responses at ζ=0.5 under different  

boundary conditions 

 

图 6 不同透水条件下位移结果 

Fig. 6 Dimensionless displacement responses at ζ=0.5 under  

different boundary conditions 
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3.3  半透水界面波动情况 

图 7，8 给出不同时刻，入射阶跃荷载在饱和多孔

介质内部孔压的传播情况，计算工况和各参数取值均

同 3.2 节，半透水情况时 1b 取值为-20。可以看出，入

射波激发两种纵波，随着时间进行，两种波分开，快

波和慢波分别约在 0.9，4.0 s 时到达底部，反射波和

入射波产生相同相位的孔压，即若入射波激发正的孔

压，反射波亦激发正的孔压。 

 

图 7 不同深度处孔压 

Fig. 7 Dimensionless fluid pressure responses under different  

depths 

 

图 8 不同深度处孔压 

Fig. 8 Dimensionless fluid pressure responses under different  

depths 

4  结    论 
本文针对单层饱和多孔介质一维瞬态响应问题，

提出具有普遍意义的一般性透水边界条件，并在时域

内直接给出一维问题瞬态响应半解析解，分析了不同

透水条件下单层饱和多孔介质的瞬态响应特点。主要

得出 3 点结论。  
（1）本文建立的一般性透水边界条件可以较好地

描述边界透水情况，可精确退化至现有边界条件。 
（2）本文考虑惯性、黏滞和机械耦合作用，在时

域内直接求解，给出的半解析解可较好克服 Laplace
逆变换存在的数值不稳定等问题，具有较好的通用性。 

（3）半透水条件下，饱和多孔介质响应介于透水

和不透水之间，在顶部半透水和底部固定位移的边界

条件下，入射波和反射波产生相同相位的孔压。 
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