
第 45 卷  第 1 期                   岩   土   工   程   学   报                  Vol.45  No.1 
2023 年      1 月                         Chinese Journal of Geotechnical Engineering                          Jan.  2023 

竖向受荷横截面异形桩弹塑性变分解 
李籼橙 1, 2，周  航*1, 2，亓戈平 1, 2 

(1. 重庆大学土木工程学院，重庆 400045；2. 重庆大学山地城镇建设与新技术教育部重点实验室，重庆 400045) 

摘  要：现有计算理论无法严格考虑弹塑性土中竖向受荷横截面异形桩的异形效应。针对该问题，基于虚功原理推导

出桩-弹塑性土模型的控制方程，采用保角变换技术克服了复杂边界条件控制方程求解问题，结合双曲形 D-P 本构模型

的本构积分算法获得弹塑性土中竖向受荷横截面异形桩的半解析算法，建立了能够考虑横截面异形效应的竖向受荷横

截面异形桩荷载传递理论模型。将理论模型的预测结果与有限元计算结果对比，验证了理论模型的可靠性和计算的高

效性。最后，通过参数分析探讨了横截面异形效应对荷载沉降曲线的影响，结果表明：在正常工作荷载下，横截面异

形效应对桩顶沉降影响不大；横截面异形效应主要对桩的极限承载力大小产生影响。 
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Elasto-plastic variational solution for vertically loaded noncylindrical piles 
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Abstract: The existing analytical or semi-analytical methods cannot rigorously capture the geometrical effects of noncylindrical 

piles in elasto-plastic soils. To solve this issue, based on the principle of virtual work, the governing equations for the pile-soil 

system are derived. Solving the governing equation with a complex boundary is overcome by the conformal mapping technique. 

A semi-analytical algorithm for the vertically loaded noncylindrical piles in elasto-plastic soils is developed by combing the use 

of integral algorithm for the hyperbolic D-P constitutive model. A general theoretical model for the load transfer of the 

vertically loaded noncylindrical piles considering the geometrical effects is proposed. The reliability and efficiency of the 

proposed semi-analytical method is validated by comparing the predicted results with those of FEM. Finally, detailed 

parametric studies are conducted to investigate the geometrical effects on the influences of load-settlement curve. It is found 

that the non-circular cross-section has insignificant influences on the settlement of the pile head under working loads, which 

principally affects the magnitude of the ultimate bearing capacity of the pile. 
Key words: elasto-plastic soil; noncylindrical pile; principle of virtual work; conformal mapping; D-P constitutive model; load 

transfer

0  引    言 
横截面异形桩（以下简称异形桩）是旨在不增加

混凝土用量的条件下，通过改变传统圆桩的横截面形

状，将更多的上部结构荷载通过桩侧传递到桩周土中

而发展的一种优质桩，如现浇 X 形钢筋混凝土桩（以

下简称 XCC 桩）。相对于传统圆桩，异形桩的横截面

通常表现为复杂的形状，这使得桩-土接触面上的力学

特性变的更加复杂，同时也使得竖向受荷异形桩-土相

互作用的严格分析成为一个三维（3D）问题[1]。另外，

相对于等横截面面积的圆桩，桩的横截面形状变化将

引起桩位移、承载力及桩附近土体响应等的变化，即

横截面“异形效应”。桩-土 3D 相互作用及异形效应

问题，增加了异形桩基础研究的复杂性和挑战性。 
在过去几十年中，针对竖向受荷桩-土相互作用问

题已经开展了大量的研究，提出的方法主要包括荷载

传递法[2]、基于 Mindlin 解[3]的弹性理论法[4-6]、变分

法[7-15]以及有限元（FE）法[16-17]。荷载传递法通过 t-z
曲线表示荷载传递机理，使竖向受荷圆桩-土相互作用

这样一个轴对称模型简化为了一维模型，具有计算效
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率高的优势，且能够考虑土体的非线性等问题，该方

法仍是目前研究圆桩-土相互作用的主流方法，但不适

用于异形桩-土 3D 相互作用问题。基于 Mindlin 解的

弹性理论法可预测桩基础正常工作荷载下的沉降，但

该方法对土体的假设过于理想化，与土体的弹塑性特

性差异较大。此外，即便是均质、弹性土中的竖向受

荷异形桩，应用该方法也十分复杂。目前，在桩-土相

互作用研究中发展了两种变分法。第一种是由 Shen
等[9]提出的变分法，假设土体为均质弹性体，在确定

桩侧与桩端上的应力时需用到Mindlin解。雷国辉等[14]

将 Shen 等[9]提出的变分法将圆桩群桩拓展到了壁板

桩群桩的理论分析中。由于 Shen 等[9]所提出的变分法

依赖于 Mindlin 解得到桩表面上的应力，因此该理论

不适用于弹塑性土中桩基础的理论分析。第二种是由

Vallbhan 等[7]提出的变分法，该理论对土体的位移场

进行了简化假设，然后再基于最小势能原理导出桩-

土体系的控制方程。Lee 等[10]和 Seo 等[11]将 Vallbhan
等[7]提出的方法拓展到了多层弹性土中。Basu 等[12]

和 Tehrani 等[13]基于第二种变分法分别研究了成层弹

性土中矩形桩单桩和矩形桩群桩的弹性变分解，并考察

了矩形桩与等横截面面积圆桩位移的差异。周航等[15]

基于第二种变分法考察了均质、弹性土中 XCC 桩的

异形效应。以上两种变分法的优点在于能够考虑桩-

土 3D 相互作用、计算效率高、且计算前仅需输入桩

的几何参数及其与土体的物理参数。有限元法，能够

考虑桩-土 3D 相互作用、复杂的边界条件及土体的弹

塑性问题等，被认为是一种严格的分析方法。但在 3D
问题中，FE 模型的建立和计算均需大量时间成本，且

不同的工况需要建立不同的 3D 计算模型，这些问题

使得 FE 法在桩基础的设计中并不常用[18]。 
在上面的分析方法中，虽然已有将弹性理论法和

变分法用于研究桩-土 3D 相互作用[6, 12, 14]，部分研究

也考察了桩的横截面异形效应[1, 5, 13, 15]，但由于这些研

究均假设土体为线弹性材料，从而使得它们在应用中

受到了极大的限制。目前，针对弹塑性土中的竖向受

荷异形桩问题，除有限元法外，尚未提出一种较为严

格的理论模型。 
近几年，Han 等[19]和 Gupta 等[20]通过对土体位移

场进行假设，最先将变分原理（虚功原理）用于弹塑

性土及非线性弹性土中圆桩的水平受荷桩问题，该问

题属于桩-土 3D 相互作用问题，研究结果表明：该方

法计算效率明显高于FE法，且计算精度与FE法相当。

同时，这些研究也表明了变分原理在 3D 桩-弹塑性或

非线性弹性土相互作用分析的优越性。 
综上，为了提高桩-土相互作用分析的效率，更严

格地考虑弹塑性土中竖向受荷异形桩-土相互作用及

横截面的异形效应，采用变分原理是目前最有效的一

种方法。为此，本文基于虚功原理研究弹塑性土中竖

向受荷异形桩的变分解。 

1  双曲形 Drucker-Prager 模型 
Drucker- Prager（以下简称 D-P）破坏准则由于形

式简单，参数少，且物理意义明确，因而在岩土工程

中得到了广泛的应用[21]，应指出该模型主要适用于砂

土。如图 1 所示，可以发现在子午面上 D-P 模型屈服

面的存在一个尖点。为了消除 D-P 屈服面上尖点带来

的奇异性，可按照 Abbo 等[22]的建议，采用图 1 中所

示的双曲近似来代替原 D-P 屈服面。对原 D-P 屈服面

采用双曲近似后的双曲形 D-P 模型的屈服函数 f可表

示为[19] 

2 2 21 tan 3 tan 0
3

f b q p        。 (1) 

式中：p为示静水压力（p =I1/3），其中 I1为应力张量

ij 的第一不变量；q为等效剪应力（q = 23J ），其中

J2 为偏应力张量 ij 的第二不变量；b 为线性和双曲形

D-P 屈服面尖点的距离（b≤ 0.25 cotc  ）； 和  分
别为 D-P 模型的摩擦角和黏聚力，其值与土体的内摩

擦角和黏聚力有关： 
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图 1 子午面上原 D-P 与双曲形 D-P 屈服面 

Fig. 1 Original D-P and hyperbolic D-P yield surfaces in  

meridional plane 

双曲形 D-P 模型非关联流动的塑性势函数 g表示

为 

2 2 21 tan 3 tan 0
3

g b q p       ，   (4) 

式中，为 D-P 模型的剪胀角。如果=，此时 g=f，
则非关联流动的 D-P 模型退化为相关联的模型。 
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2  异形桩-弹塑性土模型的表述 
在半无限非均质、理想弹塑性土中，一竖向受荷

横截面异形桩的力学模型如图 2 所示。由于研究对象

几何及力学行为的非轴对称性，本文将桩-土体系建立

在笛卡尔直角坐标系（o-xyz）下进行分析，其中坐标

原点 o 与桩顶的形心重合，x 轴和 y 轴的位置可以根

据实际问题的对称性确定，z 轴与桩轴线重合且方向

向下。在静力荷载作用下，假设桩为弹性材料，其弹

性模量、桩深和横截面面积分别为 Ep, Lp和 Ap。由于

假设了土体的非均质性，因此在初始应力状态下，其

剪切模量Gs及 Lamé 常数s均为随空间坐标变化的函

数。另外，关于该力学模型的其它基本假设包括：①

桩顶与地表齐平，地表为自由面，不考虑其它外部作

用的影响。②打桩等施工作用对土体的影响不在本文

的研究范围内，因此不考虑施工效应。③由于桩的刚

度远大于土体刚度，其受压缩引起的侧向变形很小。

因此，忽略桩的侧向变形。④由于考虑土体水平位移

场对竖向受荷桩桩-土相互作用影响较小，同时考虑到

计算效率，本文忽略土体水平位移场。⑤桩端下与实

桩等横截面面积的非圆柱体视为虚土桩。⑥假设桩与

土的接触面连续，即在桩-土接触面上桩与土的位移相

等。这里应注意，实际工程中，随着上部荷载的增加

桩-土接触面可能出现相对滑移，因此，假设桩-土接

触面连续可能导致预测的承载力偏大，而沉降偏小。

然而，由于临近桩的土体非线性位移及桩身压缩量占

总沉降的绝大部分，而相对滑移较小[23]。因此，为方

便分析本文的计算模型不考虑桩-土相对滑移。 

 

图 2 理想弹塑性土中竖向受荷横截面异形桩力学模型 

Fig. 2 Mechanical model for axially loaded noncylindrical piles 

embedded in elasto-plastic soils 

3  桩-土模型控制方程的推导与求解 
3.1  竖向受荷桩-土模型虚功方程 

在竖向增量荷载Qt 作用下，桩与理想弹塑性体

系的虚功方程可以表示为 

 p

p 0
p p 0

d d d d d dd d
L

ij ijL s

u uE A z x y zz z 


       

1
t 00

d d dij ij zs
x y z Q u 




       。   (5) 

式中：u为增量荷载Qt引起的桩位移； 0s 和 1s 分别为

水平面上异形桩的投影和不包含 0s 的无限大平面域，

如图 3 所示。根据土体内的应变分量[13]，式（5）中

的应变能密度可表示为 
 ij ij zz zz xz xz yz yz            。  (6) 

式（6）等号右边的每一项可进一步表示为弹塑

性刚度矩阵分量 Cij (i, j=1,2,…,6 ) 与位移、位移传递

函数  及它们导数乘积的形式。如等号右端第一项

可表示为 
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  ，         (7) 

另外两项类似。关于函数的定义可参考文献[1，13]。 

图 3 水平面内区域与边界的定义 

Fig. 3 Definition of region and boundary in xy plane 

将式（6）等号右端的展开形式代入到虚功方程

中，再使用分部积分及格林公式便可获得仅由函数 u
和函数  的一阶变分项表示的虚功方程，即 
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，(8) 

式中，Q0和 Q分别为某一荷载增量Qt初值和终值。

此外，一阶变分系数中的参数分别为 
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d( , ) ( ) dd
C C ua x y u C C u zx y z

             
 ，

(21) 

 53 63
6 330

d d( , ) dd d
C C u ua x y u C zx y z z

            
 。(22) 

实际上，该模型的虚功方程也可进一步写成如下

的简化形式： 
 ( ) ( , ) 0Ψ z u Θ x y     。 (23) 

根据虚功原理，式（23）中和分别表示位移

和位移传递函数的控制方程及相应的力的平衡条件，

并且和必须均为零。 
应注意，虚土桩主要受到桩端的压缩作用。此外，

对于典型的横截面异形桩，如方形桩、矩形桩及 XCC
桩，通常作为摩擦型桩将来自上部结构的大部荷载通

过桩侧传递到附近的土体中，而被传递到桩端下部土

体中的荷载较少。因此，本文将虚土桩横截面内的 

假设为常数，并令其等于 1。从而，在区域 0s 内的

一阶变分为零。这也是式（8）中，函数的一阶变分

项系数中未包含在区域 0s 上二重积分的原因。 
3.2  桩-土体系控制方程与边界条件 

根据式（7），当 0≤z≤Lp时，在增量荷载Qt下

桩位移函数的控制方程表示为 

 
1 1 1

2
1 1

12
d d 0

dds s s
u ut k m u

zz
     。     (24) 

当 pz L≥ 时，土体竖向位移分量随深度的变化规

律仅由位移函数 u描述，同时该函数也表示虚土桩的

位移，其控制方程为 

 
2 2 2

2
2 2

22
d d 0

dds s s
u ut k m u

zz
     。   (25) 

将实桩与虚土桩的位移函数u分别记为 u1与 u2。

由式（9）～（14）可以看出，在式（24），（25）中，

参数 ist ， isk 和 ism （i=1，2）的量纲分别为 F，F/L2

和 F/L3，且这些参数取决于函数 ( , , )ijC x y z ， ( , )x y 及

其导数。因此，函数 u1与 u2的控制方程属于变系数、

二阶常微分方程。 
关于实桩与虚土桩位移函数控制方程的边界条

件。首先可以根据虚功原理导出力的平衡条件，在地

表（z=0 m）满足 

 
1 11

1
1 0

d ( ) 0ds s
ut k u Q Qz       ；    (26) 

在桩端（z=Lp）满足 

1 11 2 21

p p

1 2
1 2

d d
d ds s s s

L L

u ut k u t k uz z
        
   

 。 (27) 

此外，函数 u1与 u2在桩端处必须满足位移连续条

件，即 
 1 p 2 p( ) ( )u L u L   。 (28) 

再考虑到，当深度趋于无穷大时，函数 u2必须趋

于零。据此，可给出控制方程（25）的另一个边界条

件： 
 2 ( ) 0u     。 (29) 

作用于桩上的轴力为 

1 11

1

1
1 p

n
1

p

d
   ( 0   )

d( )
d                (0 )
d

s s

s

u
t k u z m L

zQ z
ut z L
z

   
  

或
 。 (30) 

同样地，根据式（8）可以直接给出函数的控制

方程，即 
2 2 2

1 2 3 4 5 62 2 =0a a a a a a
x y x yx y

    


    
    

    
，(31) 

式中，参数 ai（i=1,2,…,6）由式（17）～（22）分别

确定，其取决于函数 Cij(x，y，z)，u(z)及其导数。 
求解一个二阶偏微分方程，需要确定两个边界条
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件。根据模型对位移场的定义[13]，函数的控制方程

需满足两个自然边界条件，即 

 
( , ) 1  
( , ) 0  
x y





 


   

，

。
 (32) 

3.3  控制方程求解思路 
由于方程（24），（25）为两个变系数的二阶常微

分方程，根据相应的边界条件求常微分方程的定解，

属于边值问题。因此，它们均可直接借助 Matlab 内置

的 bvp4c 求解。但应注意到，这两个方程在 z=Lp处的

共用相同的两个边界条件（即式（27），（28）），且这

两个边界条件相互耦合，这表明方程（24），（25）也

是相互耦合的。因此，需结合迭代法求解。 
对于函数，其控制方程也没有解析解。为此，本

文通过有限差分法进行求解。针对传递函数控制微分方

程边界条件复杂的问题，这里借助保角变换技术[24]，即

将 z-平面上带有非圆形孔的无限大的区域 1s （如图 3
所示）映射到相平面（-平面）内的单位圆外（如图

4 所示）。当然，对控制方程定义域进行变换时，控制

方程也需要进行保角变换，即将 z-平面上的的控制方

程转化为-平面上的控制方程。 
3.4  迭代求解算法 

在求解桩-土模型的控制方程时，可以发现位移传

递函数控制方程中的参数 ai取决于函数 u，Cij及其导

数。同样地，位移函数控制方程以及力边界条件中的

参数 ist ， isk ， ism 以及 11sk 和 21sk 也取决于函数，Cij
及它们的导数。因此，该模型的控制微分方程是一组

耦合的微分方程，需使用迭代法同时获得方程（24），
（25），（31）的数值解。此外，由于土体的弹塑性特

征，随着外部荷载的不断增加，土体的切线刚度逐渐

减小。因此，为准确刻画桩-土体系在外部荷载作用下

的非线性行为，在每一外部增量荷载施加后，需对土

体内任一超过屈服面的点上的应力状态进行更新，从

而对该点的弹塑性刚度进行更新。图 5 中给出了竖向

受荷桩-理想弹塑性土模型的求解算法。 

 

图 4 相平面的定义 

Fig. 4 Definition of phase plane 

如流程图 5（a）所示，本文将作用于桩顶上的竖

向荷载 Qt假设为了无量纲的伪时间 T（取值为 0～1）， 

 

图 5 竖向受荷桩-土体系弹塑性分析求解方案 

Fig. 5 Solution scheme for elasto-plastic analysis of axially loaded pile-soil system
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增量荷载Qt 表示成T。在第一个荷载增量作用之前

（即 T=0 时），首先给出桩的几何参数以及桩和土的

物理参数。由此可根据 Zhou 等[24]提出的保角变换技

术求出保角变换公式中的常系数 c0与 c2n-1。为了简化，

本文仅将土体重力作用引起的应力场作为土体初始应

力场。然后，给定荷载增量T的大小，并根据图 5（b）
所示的迭代算法求解桩-土体系控制方程，获得函数

u，及其导数，进而给出土体内任一点的应变增量。

为使土体内任一点的应力满足屈服条件，在施加下一

荷载增量T之前，需使用应力更新算法对超出屈服面

的应力进行更新，同时导出更新后的土体切线刚度。

本文采用完全隐式的返回欧拉算法对土体中一点的应

力和切线刚度进行更新。关于隐式本构积分算法的具

体实施步骤已有大量的文献进行了介绍，可参考文献

[25]，本文不再赘述。随后，基于更新后的土体切线

刚度，计算下一荷载增量T 施加后桩-土体系的位移

场，并对土体内的应力及切线刚度进行更新。重复以

上步骤，直到伪时间 T=1。 
图 5（b）给出了求解桩-土体系控制方程的迭代

算法。在开始迭代计算时，首先将位移函数 u的初值

假设为 uold=1。然后，基于有限差分法求解位移传递

函数。并将首次求解的函数用于计算式（24），（25）
及其边界条件中涉及到的参数 ist ， isk ， ism ， 11sk ， 21sk 。

然后，再使用内循环迭代求解耦合的式（24），（25）。
注意，内循环迭代是相对于求解整个桩-土体系控制方

程的循环迭代而言的。本文取内循环迭代的收敛条件

为相邻两次迭代解相对误差小于 10-5，且最大内循环

次数为 10 次。如果内循环在 10 次内收敛，则使用收

敛结果，否则采用第 10 次迭代的结果。随后，判断

uold 与内循环的求解出 unew 的相对误差 Er 是否小于

TOL1（取 TOL1=10-4）。若 Er满足收敛条件，则桩-土体

系控制方程的解收敛，否则，取 uold=unew开始进行下

一次迭代，直到 Er小于 TOL1。 
注意到，本文在桩-土模型的位移场中，忽略了

土体的水平位移场，为了避免忽略土体位移场引起的土

体刚度增加的现象，需要对土体的模量进行修正[12]。

Randolph 等[26]和 Basu 等[12]建议，通过修正土体的剪

切模量和假设土体的泊松为零对忽略水平位移场引起

的人为刚度进行修正。本文采用 Tehrani 等[13]通过参

数分析与有限结果对比获得的土体剪切模量和体积模

量修正公式。 

4  半解析解的验证 
在这一部分，通过两个竖向受荷横截面异形桩-

土模型的（矩形和 XCC 桩）例子来验证本文所提出

的半解析法的正确性，其中土体均采用双曲型的 D-P

破坏准则进行模拟。由于目前尚未有弹塑性土中竖向

受荷异形桩的解析或半解析解，因此，将本文半解析

法预测的桩和土体的结果与使用 Abaqus 软件所计算

的 3D 有限元结果进行对比，并对这两种方法的计算

效率进行比较。此外，为验证本文半解析法能否正确

地预测横截面的形状变化对桩位移和承载力的影响，

即横截面“异形效应”，还同时给出了与异形桩等横截

面面积的圆桩的结果。 
在有限元中，模型的几何、物理参数及本构关系

应均采用与本文半解析法相同的参数，另外，为保证

桩-土接触面完全连续接触，本文使用单个部件建立

桩-土模型。考虑到矩形和 XCC 桩的对称性，在有限

元中取桩-土模型的四分之一以减小计算量。模型的底

面边界取到桩端下一倍的桩深，竖向边界到桩轴的距

离不小于 30 倍的等面积圆桩直径，对底面边界限制其

所有位移分量，而对竖向边界仅约束其水平位移分量。

为有效减少模型中网格的数量，但不影响精度，对靠

近桩的土体采用较细的网格，而对远离桩的土体采用

越来越粗的网格进行划分。桩和土均采 C3D8R 单元

进行模拟。另外，作用于桩顶的竖向荷载采用与本文

半解析法相同的荷载增量进行施加。 
4.1  对比矩形桩解 

考虑均质、理想弹塑性土中的竖向受荷矩形桩。

矩形桩的弹性模量为 29 GPa，桩深为 20 m，横截面长

和宽分别为 1.253，0.626 m（即长宽比 ax/by=2）。为

了验证矩形桩的优越性，在不增加混凝土用量的条件

下，按照等横截面面积的原则，相应圆桩的直径取为

de=1 m。土体重度和杨氏模量分别为 s =15 kN/m3 和

Es=100 MPa，土体的泊松比、黏聚力、内摩擦角和

剪胀角分别为s =0.35，c =0.1 kPa， =20°和 
=15°。土体的静压力系数 K0=1-sin。作用于桩顶的

最大集中荷载为 9000 kN，划分为 40 个等增量荷载依

次施加。在 ABAQUS 有限元分析软件中，该模型的

长、宽和高分别为 35，35，40 m，由 103200 个 C3D8R
单元组成。 

图 6 给出了本文半解析法与有限元法计算均质、

理想弹塑性土中竖向受荷矩形桩和土体响应的结果。

图 6（a），（b）分别对比了本文解与有限元法所计算

的桩位移和桩轴力曲线，结果表明本文解与有限元法

所计算的矩形桩位移曲线一致性较好，桩顶沉降分别

为 20.1，19.2 mm，相对误差约为 4.5%；桩的轴力除

在桩端处相对误差较大外，其它位置的相对误差小于

10%。图 6（c），（d）分别对比了沿 x轴和 y轴的归一

化地表沉降，本文解与有限元法计算结果均表明：地

表沉降在 2.5 倍的桩径范围内沉降较大，且变化十分

显著；在 2.5 倍到 15 倍的桩径之间，地表沉降已经较
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小，位移变化比较平缓；对 15 倍桩径以外土体的位移

的影响可以忽略；有限元的结果在临近桩的地表位移

出现了负值，即临近桩的地表出现了隆起现象，而本

文半解析法未能反映该现象，这可能是由于本文半解

析法忽略了土体水平位移场引起的。 

 
图 6 对比本文解与有限元法中矩形桩和土的响应 

Fig. 6 Comparison of responses of rectangular piles and soils from  

present analysis and FE method 

图 7 对比了本文解与有限元法所获得的矩形桩荷

载沉降曲线，结果表明本文半解析法预测结果与有限

元的基本吻合，两种方法的最大误差小于 5%。 

 

图 7 矩形桩与等横截面面积圆桩的荷载沉降曲线 

Fig. 7 Load-settlement curves for rectangular and circular piles 

 with same cross-sectional area 

为了验证所提出的半解析法能否准确地预测矩形

桩横截面异形效应，将本文半解析法与有限元所计算

的与矩形桩等横截面面积圆桩的结果也添加到了图

6，7 中。与矩形桩对比的结果类似，本文的半解析法

能较好地预测圆桩的位移以及荷载沉降曲线，其结果

与有限元法基本一致。另外，本文解表明：圆桩与矩

形桩之间的轴力曲线及归一化的地表沉降曲线差异较

小，但矩形桩的桩位移要明显小于圆桩的桩位移，该

结果也与有限元法的一致。同时，对比结果进一步表

明：横截面异形效应对桩位移与荷载沉降曲线的影响

较为明显。 
关于两种方法的计算效率，在同一台计算机中完

成上述矩形桩-土模型，有限元法和本文的半解析法所

需的计算时间分别为 4301，316 s。可以看出，本文所

提出的半解析法的计算效率明显高于有限元法。 
4.2  对比 XCC 桩解 

假设土体为双层土，上层土体厚度为 16.8 m，第

二层土向下延伸至无穷大。在初始应力状态下，每一

层土都为均质土。XCC 桩的桩深为 18 m，横截面的

两对角直线段的距离 a 与开弧间距 b 分别为 1.005，
0.201 m（即 a/b=5），开弧角xcc为 90°，桩端嵌入第

二层土深度为 1.2 m。同样地，在相同混凝土用量下，

按照等横截面面积原则，相应圆桩的直径取 de=0.8 m，

桩和土的具体物理参数见图 8。在桩顶受到的最大竖

向集中荷载为 8000 kN，同样，将其划分为 40 个等增

量荷载依次施加。该桩-土模型在 ABAQUS 有限元分

析软件中的尺寸为长×宽×高=30 m×30 m×36 m，

共由 95480 个 C3D8R 单元组成。 
图 8（a），（b）给出了桩位移及轴力分布曲线。

结果表明：本文解与有限元计算桩位移曲线基本一致，
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二者相对误差小于 5%；与有限元法所计算的轴力相

比，本文半解析解的结果在桩端附近偏大，其它位置

偏小，但整体上轴力随深度变化的规律基本一致。图

8（c）中给出了 x 轴上归一化地表沉降，对比结果与

矩形桩类似。图 9 给出了本文解与有限元法计算的

XCC 桩荷载-沉降曲线。结果表明：本文解与有限法

的结果基本一致，在整个加载过程中，桩顶的最大沉

降差小于 5%。另外，在图 8，9 中还同时给出了两种

方法获得的与 XCC 桩等横截面面积的圆桩结果，对

比结果表明：本文半解析法也能够较好地反映 XCC
桩的横截面异形效应。 

本文半解析法与有限元法计算上述 3D 模型的所

花费的时间分别为 381，3803 s。同样地，在几乎相当

的计算精度下，本文半解析法的计算效率明显高于有

限元法。 

 

图 8 对比本文解与有限元法中 XCC 桩和土的响应 

Fig. 8 Comparison of responses of XCC piles and soils from 

 present analysis and FE method 

图 9 XCC 桩与等横截面面积圆桩的荷载沉降曲线 
Fig. 9 Load-settlement curves for XCC and circular piles with  

same cross-sectional area 

5  参数分析与讨论 
为进一步研究异形桩的横截面异形效应对桩-土

相互作用的影响，本节将基于本文提出的半解析法，

对均质、理性弹塑性土中影响异形桩基础承载力和沉

降的主要参数进行详细的分析。根据量纲分析，导出

了影响三维桩-土相互作用的 7 个主要无量纲化参数，

即桩长细比 Lp/de、桩横截面参数 a/b（或 ax/by）、桩-

土模量比 Ep/Es、归一化黏聚力 c/Es、土体内摩擦角、
土体的剪胀角  和归一化土体的重度sLp/Es。由于土

体的泊松比对桩-土相互作用的影响较小，故不再讨论

土体泊松比的影响。图 10 中给出了以上 7 个参数对归

一化的桩顶荷载 NQ （ NQ =Qt/(EsAp)）与归一化桩顶位

移 tw （ tw /de）关系曲线的影响。 
图 10（a）所示为长细比对 NQ 与 tw 关系的影响。

结果表明：在 tw 发生突增前，可视为弹性变形阶段，

无量纲化桩顶沉降 tw ，随 Lp/de的增加而减小，当 Lp/de

小于等于 40 时其对 tw 减小的影响更为明显，但当

Lp/de超过 40 后，增加 Lp/de对 tw 的影响较小；另外，

可以看出对于不同的 Lp/de，在弹性变形阶段，等横截

面面积的圆形、矩形和 XCC 桩之间的 tw 没有明显的

差异。在 tw 发生突增后，可视为塑性变形阶段，随

Lp/de的增加，塑性变形阶段的斜率也逐渐增加，即随

Lp/de的增加，塑性变形段的承载力也增加。 
图 10（b）为桩的横截面参数对 NQ 与 tw 关系曲

线的影响。对于矩形桩或 XCC 桩，在保持横截面面

积不变的条件下，横截面参数 a/b或 ax/by增加，其承

载力相对于等横截面面积的圆桩也逐渐增加，其中，

随着矩形桩横截面长宽比 a/b 的增加，承载力增加更

加明显，而随 XCC 桩横截面参数 ax/by的增加，承载

力增加较小，并且当矩形桩的 a/b 大于等于 3 时，其

承载力将超过 ax/by为 5 时 XCC 桩的承载力。桩承载

力增加主要原因是：参数 a/b或 ax/by增加，引起了桩

侧与土接触面积的增加，这将导致矩形或 XCC 桩与

土的接触面上的桩侧摩阻力（除应力集中区域外）小 
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图 10 不同参数对归一化的荷载-沉降曲线的影响 

Fig. 10 Influence of different parameters on normalized  

load-settlement curves 
于等横截面面积圆桩上的桩侧摩阻力，能够使异形桩

的桩侧将更多的上部荷载传递到附近土体中，从而引

起承载力的增加。 
图 10（c）所示为桩-土模量比对 NQ 与 tw 关系曲

线的影响。结果表明：当 Ep/Es小于 5000 时，随着 Ep/Es

的增加，桩的竖向承载力增加，沉降减小，当 Ep/Es

超过 5000 时，增加 Ep/Es对桩的竖向承载力和沉降几

乎没有影响。 
图 10（d）所示为归一化的土体黏聚力对 NQ 与 tw

关系曲线的影响。结果表明：在沉降变形 tw 发生突增

前，不同的 c/Es之间的弹性变形斜率几乎相同，随着

c/Es的增加，桩的承载力呈等量的增加；在沉降 tw 发

生突增后，不同 c/Es之间的斜率也基本一致，进一步

表明土体黏聚力对桩弹性和塑性变形段的斜率的影响

可以忽略，而只对承载力的大小有较为明显的影响。 
图 10（e）所示为土体的内摩擦角对 NQ 与 tw 关系

曲线的影响。结果表明：随着的增加，桩的承载力

增加，但在沉降变形 tw 发生突增前， 对桩的弹性变

形段的斜率没有影响，而只影响塑性阶段后的曲线斜

率，且随的增加，塑性段的斜率不断增加。 
图 10（f）所示为土体的剪胀角对 NQ 与 tw 关系曲

线的影响。结果表明：土体的几乎不影响桩的沉降

由弹性进入塑性变形阶段的承载力，同时对横截面的
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异形效应影响也较小，但对塑性变段曲线的斜率有较

大的影响。 
图 10（g）所示为土体的归一化重度对 NQ 与 tw 关

系曲线的影响。结果表明：sLp/Es 对桩的承载力具有

显著的影响，随着sLp/Es 的增加，桩的承载力有显著

的提高。这是由于土体的sLp/Es增加，相当于增加了土

体内的静水压力，使该点在应力空间中离屈服面的距

离更远，从而增加了桩的承载力。同时这也表明：土

体的初始应力场对桩的承载力具有不可忽略的影响。 
以上主要从定性角度分析和讨论了横截面异形效

应对承载力的影响。为了进一步量化横截面异形效应

对异形桩承载力的影响，下面讨论 tw 为某一值时，上

述 7 个无量化参数对矩形和 XCC 桩承载力相对于等

横截面面积圆桩承载力的增加量。在图 10 中容易看

出，除了图 10（g）外，所有的桩集中在 tw 为 0.025～
0.075处开始出现突增的沉降。据此，本文取 t 0.075w 
时的 NQ 作为桩的极限承载力，而对图 10（g）本文取

t 0.25w  时的 NQ 作为桩的承载力进行分析。图 11
（a）～（f）中给出了 t 0.075w  时，横截面异形桩（矩

形桩和 XCC 桩）相对于等横截面面积圆桩的承载力

增加百分比随不同无量纲化参数的变化规律。图 11
（g）表示 t 0.075w  时，矩形桩和 XCC 桩的承载力

相对于等横截面面积圆桩承载力增加百分比。其中
表示为 

 
 

,rec ,cir

,xcc ,cir

1 100%     ( )
=

1 100%     (XCC )

N N

N N

Q Q

Q Q


  


 

矩形桩

桩
 ， (33) 

式中， ,recNQ ， ,xccNQ ， ,cirNQ 分别为矩形、XCC 和圆

桩的归一化桩顶荷载。图 11（a）的结果表明：随着

桩长细比 Lp/de的增加，矩形桩和 XCC 桩的承载力相

对于等横截面面积圆桩的承载力增加百分比 几乎

不变，该结果也表明桩的长细比不是异形效应的敏感

参数；对于不同的 Lp/de，矩形桩和 XCC 桩的承载力

相对于等横截面面积圆桩的承载力分别增加约 10%和

14%。 
图 11（b）表明随着桩的横截面参数 a/b 或 ax/by

的增加，矩形桩和 XCC 桩的承载力相对于等横截面

面积圆桩的承载力逐渐增加，但矩形桩的承载力受横

截面参数的变化更为敏感，对于长宽比 a/b为 1，4 时，

矩形桩的承载力相对于圆桩的承载力分别增加了 5%，

19%。 
图 11（c）～（e）的结果表明：随着 Ep/Es，c/Es

和 的增加，矩形桩和 XCC 桩的承载力相对于等横

截面面积圆桩的承载力增加百分比几乎没有明显，

矩形桩和 XCC 桩的承载力相对于圆桩的承载力分增

加了 9%～10%和 11%～14%。同时表明参数 Ep/Es，

c/Es和 不是异形效应的敏感参数。 

图 11（f）结果表明随着土体剪胀角 的增加，
逐渐减小，即土体剪胀角增加，横截面异形桩的异形

效应逐渐减小。当  时，土体退化为相关联流动

法则，此时横截面异形桩的异形效应最小。 
图 11（g）中当sLp/Es取最大值 0.2 时，最小，

这是由于 t 0.25w  时，桩顶沉降处于弹性阶段，矩形

桩和 XCC 桩与等横截面面积圆桩的承载力和沉降没

有出现明显差异；当sLp/Es在 0.001～0.1 时，也基

本相等。因此参数sLp/Es 也不是横截面异形效应的敏

感参数。 
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图 11 不同参数对横截面异形桩承载力增加量的影响 

Fig. 11 Influences of different parameters on increment of bearing  

capacity of noncylindrical piles 

6  结    论 
本文提出的半解析法，计算时仅需要输入桩-土模

型的几何与物理参数，能够获得与有限元相当的计算

精度，但计算效率却明显高于 3D 有限元法。根据本

文所提出的半解析法，对影响横截面异形桩异形效应

的主要参数进行了详细的分析，得到以下 3 点结论。 
（1）当桩顶沉降处于弹性变形段时，桩的横截面

参数 a/b或 ax/by与土体参数（黏聚力、内摩擦角、剪

胀角和重度）几乎不影响 NQ - tw 曲线的斜率，而只影

响桩极限承载力的大小；桩的长细比和桩-土模量比分

别在小于 40 和 5000 时，对 NQ - tw 曲线的斜率和桩的

极限承载力产生明显的影响，而在桩长细比和桩-土模

量比分别超过 40 和 5000 时，对 NQ - tw 曲线的斜率和

承载力几乎没有影响。 
（2）在桩顶沉降处于弹性变形段时，等横截面面

积的矩形桩、XCC 桩和圆桩之间的桩顶桩顶沉降没有

明显的差异，即未出现明显的异形效应，仅当桩顶沉

降进入塑性变形段时，矩形桩和 XCC 桩的承载力或

沉降才出现明显的异形效应。 
（3）在影响桩-土相互作用的所有参数中，仅有

桩的横截面参数和土体的剪胀角为横截面异形效应的

敏感参数，而其它参数均为不敏感参数。对于常规矩

形桩和 XCC 桩横截面参数，即 a/b=2 和 ax/by=5 时，

矩形桩和 XCC 桩的承载力相对于等横截面面积圆桩

的承载力可分别提高 9%～10%和 11%～14%。 
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