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三维化方法对土的平面应变强度和变形的影响分析 
姚仰平,武孝天,崔文杰

*
 

（北京航空航天大学交通科学与工程学院，北京 100083） 

摘  要：临界状态本构模型需要通过三维化来反映材料在三维应力状态下的力学特性。采用不同三维化方法在描述应

力罗德角和偏应力对应力应变的影响程度上具有差异性，在平面应变条件下，这种差异性对土的应力应变计算结果影

响往往非常显著。以 K0固结土的统一硬化（UH）本构模型和空间滑动面（SMP）强度准则为例，分别采用变换应力（TS）
方法和 g(θ)方法这两种常用方法对模型三维化，推导了相应的三维弹塑性刚度矩阵[Dep]，阐述了不同方法在三维应力

应变计算过程上的本质区别。相比 g(θ)方法，TS 方法可以合理描述不同 K0状态下土的应力水平对偏平面上屈服曲线形

状的影响规律，即由低应力比下的近圆形转变为剪切破坏时的 SMP 破坏准则形状，实现了土体从剪切屈服到剪切破坏

的一致性。通过对一系列平面应变单元试验和边值问题的分析计算结果表明，采用 TS 方法三维化的 UH 模型预测结果

与已有试验规律更为吻合。在不同 K0固结条件下，由于计算得到的破坏面呈现不规则形状，采用 g(θ)方法往往过高或

过低地估计平面应变条件下土体的应力水平。 
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Influences of 3D model generalization approach on calculation of                
stress and strain of soils under plane strain 

YAO Yangping, WU Xiaotian, CUI Wenjie 
(School of Transportation Science and Engineering, Beihang University, Beijing 100083, China) 

Abstract: To describe the shear yield and failure behavior of soils in the generalized 3D stress space, the critical state 

constitutive model needs to be combined with some strength criteria. The use of various 3D model generalization approaches is 

frequently highly important in characterizing the impacts of stress Lode angle and deviatoric stress on stress and strain, 

especially under plane strain. The unified hardening (UH) constitutive model for K0 consolidated soils and the spatially 

mobilized plane (SMP) strength criterion are used as examples, and the transform stress (TS) and g(θ) methods are adopted for 

the 3D model generalization. The 3D elastoplastic stiffness matrix [Dep] associated with each model generalization approach is 

deduced, and the key difference between various approaches for calculating 3D stress and strain is discussed. The TS method, 

in comparison to the g(θ) method, is able to transform the yield curve on the π plane from a nearly circular shape under a low 

stress ratio to the shape of the SMP strength criterion at failure, which demonstrates the consistency from yield to failure. 

Predictions of a series of plane strain element tests and boundary value problems are performed with the 3D UH model 

generalized by the TS and g(θ) methods. The results show that the predicted results from the TS method are more consistent 

with the existing experimental measurements. Due to the irregular shape of the failure surface when using the g(θ) method, the 

estimated stress level is often either too high or too low under plane strain for K0-consolidated soils. 
Key words: 3D model generalization approach; constitutive model; plane strain; stress and strain of soil

0  引    言 
在岩土工程数值分析中，采用弹塑性本构模型描

述土的应力应变关系需要假定屈服面和塑性势面在偏

平面上的形状，将基于三轴试验规律建立的本构关系

扩展到三维应力空间中，实现本构模型的三维化[1-4]。

本构模型通过三维化可以描述罗德角的变化对土的应

力应变关系和临界破坏强度的影响。大多数临界状态
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模型的建立都考虑了模型的三维化[5-8]，目前已有的方

法主要包括 g(θ)方法[3,9-11]、M(θ)方法[12]、tij方法[9, 13]

和变换应力（TS）方法[8, 14-17]等。 
采用不同的方法对本构模型三维化，计算得到的

应力应变结果可能存在较大的差异性。孙德安等[18]

采用变换应力方法将空间滑动面（SMP）准则与 K0

剑桥模型相结合，比较了模型三维化前后计算三轴压

缩、三轴拉伸以及平面应变等问题上的差异。Sun 等[19]

采用 TS 方法将莫尔库仑准则与修正剑桥（MCC）模

型结合，比较了三维化前后计算三轴拉伸和真三轴等

问题上的差异。Yao 等[14]基于 TS 方法将拉德准则与

统一硬化模型结合，分析了土的三维强度和应力应变

关系。Yao 等[20]基于 g(θ)和 TS 方法将 SMP 准则与

K0-MCC 结合，分析了土在三轴拉伸下的应力应变差

异。然而，当前大多研究往往只针对某一特定的方法，

将模型三维化后与未三维化模型在计算上的对比分

析，但不同三维化方法之间的对比分析较少。此外，

当前对采用不同的三维化方法影响的对比研究大多局

限于对常规三轴或者真三轴等室内试验的预测分析，

计算过程中应力罗德角往往保持不变，对罗德角发生

变化的平面应变问题的影响分析较少。实际上，由于

平面应变加载过程中土体的罗德角在不断变化，因此

可以很好地反映出不同的三维化方法对应力应变计算

时结果的影响程度。 
本文以 K0固结土统一硬化（UH）本构模型和 SMP

强度准则为例，采用目前数值分析中最常用的两种三

维化方法，即 TS 和 g(θ)方法，实现模型的三维化。

首先介绍了 TS 和 g(θ)方法对 K0-UH 模型实现三维化

的过程，分析了不同方法下模型屈服面和破坏面演化

规律的差异性及其对土的应力应变计算的影响；随后

推导了三维化本构模型的弹塑性刚度矩阵[Dep]，展示

了二者在计算方法上的本质不同；最后分别以平面应

变单元试验和边值问题分析为例，深入分析了不同应

力路径下两种方法在计算分析中的差异，比较了两种

方法的优劣。 

1  本构模型三维化方法 

1.1  TS 方法 

TS 方法是通过应力变换，使屈服面由真实应力空

间在 π 平面上基于 SMP 准则的曲边三角形，转换为

变换应力空间中的 Mises 圆，随后在变换应力空间将

变换后的应力引入本构模型进行计算。该方法采用的

变换公式如下[16]： 

c ( )ij ij ij ij
q

p p
q

        ，      (1) 

式中： ij 为克朗内克符号； ij 表示转换应力空间的

应力；p 为平均正应力；q 为广义剪应力； cq 为土体

在三轴压缩下的偏应力，计算式为[14] 

1
c
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  
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式中：I1，I2和 I3分别为第一、二和三应力不变量。 

在变换应力空间中，K0-UH 模型的屈服面表示 
为[17] 
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其中， 和M  分别为 
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H 为统一硬化参量，表达为 
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0k 0k3 / 2k ij ij ij ij          。        (7) 

式中： ( ) /ij ij ijp p      ；cp=( -κ)/(1+e0)，e0为土体

的初始孔隙比； 和 κ 分别为 e-lnp 平面上等向固结加

载曲线和卸载-再加载曲线的斜率；M 为三轴压缩临

界状态应力比。采用 TS 方法三维化的 K0-UH 模型屈

服面在一般应力空间中的形状如图 1 所示。 
 

 

图 1 采用 TS 方法三维化的 K0-UH 屈服面 

Fig. 1 Three-dimensional yield surface of K0-UH model using TS  

method 

1.2  g(θ)方法 

g(θ)方法实现模型三维化时与 TS 方法保持一致，

即真实应力空间中屈服面采用 SMP 准则，塑性势面

保持 Mises 圆的形状。采用 ( )g  方法三维化的 K0-UH
模型的屈服面可表示为 

2
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塑性势可表示为 
2

ln ln 1 0
x

pg
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，     (9) 

式中：η*和 M*的表达式分别为 

0 03( )( ) / 2ij ij ij ij         ，    (10) 
2 2

0M M      。              (11) 
基于 SMP 准则的 ( )g  表达式[4]可写为 
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式中：SMP 准则的材料参数和的表达式分别为 
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采用 ( )g  方法三维化的 K0-UH 模型屈服面在一般应

力空间中的形状如图 2 所示。 
 

 

图 2 采用 g(θ)方法三维化的 K0-UH 屈服面 

Fig. 2 Three-dimensional yield surface of K0-UH model using g(θ)  

method 

1.3  TS 和 ( )g  方法对三维屈服面及临界破坏强度

的影响 

图 3～6 分别画出了 K0=1 和 K0=0.625 时采用 TS
和 ( )g  方法时UH模型屈服面在 π平面上从初始屈服

到最终破坏的形状演化规律。从图 3 和图 5 可以看出，

不论土体处于初始各向同性（K0=1）还是不同 K0条件

下的初始各向异性状态，TS 方法均可以将屈服曲线在

π 平面上由低应力比下的近圆形变为剪切破坏时的

SMP 准则形状；从图 4，6 可以看出，采用 ( )g  三维

化后的各向同性屈服面在加载过程中始终保持 SMP
破坏面形状不变，在初始应力各向异性条件下，屈服

面最终变为内凹形状的破坏面。这种不规则的破坏面

与已有试验规律相差较大，在计算过程中可能会错误

地估计土的临界破坏强度。 

 

图3 采用 TS方法的初始各向同性三维屈服面和破坏面（K0=1） 

Fig. 3 Three-dimensional yield surface and failure surface using  

 TS method with initial isotropic stress status (K0=1) 

 

图 4 采用 g(θ)方法的初始各向同性三维屈服面和破坏面 

（K0=1） 

Fig. 4 Three-dimensional yield surface and failure surface using  

  g(θ) method with initial isotropic stress status (K0=1) 

 

图 5 采用 TS 方法的初始各向异性三维屈服面和破坏面 

（K0=0.625） 

Fig. 5 Three-dimensional yield surface and failure surface using  

      TS method with initial anisotropic stress status (K0=0.625) 

2  应力应变关系 

2.1  计算方法 

土体单元的弹塑性应力应变关系表示为 
epd dij ijkl kl   D   。           (15) 

（1）采用 TS 方法三维化后，K0-UH 模型的弹塑 
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性张量
ep
ijklD 计算式为 
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式（16）以矩阵形式表示为 

ep

2

2

2

rr r r z

r z

zz r z z

L G L L
N N N

L L G L
N N N

L L L G
N N N



   



    

     

    

     
 
          
 
      

，D

(17) 
式中， 2 / 3L K G  ，K 和 G 分别为体积模量和剪切

模量，表示为
1 3(1 2 )

2(1 )
eK p G K

 
  


， 。其余各变

量为 

 

1 2 3

1 2 3

4 4
k 0

4 4 2 2
p k

2  

2

)
3

1
(

i
i

s t ur
i

r s t u i

f mn mn mn mn
i

g g g gL G

f f f fL G

M gN
c p M M


   

  


       

    


   

    
           

         
                   

     


 
  

  

   

  
   
     
   

，

，

i












。

(17a) 
式中： 

0 0
2 2

c c

c
2 3 1 3

2

3( ) ( )1
3

2 ( )
3 1

  

1
3 3

 

1

 

ij ij kl
kl ij

ij ij ij mn mn mn ij

ij ij

ij

kl kl

ij mm
k

ik jl kl ij

i ij
l

j

g f
p M

q q
q

q RI I RI

s
q

I
F

s s
q

   

      
  


 

 


 

 

 

        
        

  
       

      

  




    
   



，

，

2
1 2

1
2 2

1 2 3

1 2 3 1 2 3

       

24
(3

1 1
2 2

1) ( 9 )

( ) /( 9 )

im mj ij mm sr sr m ijmijRI I

IR
F F I I I

F I I I I I I

       












       

  

   

 ，

，

。
 

(17b) 
（2）采用 ( )g  方法三维化的 K0-UH 模型的弹塑

性张量
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上式同样可以以矩阵形式（17）表示，式中各变量为 
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(18a) 

 

图 6 采用 g(θ)方法的初始各向异性三维屈服面和破坏面 

（K0=0.625） 

Fig. 6 Three-dimensional yield surface and failure surface using 

g(θ) method with initial anisotropic stress status (K0=0.625) 

式中： 
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(18b) 
2.2  三维化方法对应力应变计算影响分析 

由上文分析可知，采用 TS 和 ( )g  方法三维化改

变了本构模型的屈服面在平面上的形状，从而改变

了偏应力 q 在不同罗德角下对变形的影响。假设土体

从各向同性 p0开始沿等 p 路径加载，则加载至任意应

力比时塑性体应变的增量为 
p
v p

0

ln xp
c

p
    ，          (19) 



第 3 期                     姚仰平，等. 三维化方法对土的平面应变强度和变形的影响分析 

 

463

式中：px 为加载至应力比时的当前硬化参数，参数

px1（TS）和 px2（ ( )g  ）的计算式分别为 

 

2

1 0 2

2

2 0 2 2

1   

1  

x

x

p p
M

p p
M g






  
   

  


      
  

，

。

       (20) 

采用两种方法三维化后的 UH 模型加载至相同的

应力比，不同罗德角下屈服面的变化如图 7 所示。 

图 7 不同罗德角下三维本构模型屈服面在 p-q 面形状变化的 

.对比分析 

Fig. 7 Comparison of variation in shape of yield surface for three-  

     dimensional constitutive model under different Lode angles  

in p-q plane 

图 7 中，虚线为未三维化的 UH 模型屈服面，实线为

采用 TS 或 ( )g  方法三维化后的屈服面。从图 7 中可

以看出，当罗德角 θ 等于 0°时，采用两种方法三维

化后的屈服面在 p-q 平面上均与三维化前的屈服面相

同，因而得到的体应变结果也相同。然而，当 大于

0°时，在相同的偏应力增量下，由 ( )g  方法的计算

得到的体应变值明显大于 TS 方法得到的计算值。这

表明在上述加载条件下，采用 TS 方法计算的结果偏

“硬”，采用 ( )g  方法计算偏“软”。 

3  平面应变单元计算 
3.1  加载路径 

以文献[18]中已有的平面应变单元试验为例，对

比分析两种三维化方法对土的应力应变计算结果的影

响。图 8 给出了平面应变单元试验采用 4 条应力路径

AB、AB、AC 和 AC。其中，点 A 为土体的初始应力

状态（K0=0.5），路径 AB 的应力条件为 x =98 kPa，
路径 AB为 y =196 kPa，路径 AC 和 AC为( x + y )/2 
=147 kPa。 

 

图 8 应力加载路径 

Fig. 8 Stress path under loading 
3.2  单元试验结果 

文献[18]中黏土采用的参数为： /(1+e0)=0.0508，
/(1+e0)=0.0112，=33.7°， =0.3，试验和预测结果

如图 9 所示。从图 9 中可以看出，采用 TS 方法三维

化后的 K0-UH 模型能够更好地预测平面应变条件下

的应力应变特性，而采用 ( )g  方法三维化后的模型计

算的应力比偏低且在相同的应力比下变形较大。这一

规律与本文 2.2 的分析结果相同。 
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图 9 平面应变单元试验的模型预测值和实测值 

Fig. 9 Predicted and measured results for plane strain element tests 

为了进一步分析两种三维化方法在预测平面应变

单元试验时的差异，图 10 展示了沿 AB应力路径加载

时计算得到的平面上的应力变化轨迹，从图 10 可以

看出，相比采用TS方法得到的SMP破坏面，采用 ( )g 
方法计算的破坏面呈现不规则形状，且在该应力路径

下低估了临界破坏时的应力比。 

4  平面应变边值计算——柱孔扩张 
4.1  柱孔扩张计算模型 

对土体中柱孔扩张问题的计算分析，已有文献

[21，22]常简化为一个圆柱形孔的平面应变扩张模型，

其中竖向应变为零（dεz=0），如图 11 所示。土体初始

孔径为 a0，扩孔后至 a 半径处时扩张压力为 a ；孔周

土体单元的径向应力表示为 r ，切向应力表示为  ；

无穷远处土体的应力状态为原位应力状态，该处水平

方向（径向）和切向应力大小均为 h0 ，竖直方向应

力大小为 v0 。在 UH 模型的假定中，加载时应力始

终处于屈服面上，因此孔周只存在塑性区。 

 
图 10 沿 AB应力路径加载时平面应力路径 

Fig. 10 Predicted stress path on  plane when loading along AB'  

 
图 11 柱孔扩张模型 

Fig. 11 Sketch for modeling expansion of a cylindrical cavity 
4.2  不排水控制方程 

式（17）的应力应变关系进一步表示为 
d d
d d
d d

r rr r rz r

r z

z zr z zz z

D D D
D D D
D D D



    



 
 
 

     
          
        

 。    (21) 

式中：Dij分别为式（17）中的各项。不排水条件下的

孔周径向和切向应变为[23] 

2

1 ln 1
2r

m
 


 

     
 

  。      (22) 

式中： =r/a，m=1-(a0/a)2。将式（22）代入式（21），
得到不排水土体应力分量随半径变化的微分方程组： 

3

3

3

d
( )  

d
d

( )  
d
d ( )  
d

r
rr r

r

z
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mD D
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mD D
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  

 
   

 
  

 


  
 

，

，

。

       (23) 

式（23）即为不排水柱孔扩张控制方程。 

4.3  排水控制方程 

排水条件下孔周土体的体积在不断变化，因此新

增加了一个比体积变量 ，而方程（21）只有 3 个，

显然方程的数量不够。考虑在式（21）的基础上加入

孔周土单元的平衡方程： 
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d 0
d

rr

r r
    

    ，        (24) 

引入辅助变量，令=r0/r，孔周径向和切向应变计算

式为[25] 

ln( )    ，             (25) 

0 0
v ln ln( ) lnr 

 
   

 
          
   

 ， (26) 

式中： 0 为土体在初始应力下的比体积。将辅助变量

微分，有如下关系： 
01 1d dr

r r


 


   
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  。     (27) 

结合式（21），（24）～（27），得到控制方程组： 
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(28) 

式（28）前两式分别为排水柱孔扩张应力分量和比体

积的控制方程。由于控制方程计算结果为应力分量与

辅助变量的关系，需通过对式（27）积分，转化为

应力分量与半径 r 的关系： 

( )
0

1exp d
a

r
a











   
 
 

   ，     (29) 

式中：(a)=a0/a 为孔壁处辅助变量的大小。 
4.4  边界条件 

不排水条件下，方程组（23）的应力和位移初始

条件为[23] 
0 0 0 0 0 0( ) ,  ( ) ,  ( )r r z zr r r               ， (30) 

22
0 0 1

r ar
a a a

             
。       (31) 

排水条件下，方程组（28）的应力和比体积边界

条件为[25] 

0 0 0 0(1) ,  (1) ,  (1) ,  (1) 1r r z z e              ，(32) 

位移边界条件为 
0 1    。              (33) 

4.5  不排水柱孔扩张计算结果 

本节选取 Boston Blue clay[21]进行计算，土的具体

参数见表 1。表中初始孔隙比计算式为 

2
0

0 cs 0 2 2
0

( ) ln 2 ln ln 1
q

p
M p

 

    


 
      

 
。(34) 

表 1 Boston Blue clay参数 

Table 1 Parameters for modeling Boston Blue clay 

不排水条件下柱孔扩张计算结果如图 12 所示。从

图 12（a）可以看出，当参数 K0等于 1 时，采用 ( )g 
方法或 TS 方法计算的应力分量在临界破坏时收敛于

相同的值，且切向有效应力收敛于径向和竖向有效应

力的平均值，即   =( r + z  )/2。当参数 K0 不等于 1
时，切向有效应力与径向和竖向有效应力无必然关系，

该结论与文献[21，22]等结论相同。需要特别指出的

是，不排水条件下两种方法计算结果的差异不大。 

 

图 12 不排水柱孔扩张的有效应力分量变化规律 

Fig. 12 Predicted variation in effective stresses for cylindrical  

cavity expansion under undrained conditions 
4.6  排水柱孔扩张计算结果 

排水扩孔的应力分量和比体积的变化结果如图

13 所示。当 K0=1 时，不同方法计算的应力分量在临

界破坏时收敛于相同的值。但从图 13（b），（c）可以

K0 0r  / 
kPa 

0  / 
kPa 

0z  / 
kPa 

0p / 
kPa 

0q / 
kPa 

0  

1 100 100 100 100 0 2.01 
0.625 100 100 160 120 60 2.09 
0.4 100 100 250 150 150 2.13 

λ=0.15; κ=0.03; cs=2.74 
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看出，TS 方法和 ( )g  方法计算结果差异随初始各向

异性的增大而增大，尤其在 K0=0.4 的土体中，采用不

同方法计算的孔壁竖向应力有很大差异。从比体积的

变化可以看出， ( )g  方法计算得到的比体积变化较

大，TS 方法计算较小，因此采用 ( )g  方法计算偏

“软”，采用 TS 方法计算的结果偏“硬”。 

 
图 13 排水柱孔扩张有效应力分量和比体积变化规律 

Fig. 13 Predicted variation in effective stresses and specific 

volume for cylindrical cavity expansion under drained conditions 

利用柱孔扩张的自相似的特性[24]，将 K0=0.4 的孔

壁土体在加载过程中平面上应力路径表示在图 14
中。 

 
图 14 排水柱孔扩张孔壁土体在平面上的应力路径 

Fig. 14 Predicted stress path on  plane for cylindrical cavity  

expansion under drained conditions 

从图 14 中可以看出，由于计算的破坏面呈现不规

则形状，采用 ( )g  方法过高地估计了孔壁土体临界破

坏的应力比。因此，排水条件下在各向异性较大的土

体中预测柱孔扩张的应力场时，建议采用 TS 方法三

维化后的模型进行计算。 
 

5  结    论 
本文从机理上详细分析了采用 TS 方法和 ( )g  方

法实现 K0-UH 模型三维化在描述强度和变形特性等

方面的差异，并通过对平面应变单元试验和边值问题

的分析，阐述了这一差异性对平面应变条件下土的应

力应变计算的影响，得到以下 3 点结论。 

（1）在强度方面，初始应力各向同性且塑性势面

相同的情况下，TS 方法和 ( )g  方法在临界破坏时收

敛于相同的值。当土体具有初始应力各向异性时，采

用 ( )g  方法三维化后各向异性屈服面由低应力比下

的曲边三角形逐渐变为内凹形的不规则破坏面，预测

平面应变试验的临界状态强度往往会偏高或偏低。TS
方法是将屈服曲线在平面上由低应力比下的近圆形

转变为剪切破坏时的 SMP 破坏准则形状，临界破坏

强度与实测值吻合。 
（2）在变形方面，将土体加载至相同的应力状态

时， ( )g  方法计算出的应变结果偏大，导致计算结果

偏“软”；TS 方法计算的应变相对较小，计算结果偏

“硬”。与文献中平面应变单元试验结果相比，TS 方

法更为合理。 
（3）在柱孔扩张边值问题中，不排水条件下两种

三维化方法计算的结果差异不大；而排水条件下，随

着各向异性增大，由于计算的破坏面呈现不规则形状，

采用 ( )g  方法计算值过高地估计了孔壁土体临界破

坏的应力比。因此，排水条件下在预测初始各向异性

较大的土体柱孔扩张的应力场时，建议采用 TS 方法

三维化后的模型进行计算。 
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