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考虑颗粒破碎的砂土 UH 模型及其参数反演 
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摘  要：颗粒破碎对粒状土临界状态的影响十分显著，研究认为在 e-lnp 空间内，粒状土的临界状态线会随着破碎的进

行向下漂移，而捕捉颗粒破碎量与临界状态线漂移量之间的一一映射关系是一项巨大的挑战。通过引入颗粒破碎参数

eB对砂土 UH 模型进行了修正，并将其嵌入实数编码免疫遗传算法（RIGA）中，构建了 RIGA-MUH 模型，提出了可

获取不同破碎程度下临界状态线的新方法。为得到更加准确的临界状态参数，模型通过调整粒状土临界状态下在误差

函数中的权重比进行优化改进，并通过 Toyoura 砂和 Cambria 砂的常规排水三轴压缩试验结果，验证模型的稳定性、合

理性和准确性。结果表明，该模型可以得到某一颗粒破碎量下精度较高的临界状态线，为提出考虑颗粒破碎的本构方

程提供一种新方法。  
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Abstract: The effect of particle breakage on the critical state of granular soils is of great significance. The existing studies have 

shown that the critical state line (CSL) of granular soils in the e-lnp space shifts downward as a result of particle breakage. 

However, it remains a big challenge for capturing the degree of particle breakage and the movement of CSL. In this study, the 

UH model for sands is modified by introducing the particle breakage parameter eB and embedded in the real number encoding 

immune genetic algorithm (RIGA) to establish the RIGA-MUH model, which proposes a new method that can obtain the CSLs 

for the sands with varying particle-size distributions. The model is optimized and improved to obtain more accurate critical state 

parameters by adjusting the weight ratio in the error function under the critical state of granular soils. The stability, rationality 

and accuracy of the model are verified through the results of conventional drainage triaxial compression tests on the Toyoura 

sand and Cambria sand. The results show that the proposed model can be used to obtain the CSLs with high accuracy under a 

certain amount of particle breakage, which provides new insight into the constitutive modeling of crushable sands. 
Key words: particle breakage; critical state; UH model; real number encoding; immune genetic algorithm; parameter inversion

0  引    言  
砂土广泛运用于桩基础工程、铁路路基工程等岩

土工程领域中。在外荷载作用下，砂土本身会持续地

被压碎，如中国南海用于填海造陆的主要材料钙质砂，

其在较低的围压下会产生颗粒破碎现象，进而影响土

体的力学性质[1-2]。因此，研究考虑颗粒破碎的粒状土

本构模型具有重要意义[3]。 
为此，学者们基于颗粒破碎相关试验前后得到的

颗粒级配曲线（PSD），提出了一系列不同的颗粒破碎

指标用于表征颗粒破碎量[4-5]。在大量的试验研究和数

值分析结果中，学者们发现 PSD 的变化显著影响临界

状态线（CSL）在 e-lnp 空间内的位置[3-4, 6-8]。其中，

Daouadji 等[6]基于颗粒破碎导致不均匀系数改变的现

象，提出了颗粒破碎导致 CSL 漂移的假设。此后，大

量学者验证了该假设，认为颗粒破碎将导致 CSL 在

e-lnp 空间内截距变化[3-4, 6-7]。值得注意的是，通过常
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规试验方法很难得到不同破碎指标与临界状态的定量

关系。其原因为：颗粒破碎在外荷载的作用下是持续

发生的，导致 CSL 的漂移量时刻变化，进而无法控制

达到临界状态时的颗粒破碎量。故通过常规试验方法

难以得到在某一特定颗粒破碎程度下 CSL 的位置变

化。 
为解决这一问题，学者们通过数值模拟方法开展

了系列研究[4, 8]。其中，Muir 等[4]通过 DEM 数值模拟，

以最大与最小粒径的比值 RD设计了不同的初始 PSD，

得到了在低应力范围内 CSL 随着颗粒破碎指标 IG 的

增加而下降的结论。Li 等[8]通过不断增大初始不均匀

系数 Cu模拟一系列不同 PSD 下的三轴试验，建立了

Cu 与 CSL 位置之间的关系。但这类数值模拟研究都

是基于颗粒为理想材料即颗粒在受荷过程不破碎的假

设，设计一系列初始 PSD 模拟不同的颗粒破碎程度，

来建立颗粒破碎与 CSL 位置之间的定量关系。故上述

研究只揭示了初始级配对临界状态参数的影响，忽视

加载过程中土体级配的演化。 
考虑到 CSL 位置变化与颗粒破碎具有复杂的非

线性映射关系，传统的数学方法如最小二乘法等难以

解决。因此，针对这类复杂的系统问题，机器学习智

能优化反演算法被广泛应用[9-10]。其中，以 Holland
等[10]开发的遗传算法（GA）最为典型。该算法以适

应度作为目标进行随机搜索寻优，但当处理多峰值问

题时，易较早地收敛于局部最优解，即发生早熟现象。

而保持种群个体的多样性对于解决该问题尤为重要，

故学者们对GA中可增加种群多样性的交叉/变异算子

进行了改进[11]。随着人工免疫系统的发展，学者们注

意到其与 GA 结合的优越性[12-13]。王煦法等[12]在 GA
的基础上，以个体平均信息熵作为个体是否相同的标

准，以此计算个体浓度，并通过个体浓度与适应度对

选择概率进行调整来确保个体多样性。Han 等[13]在王

煦法的基础上，以各个个体向量之间的几何距离作为

判断标准，并在选择概率的公式中将浓度以指数形式

进行表示。本文则直接以个体对问题解决的程度来考

虑个体之间是否相同，即适应度是否相同，并综合考

虑浓度和适应度进行搜索寻优，更好地在保持种群多

样性的基础上搜索适应度更大的个体。 
姚仰平团队基于修正剑桥（MCC）模型，建立了

考虑超固结性的统一硬化（UH）模型[14-15]，并针对不

同土的不同特征对 UH 模型进行了拓展[16-18]。其中，

砂土 UH 模型[18]可以充分考虑砂土的 3 种典型特性：

压硬性、剪胀性以及临界状态特性，该模型继承了

MCC 模型的特色，参数较少，且物理意义明确。因此，

本文首先建立考虑颗粒破碎的砂土 UH 模型（MUH
模型），并将其嵌入实数编码免疫遗传算法（RIGA）

中构建 CSL 参数反演模型（RIGA-MUH 模型）。最后，

结合不同砂土的常规三轴压缩试验数据，分析了模型

的稳定性、合理性和准确性，得到了平均主应力 p 为

0～30 MPa 内颗粒破碎指标与在 e-lnp 空间内的 CSL
位置之间的一一映射关系。 
 

1  考虑颗粒破碎的砂土 UH 模型 
姚仰平等[18]在 UH 模型的基础上增加了压硬性参

数 Z/ps、剪胀性参数 m 和临界状态参数 χ，得到了砂

土 UH 模型，其在 p-q 平面上的本构关系为 
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式中：K 和 G 分别为弹性体积模量和弹性剪切模量；

A1，A2，A3和 A4为不同的塑性影响因子。 
该模型在 e-lnp 空间内的 CSL 为 
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式中：ecs 为临界状态下孔隙比；Z 为在 e-lnp 空间内

等向固结线（NCL）上平均主应力 p 为 1 kPa 时所对

应的孔隙比；为在 e-lnp 空间内 NCL 渐近线的斜率；

pe 为在任意一 p 下，在 e-lnp 空间内 CSL 与 NCL 之

间的垂直距离，其表达式为 

p

s

( ) ln 1
( )(1 )

pe
p p

 


        
  ，  (3) 

式中，κ 为在 e-lnp 空间内回弹再加载曲线的斜率。 
此外，有学者研究表明[3, 19]，在 e-lnp 空间内，不

同破碎程度的土体在高应力水平下，其 CSLs 均会趋

于同一条线，且与极限压缩线平行。因此，将式（3）
代入式（2），对 lnp 求偏导，结果为 
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从式（4）可知，当 p 足够大时，CSL 在 e-lnp 空

间内的斜率最终趋于  。因此，为建立考虑颗粒破

碎因素的砂土 UH（MUH）模型，本文引入了颗粒破

碎参数 Be ，如图 1 所示，其物理含义为由颗粒破碎产生

的额外孔隙比变化量，其几何含义为在 e-lnp 空间内

CSL 沿斜率为  的方向漂移位移在 e 轴方向上的投

影距离，将砂土 UH 模型在 e-lnp 空间内 CSL 修正为 
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式中， Bp 与颗粒破碎参数 Be 类似，ln Bp 的几何含义
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为在 e-lnp空间内CSL沿斜率为  的方向漂移位移在

lnp 轴方向上的投影距离（如图 1 所示）， Bp 为其数值

解，表达式为 
B

B / exp ep p


   。           (6) 

图 1 CSL 随 PSD 漂移及颗粒破碎参数示意图 

Fig. 1 Schematic diagram of shifting CSL with varying PSDs and  

particle breakage parameter 

当 Be =0 时， Bp =p，该 CSL 退回为砂土 UH 模型

CSL。同时，为考虑不同的应力比 η 将发生不同程度

的颗粒破碎而导致不同程度的漂移现象，将砂土 UH
模型中的 e 表达式修正为 
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式中， e 为在 e-lnp 空间内等应力比 η 线上任意一 p
所对应的孔隙比。 bp 与 Bp 类似，其表达式为 

b
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e
p p


   
 

  。          (8) 

式中， be 为不同等应力比 η 上在 e-lnp 空间内 e 沿 e
轴方向发生漂移位移，考虑到其与 p 呈正相关性，可

得其表达式为 

b ( 1) 1e p      ，           (9) 

式中，β 为不同等应力比 η 上的 be 线弯曲程度，且

0<β<1。当 p= csp 时， be = Be ，可知其表达式为 
B
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式中，pcs为临界状态下的 p。 

2  基于 RIGA 临界状态参数反演 
相比原始砂土 UH 模型，MUH 模型中增加了颗

粒破碎参数 Be ，共 9 个参数；当 Be =0 时，MUH 模型

退回为砂土 UH 模型。MUH 模型参数中，与 CSL 位

置相关的模型参数为颗粒破碎参数 Be 和临界状态参

数 χ，本文将这两个参数统称为 CSL 参数。MUH 模

型中除 CSL 参数外，其余 7 个参数均可通过等向固结

和常规三轴试验进行有效标定。对于 CSL 参数，本文

通过 Python 代码，实现了实数编码遗传算法（RGA），

并将 MUH 模型嵌入 RGA，构建了考虑颗粒破碎的

CSL 参数反演模型，即 RGA-MUH 模型；此外，引入

免疫超参数，建立了 RIGA-MUH 模型。 
2.1  RGA-MUH 模型的构建 

RGA-MUH 模型基于 GA 进行模型构建，如图 2，
3 所示。 

 

图 2 GA 流程图 

Fig. 2 Flow chart of GA 

图 3 RIGA-MUH 模型流程图 

Fig. 3 Flow chart of RIGA-MUH model 

具体实现步骤如下： 
（1）反演参数范围的确定。对待解决的问题进

行分析，确定模型待反演参数为颗粒破碎参数 Be 和临

界状态参数 χ 的反演范围分别为（0，Z）和（0，1），
其中，Z 与式（2）中的含义相同。 

（2）初始化反演参数种群。在步骤（1）中所确
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定的待反演参数范围内随机生成 N 组 CSL 参数，即 N
个个体，构成初始种群，其中，N 为种群规模。 

（3）计算反演参数的误差值。根据 MUH 模型临

界状态先验知识，得到评价反演参数优劣的误差函数，

再将种群个体代入其中，得到每个个体的误差值。其

中，模型的误差函数将在后续章节中进行详细介绍。 
（4）选择 M 组误差值较小的反演参数进行变异

操作。按步骤（3）中所得到的误差值，对种群中所有

个体从小到大进行排序，选择前 M 组反演参数。同时，

为考虑种群个体变异的随机性，在（0，1）范围内对

应生成 M 个随机数，若随机数小于变异概率 mp ，则

对其对应个体进行变异优化，其计算表达式为 
m

en

( 0.5)i
i i

r Cc c
g

  
    。    (11) 

式中： ic 为种群中第 i 个个体； ir 为第 i 个个体在（0，
1）范围内所对应生成的随机数；δm 为变异系数；C
为反演参数取值范围最大值与最小值之差； eng 为种

群代数。 
（5）反演参数种群更新。在反演范围内随机生成

的 N-M 个个体，并与选择变异操作后产生的 M 个个

体结合，生成新种群。 
（6）终止判断条件。达到最大迭代次数 G 且误

差值在最后 10 代内无明显变化，停止迭代，得到最优

反演参数。否则回到步骤（3）。 
2.2  引入免疫超参数改进 GA 

本文为降低 GA 在搜索寻优过程中发生早熟现象

的概率，参考免疫理论，借鉴生物抵抗外来抗原的免

疫机制，在 RGA 的基础上引入激励度系数 α、克隆次

数 Nc 和相似度阈值 δs 三个免疫超参数进行改进。得

到实数编码免疫遗传算法（RIGA），并将 MUH 模型 
嵌入其中，构建 RIGA-MUH 模型，如图 3 所示，具

体改进方法如下： 
（1）选择操作改进（免疫选择）。将 RGA 步骤

（4）中选择个体的评价指标改为考虑个体误差和多样

性的综合质量指标，称其为激励度。其中，衡量个体

多样性评价指标为浓度，其计算表达式为 

en
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式中， en ( )id c 为种群中第 i 个个体的浓度，N 为种群

规模， ( , )i jS c c 为第 i 个个体和第 j 个个体是否相似，

其计算表达式为 
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式中： s 为相似度阈值，即为衡量两个个体是否相似

的评价指标； ( )iE c 为第 i 个个体的误差值。 

从浓度表达式中可以看出， end 值越小，与其不

同的个体越多；反之越少。故为了保证种群的多样性，

应对 end 值越大的个体进行抑制，选择 end 值和误差值

均较小的优良个体。因此，本文 RIGA-MUH 模型中

提出的激励度函数表达式为 
im en( ) ( ) (1 ) ( )i i is c E c d c       。 (14) 

式中： im ( )is c 为种群中第 i 个个体的激励度； 为激

励度系数，且 0< <1。 
（2）增加免疫克隆操作。将免疫选择后激励度

较小的前 M 组反演参数进行 Nc次复制，并对每个克

隆体进行变异操作，按激励度排序保留最佳克隆变异

体，得到 M 个优良个体。其中，免疫变异操作与 RGA
中的变异操作相同。 
2.3  RGA-MUH 模型和 RIGA-MUH 模型评价指标 

土的临界状态与土受载下应力应变的变化密切

相关，故采用孔隙比和偏应力作为模型的评价指标。

另外，由于孔隙比和偏应力有数量级的差别，为保证

模型精度，在计算模型误差时对评价指标的误差进行

归一化处理，归一化表达式为 
min

max min min
max min

( )
x x

x M M M
x x


  


 。 (15) 

式中：x 为输入变量的实际值；xmax，xmin分别为输入

变量的最大值和最小值； x 为输入变量归一化后所得

值； maxM ， minM 分别为归一化后取值范围的边界最

大值和边界最小值，模型取 0 和 1。 
此外，土体在受载的过程中，会不断地发生颗粒

破碎，PSD 在此过程中也时刻变化，随之 CSL 不断迁

移，故传统的临界状态定义不再适用。基于此，学者

们扩充了传统临界状态定义，认为在轴向应变1较大

时达到此 PSD 状态的临界状态[20-21]。因此，模型中认

为当轴向应变1达到某一定值即临界轴向应变时土体

达到该 PSD 状态的临界状态。故提高轴向应变1大于

临界轴向应变后评价指标所产生的误差在总误差中的

占比，可以更好地保证模型输出 CSL 参数的准确性。 
为了达到这一目的，本文在误差函数中引入了一

个新的指标即临界误差权重 wc，其为大于 1 的实数，

得到模型的误差函数，其表达式为 
c

c

c
1 1

1 ( ) ( )
n n

ei qi ei qi
i i n

E e e w e e
n   

 
    

 
    。(16) 

式中：n，nc 分别为数据点总数和轴向应变 1达到临

界轴向应变之前的数据点数； eie ， qie 分别为孔隙比

误差绝对值和偏应力误差绝对值归一化后所得值。 

3  模型超参数的确定与稳定性分析 
3.1  数据集的收集 

为了验证 RGA-MUH 模型和 RIGA-MUH 模型，
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本文采用Verdugo等[22]对Toyoura砂在初始围压为500 
kPa 下的常规三轴试验结果（e0为 0.810，0.886，0.960）
作为验证数据集。表 1 为结合其等向压缩试验结果得

到的砂土 UH 模型参数。 
表 1 Toyoura 砂 UH 模型参数 

Table 1 UH model parameters of Toyoura sand 

M     Z m     N 

1.25 0.55 0.3 0.943 1.8 0.135 0.04 1.973 

如图 4 所示，将验证数据集和其砂土 UH 模型的

预测结果，绘制在(J2D)0.5-J1-e 空间中，其中，(J2D)0.5

为第二不变偏应力张量；J1 为第一不变应力张量；e
为孔隙比。结果表明，砂土 UH 模型对验证数据集拟

合效果较好，故可采用该数据集对 RGA-MUH 模型和

RIGA-MUH 模型进行验证。 

 

图 4 Toyoura 砂的三轴试验结果和预测结果对比 

Fig. 4 Comparison between triaxial test results and predicted  

results for Toyoura sand 

3.2  RGA-MUH 模型和 RIGA-MUH 模型临界误差权

重 wc的确定 
超参数优化是机器学习的关键组成部分，

RGA-MUH 模型综合考虑优化时间和结果精度，如表

2 所示为模型所设置的参数取值。同时，根据验证数

据集的应力应变曲线特征，将临界轴向应变取为 20%。 
表 2 RGA-MUH 模型超参数 

Table 2 Hyperparameters of RGA-MUH model 

参数名称 RGA 参数取值 
种群规模 N 50 
变异概率 mp  0.7 

选择操作后个体数 M 25 
最大迭代次数 G 100 
变异系数 m  0.5 

由于验证数据集的初始围压为 500 kPa，其颗粒破

碎量可忽略不计，颗粒破碎参数 Be 为 0。故采用验证

数据集作为输入，临界状态参数 χ 作为单一输出，分

别取临界误差权重 wc为 1.5，2.0，2.5，3.0，4.0，4.5，
5.5，6.0，6.5，7.0 和 7.5，对临界误差权重 wc的取值

进行分析。由于 RGA 的早熟现象，导致 RGA-MUH
模型输出结果的离散性较大，故其输出结果以 5 组输

出值中抛弃异常值后的输出值的平均数表示。 
图 5为不同初始孔隙比下RGA-MUH模型输出的

临界状态参数 χ 随临界误差权重 wc的变化关系，其中

虚线表示实际标定值即 0.55。结果表明，在不同初始

孔隙比的验证数据集下，随着临界误差权重 wc的增加

RGA-MUH 模型结果刚开始稳定不变后突然增大再趋

于稳定。主要原因为：在本研究中，计算模型误差时，

采用了误差归一化处理，误差最大值均为 1，导致出

现第一稳定阶段实际误差较大（图 6）而计算误差较

小的情况。然而，随着 wc的不断增大，最终解的误差

与第一阶段稳定解的误差均在不断增大，但由于第一

稳定阶段 wc较小导致临界状态误差值较大，故最终 

 

图 5 不同初始孔隙比下 χ-wc曲线 

Fig. 5 χ-wc curves under different initial void ratios 

 

图 6 第一阶段稳定解与最终解预测结果对比 

Fig. 6 Comparison of predicted results between first-stage stable 

solution and final solution 
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解误差增大的速度小于第一阶段稳定解的误差速度。

因此，当增大到某一值时，最终解的误差小于第一阶

段稳定解的误差，故呈现出“刚开始稳定不变后突然

增大再趋于稳定”的规律。 
另外，当临界误差权重 wc 大于等于 6.5，3 组数

据输出结果均趋于稳定。考虑到 wc过大将导致非临界

状态误差在总误差中的占比太小而影响模型整体结果

的精度，故 RGA-MUH 模型和 RIGA-MUH 模型的临

界误差权重 wc确定为 6.5。 
3.3  RIGA-MUH 模型免疫超参数的确定 

模型在搜索寻优时，为综合考虑个体误差和多样

性，引入了激励度系数 α、克隆次数 Nc和相似度阈值

δs 3 个免疫超参数。其中，激励度系数是控制两个因

素的权重，其值越大，表示搜索寻优过程中考虑个体

误差影响越多；克隆次数用于保留激励度较大个体，

防止搜索寻优过程中破坏优良个体，可以保证种群整

体的多样性；相似度阈值是用来浓度计算的，其值越

大，表示个体多样性变化越小，将会弱化多样性因素

在搜索寻优过程中的影响。3 个免疫超参数对种群多

样性影响方式不同，激励度系数直接对多样性的影响

程度进行控制，而克隆次数和相似度阈值都是通过改

变自身多样性大小进行控制；前者是总体调控，而后

者是多样性内部调控。 
因此，本文不考虑 3 个免疫超参数之间的交互作

用对模型性能的影响，每一参数设计 3 种水平，选用

L9（34）正交表，并设置一空列用于后续各参数显著

性分析。根据设计的正交表，采用初始孔隙比为 0.886
的验证数据集作为输入，临界状态参数 χ 作为单一输

出。表 3 列出了免疫超参数分析试验方案及结果。 
表 3 RIGA-MUH 模型免疫超参数分析试验方案及结果 

Table 3 Experimental protocols and results of immune  
      hyperparameter analysis of RIGA-MUH model 

试验号 激励度系

数  
克隆次数

Nc 
相似度阈

值 s  试验结果 

1 1(0.3) 1(3) 1(0.1) 0.621 
2 1 2(6) 2(0.2) 0.603 
3 1 3(9) 3(0.3) 0.610 
4 2(0.6) 1 2 0.623 
5 2 2 3 0.594 
6 2 3 1 0.622 
7 3(0.9) 1 3 0.597 
8 3 2 1 0.596 
9 3 3 2 0.597 

根据正交试验结果，可以看出当激励度系数取 0.9
时，模型结果基本无变化，且较为准确。换言之，当

激励度系数取值合适时，克隆次数和相似度阈值在一

定范围内波动，故三者相互作用关系不会影响模型的

准确性。此后，计算各参数的统计量，通过假设检验

的方法，采用 F 值进行显著性分析，各参数方差分析

见表 4。并利用统计学理论，可以得到在显著性水平

为 0.1 下显著临界值 F0.90(2, 2)=9。 

表 4 各参数方差分析 

Table 4 Analysis of variance for each parameter 

方差来源 平方和 自由度 均方差 F 值 
激励度系数  0.000494 2 0.000247 5.501 
克隆次数 Nc 0.000457 2 0.000229 5.100 
相似度阈值 δs 0.000284 2 0.000142 3.163 
空列误差 0.0000897 2 0.0000449  
总和 0.00132 8   

结果表明，3 个免疫超参数的 F 值结果均小于 9，
说明 3 个参数对 RIGA-MUH 模型性能没有明显影响

的可能性有 90%，即 RIGA-MUH 模型本身相对稳定。

比较各参数所对应的 F 值，可以得到各参数对模型性

能影响程度按由强到弱的顺序依次为激励度系数 、

克隆次数 Nc和相似度阈值 δs，故应优先确定前两个参

数的取值。据表 3 可知，随着激励度系数 不断增大，

模型精度持续增加，而随着克隆次数 Nc持续增长，模

型精度先增大后减小，故选择正交试验中试验号为 8
的参数值作为 RIGA-MUH 模型免疫超参数值。 
3.4  RGA-MUH 模型和 RIGA-MUH 模型稳定性比较 

为了验证 RIGA 早熟现象能否得到解决。本文将

验证数据集分别用 RGA-MUH 模型和 RIGA-MUH 模

型进行 10 次重复计算，如图 7 为 RGA-MUH 模型和

RIGA-MUH 模型稳定性分析对比。其中，异常值被定

义为小于下四分位数 Q1-1.5IQR 或大于上四分位数

Q3+1.5IQR 的值。 

 

图 7 RGA-MUH 模型和 RIGA-MUH 模型稳定性分析对比 

Fig. 7 Comparison of stability analysis between RGA-MUH  

model and RIGA-MUH model 

图 7 表明，以初始孔隙比为 0.810 和 0.886 的验证

数据集作为输入时，RIGA-MUH 模型的稳定性明显优

于 RGA-MUH 模型；以初始孔隙比为 0.960 的验证数



140                         岩  土  工  程  学  报                                    2023 年 

据集作为输入时，RIGA-MUH 模型的稳定性与

RGA-MUH 模型相当，但 RGA-MUH 模型在任意一组

验证数据下均会产生异常值，表明其寻优过程中陷入

局部最优即发生早熟现象。故改进后的模型可以有效

地解决 GA 的早熟现象，提高模型的稳定性。 
此外，将 RIGA-MUH 模型的输出结果代入 MUH

模型中对验证数据的应力应变关系进行预测，如图 8
所示为模型预测结果与试验结果对比。 

 

图 8 Toyoura 砂试验结果与模型预测结果 

Fig. 8 Test results and model predictions of Toyoura sand 

图 8 表明，预测结果在整体上可以较好地反映砂

土的应力应变趋势，且在数值上也较为接近。这表明

RIGA-MUH 模型得到的临界状态参数具有合理性。

综述所述，RIGA-MUH 模型在稳定上优于 RGA-MUH
模型，且该模型输出结果较为准确，故 RIGA-MUH
模型可以用于 CSL 参数的反演。  

4  实例分析 
4.1  数据来源 

为了验证考虑颗粒破碎因素下 RIGA-MUH 模型

的准确性和探究颗粒破碎量与 CSL 位置变化的一一

映射关系，本文采用 Yamamuro 等[23]对 Cambria 砂的

排水三轴试验结果作为实例数据集进行分析。该实例

数据集由初始孔隙比 e0为 0.52的Cambria 砂在围压分

别为 5.8，8.0，11.5，15.0，17.2 MPa 下的排水三轴压

缩试验结果构成。结合其等向压缩试验结果对 MUH
模型参数进行标定，其结果如表 5 所示。同时，根据

实例数据集的应力应变曲线特征，取临界轴向应变为

35%。 
表 5 RIGA-MUH 模型参数 

Table 5 Parameters of RIGA-MUH model  
M   Z m λ κ N 

1.45 0.1 0.61 3 0.112 0.0102 1.5578 

关于颗粒破碎量的衡量，本文采用 Hardin[5]提出

的颗粒破碎指标 Br，其表达式为 

t
r

p

B
B

B
   。             (17) 

式中：Bp为初始颗粒级配曲线与 0.074 mm 粒径线之

间的面积；Bt为试验前后的颗粒级配曲线之间的面积。

如图 9 所示，P0和 P1分别为初始和试验后的 PSD。 

 
图 9 Br定义 

Fig. 9 Definition of Br 

此外，表 6 列出了 Cambria 砂在不同围压下达到

临界状态时的 Br数值。可以看出：当围压小于 15000 
kPa 时，Br随围压增大而持续增长；当围压达到 15000 
kPa 后，Br趋于稳定，表明颗粒破碎不再进行。 

表 6 不同围压下颗粒破碎指标 Br 

Table 6 Values of Br under different confining pressures 
围压
/kPa 5800 8000 11500 15000 17200 

Br 0.151 0.247 0.280 0.341 0.340 

4.2  CSL 参数预测结果验证 

将实例数据集分别输入RGA-MUH模型和RIGA- 
MUH 模型内对 CSL 参数进行预测，如表 7 所示为模

型预测结果。由 RIGA-MUH 模型预测结果可知，随

着围压的持续增加，颗粒破碎参数 Be 不断增大，表明

在 e-lnp 空间内 CSL 随着颗粒破碎不断进行而持续向

下漂移，符合漂移现象特征，即初步表明 RIGA-MUH
模型输出结果较为合理。 

为更好地对比 RGA-MUH 模型和 RIGA-MUH 模

型的准确性以及 MUH 模型与 UH 模型对存在颗粒破
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碎现象的砂土试验数据的预测效果，根据表 7 中 CSL
参数，对实例数据集的应力应变关系进行预测，并将

实例数据集分为两组，分别为中高围压组（5.8，8.0，
1.15 MPa）和高围压组（11.5，15.0，17.2 MPa）。 

表 7 RIGA-MUH 模型和 RGA-MUH 模型预测结果 

Table 7 Predicted results of RIGA-MUH and RGA-MUH models 

参数名称 围压/MPa 
5.8 8.0 11.5 15.0 17.2 

RIGA 
χ 0.886 0.899 0.883 0.866 0.843 

Be  0.072 0.090 0.114 0.215 0.237 

RGA 
χ 0.827 0.883 0.926 0.883 0.816 

Be  0.115 0.151 0.088 0.228 0.266 

图 10，11 为两组围压下排水三轴压缩试验结果、

砂土 UH 模型预测结果、 RGA-MUH 模型和

RIGA-MUH 模型预测结果对比图。首先，对比 RGA- 
MUH 模型和 RIGA-MUH 模型预测结果，在剪应力变

化中，两者预测结果基本一致；但在体应变变化中，

轴向应变较大时，RIGA-MUH 模型的预测结果明显更

为准确。其次，RIGA-MUH 模型预测结果相比砂土

UH 模型预测结果，在体应变变化中，轴向应变较大

时，其预测结果明显更为准确；在剪应力变化中，轴

向应变较小时，其预测效果明显更佳。且 RIGA-MUH
模型预测结果在整体上可以较好地反映发生颗粒破碎

现象时砂土的应力应变趋势，在数值上也较为接近，

验证了 RIGA-MUH 模型的准确性。 

 
图 10 Cambria 砂中高围压组试验结果与模型预测结果对比 

Fig. 10 Comparison between test results and model predictions for 

Cambria sand subjected to medium and high confining pressures 

图 11 Cambria 砂高围压组试验结果与模型预测结果对比 

Fig. 11 Comparison between test results and model predictions for 

Cambria sand subjected to high confining pressure  

但对比图 10（a），11（a）可以看出，当围压为

5.8，8.0 MPa 时，模型整体预测结果较好；而当围压

为 11.5，15.0，17.2 MPa 时，轴向应变较小时偏应力

增长速度较快，主要原因是：颗粒破碎将导致砂土体

积应变增大，使得其直接进入剪缩阶段，导致其初始

抗剪强度较低；且随着围压的增大，砂土的颗粒破碎

对其剪切强度劣化的影响增大[1]。从本质上来说，在

轴向应变较小时，偏应力的增长速度由初始剪切模量

控制，初始围压的变化将导致初始颗粒破碎量变化，

进而引起了初始剪切模量变化。并且试验结果表明，

初始剪切模量随着平均粒径 D50增大而增加[24]。在本

研究中，随着初始围压的不断增加，初始颗粒破碎量

不断增加，细颗粒不断增加，导致平均粒径 D50 不断

减小，初始剪切模量不断减小，故在较高围压下，其

轴向应变较小时偏应力增长速度较快。 
4.3  颗粒破碎指标 Br与 CSL 位置的关系 

将表 7 中 RIGA-MUH 模型所得到的 CSL 参数，

代入式（5）中，得到如图 12 所示的不同颗粒破碎指

标 Br下的 CSLs，并将不同围压下 Cambria 砂的临界

状态点绘制在其对应 CSL 上。 
结果表明，随着 Br 的不断增大，其对应的 CSL

在 e-lnp 空间内持续向下移动。当 Br 达到 0.340 后，

即在 p 超过 30 MPa 后，Cambria 砂 CSL 达到破碎完
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成阶段，CSL 在 e-lnp 空间内的位置基本不变。另外，

随着 Br的不断增大，其 Cambria 砂的临界状态点对应

的临界临界状态线的切线斜率不断减小，这一现象也

验证了现有关于颗粒破碎导致 CSL 在 e-lnp 空间内发

生偏转的规律[25-26]。 

图 12 Cambria 砂不同 Br下的 CSL 

Fig. 12 CSLs of Cambria sands with different Br 

图 13 为 Cambria 砂 CSL 截距 Zcs与 Br之间的关

系。结果表明，p 在 0～30 MPa，Cambria 砂 Br与 CSL
在 e-lnp 空间内的截距 Zcs呈线性负相关。与其他相关

研究中的双曲线负相关规律[27]不一致，其原因为本文

研究的是 Br在（0，0.35）与 CSL 在 e-lnp 空间内的截

距之间的规律，而其他研究是全 Br范围下即（0，1）
的规律。 

图 13 Cambria 砂不同颗粒破碎指标 Br下的 CSL 截距 

Fig. 13 Intercepts of CSL of Cambria sands with different particle 

breakage index Br 

5  结    论 
本文考虑颗粒破碎影响对砂土 UH 模型进行修

正，并将其嵌入 RIGA 模型中，构建了可以得到较高

精度 CSL 参数的 RIGA-MUH 模型。通过 Toyoura 砂

和 Cambria 砂的排水三轴压缩试验结果，分析了模型

的稳定性、合理性和准确性，并探讨了平均主应力 p
在 0～30 MPa 范围内，颗粒破碎指标 Br与 CSL 位置

之间的关系，得到以下 5 点结论。 

（1）通过引入颗粒破碎参数 Be 对砂土 UH 模型

修正，结果表明相比砂土 UH 模型，MUH 模型对发

生颗粒破碎现象砂土的应力应变关系预测结果更为准

确，且对于其临界状态的预测效果更佳。 
（2）提出了以适应度作为衡量免疫遗传算法中个

体多样性的优化策略，并在本构模型参数反演中取得

了较好的应用，为后续 GA 优化提供了一种新途径。 
（3）采用 Toyoura 砂排水三轴压缩试验结果，对

比了 RGA-MUH 模型和 RIGA-MUH 模型对反演 CSL
参数的稳定性，验证了 RIGA-MUH 模型的合理性，

为今后构建本构方程提供了一种新思路。 
（4）为探究修正 UH 模型对考虑颗粒破碎 CSL

的适用性，将 Cambria 砂排水三轴压缩试验结果输入

RIGA-MUH 模型，与砂土 UH 模型预测结果对比，验

证了 RIGA-MUH 模型对临界状态预测的准确性，为

后续进行颗粒破碎 CSL 研究提供一种新方法。 
（5）通过 RIGA-MUH 模型对不同 Br下 CSL 在

e-lnp 空间内的位置进行预测，研究表明：在同一土体

中，随着颗粒破碎量的持续增加，CSL 在 e-lnp 空间

内不断向下移动；且平均主应力 p 在 0～30 MPa，Br

与 CSL 在 e-lnp 空间内的截距呈线性负相关。 
后续研究可将本文建立的考虑颗粒破碎的砂土

UH 模型进一步拓展到三维应力空间，实现对一般应

力路径下的砂土力学特性的统一描述。 
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