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摘  要：传统非共轴理论中非共轴塑性应变率与非共轴应力率之间通常采用线性假设并且二者始终同向，这与土体实

际的非共轴变形特性不相符。为了弥补这一缺陷，首先基于数学推导证明了总应力率可以分解为 6 个正交方向上的分

量应力率之和，由此揭示出传统非共轴理论中定义的非共轴应力率是由多项正交分量所构成。针对非共轴应力率中的

每一正交分量，基于广义塑性力学，通过直接定义加载强度指标、塑性模量和塑性流动方向建立相应的非线性加载机

制描述其所诱发的塑性变形。将总的非共轴塑性变形视为每一分量诱发的塑性变形之和，从而建立了一种广义形式的

非共轴理论。推导了基于广义非共轴理论建立土体弹塑性模型时的应力应变关系式。针对模型评估的数值试验显示了

广义非共轴理论的合理性，从而表明了新建理论能够为土体非共轴模型的建立提供更为广泛的理论基础。 
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Abstract: In the traditional non-coaxial theories, linear assumption is usually made between non-coaxial plastic strain rate and 

non-coaxial stress rate, and they are always in the same direction, which is inconsistent with the real non-coaxial deformation 

characteristics of soils. In order to make up for this defect, firstly, it is proved by the mathematical derivation that the total stress 

rate can be decomposed into the sum of the component stress rates in six orthogonal directions, and then it is revealed that the 

non-coaxial stress rate defined in the traditional non-coaxial theories is composed of multiple orthogonal components. For each 

orthogonal component of the non-coaxial stress rate, based on the generalized plastic mechanics, the corresponding nonlinear 

loading mechanism is established by defining the loading strength index, plastic modulus and plastic flow direction explicitly, 

and the total non-coaxial plastic deformation is regarded as the sum of the plastic deformation induced by each component, thus 

a generalized non-coaxial theory is established. The stress-strain relationship of elastoplastic model for soils based on the 

generalized non-coaxial theory is derived. The numerical tests for model evaluation show the rationality of the generalized non-

coaxial theory, which preliminarily indicates that the new theory can provide a broader theoretical basis for the establishment of 

non-coaxial model for soils. 

Key words: traditional non-coaxial theory; orthogonal decomposition of stress rate; generalized non-coaxial theory; numerical 
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0  引    言 
传统弹塑性模型由于隐含了共轴性假设，无法模

拟土体变形的非共轴特性[1-3]。针对这一问题，国内

外学者从不同角度入手，提出了多种形式的非共轴模

型。一些研究将土体的非共轴行为归因于其细观结构

的各向异性，并基于土体细观结构的演化规律，采用

多尺度的方法建立非共轴模型[4-9]。另一方面，通过

直接采用数学公式描述宏观试验现象来构建土体本构

模型也是一种非常有效的方法，因此，一些研究者也采

用引入非共轴塑性理论的方式建立土体本构模型[10-13]。

Rudnicki 等[14]在研究裂隙岩体分叉行为时，为了提
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高理论预测的精确性，引入了非共轴应力率引发的塑

性变形，由此提出了原始的非共轴理论。但这一早期

理论是在二维应力空间内所建立，并不适用于三维化

的模型。后来，Hashiguchi 等[15]通过重新定义非共轴

应力率表达式，建立了三维形式的非共轴理论。钱建

固等[16]采用 Gram-Schimidt 张量正交化理论，将第三

应力不变量的影响加入到了非共轴理论中。基于钱建

固等[16]的研究，李学丰等[17]，陈洲泉等[18]分别采用

非共轴模型对空心圆柱扭剪试验中砂土的力学响应进

行了模拟。刘元雪等[13]研究了三维条件下主应力轴

旋转加载过程中应力率的数学描述问题，并在此基础

上建立了考虑非共轴塑性变形的本构模型。这些研究

表明，通过将非共轴理论引入已有的共轴模型中，可

以一定程度上再现单剪试验与空心圆柱试验中的非共

轴现象。 
分析已有研究结果可以发现，传统非共轴理论均

采用从总应力率减去所谓共轴应力率的方式定义非共

轴应力率，不同理论中定义的非共轴应力率之间的区

别还没有被明确地探讨过。最近，Li 等[19]从纯数学

角度对两个张量之间的非共轴性进行了研究，但与传

统非共轴理论同样地采用从总量减去所谓共轴量的方

式定义非共轴量，这种定义方式一定程度上给非共轴

应力率的理解带来了困难。另一方面，虽然传统非共

轴理论在模拟土体变形方面取得了一些成功，但非共

轴塑性应变率与非共轴应力率之间通常采用线性假设

并且二者始终同向，这与土体的实际变形特性不符。

针对上述问题，本文在总结已有理论基础上，通过建

立一种针对对称二阶张量的分解法将应力率进行了正

交分解，由此可从另一角度对非共轴应力率进行表

述。进一步地，在 Zienkiewicz[20]建立的广义塑性力

学基础上，针对诱发非共轴塑性变形的每一分量应力

率建立相应的非线性加载机制，提出了广义形式的非

共轴理论。然后，基于该理论建立了一个非共轴模型

并采用两种数值试验对模型的合理性进行了检验，以

期广义非共轴理论能够为土体非共轴模型的构建提供

更为广阔的理论基础。 

1  传统的非共轴理论 
首先需要说明的是，本文对于非共轴理论的介绍

均是基于小变形假设。因此，对于采用了 Jaumann
应力率的非共轴理论，本文在介绍时均采用普通

应力率代替。 
在 Rudnicki 等[14]提出的早期非共轴理论中，总

应变率  被分解为弹性应变率 e ，共轴塑性应变率
cp 与非共轴塑性应变率 np 三者之和： 

 e cp np           ，           (1) 
Rudnicki 等[14]认为非共轴塑性应变率 np 与静水压

力部分无关，其方向与 s 正交，由此将 np 表示为 

 nc  
:
:
  s ss s s

s s
  ，           (2a) 

 np
nc

t

1
H

 s    ，             (2b) 

式中， tH 为非共轴塑性模量， s 为偏应力， s 为偏

应力率， ncs 为非共轴应力率。然而式（2a），

（2b）由于没有考虑第三应力不变量的影响，并不适

用于一般化的三维模型。 

Hashiguchi 等[15]通过假设非共轴塑性应变率与屈

服面偏切线方向的应力率同向且二者之间为线性关 
系，将非共轴塑性应变率 np 的表达式修正为  

np 1
ncT  : E s    。           (3) 

式中  T 为一个无量纲的标量系数； E 为弹性刚度

张量； ncs 为 
 nc t :  s   ，              (4a) 

式中 

t
1
3

f f
f f
 

   
 

=  

 

 I 1 1   ， (4b) 

 1= tr( )1
3

f f f      ，           (4c) 

其中， 为应力，  为应力率， t 为偏切线投影张

量， I 为对称转换张量，其分量形式为 ijklI   
( ) / 2ik jl il jk    ， ij 为 Kronecker 符号， f  为屈服

函数梯度的偏量部分， f f   σ 表示屈服函数的梯

度（本文中 af f a   ，下文不再说明）， 1为二阶

单位张量，其分量为 ij 。 
钱建固等[16]为考虑第三应力不变量的影响提出

了另一种三维化的非共轴理论。在该理论中，非共轴

塑性应变率的表达式与式（2b）相同，但非共轴应力

率 ncs 的表达式修改为 

 nc   
: :
: :

s s S ss s s S
s s S S
     ，       (5a) 

 2 3
2

2

2 3
3 2

J
J

J
  S s 1 s   。        (5b) 

式中   S 为二阶张量，分别正交于 1 和 s ；
2

2 tr( )/2J  s 为偏应力第二不变量； 3
3 tr( )/3J  s 为偏

应力第三不变量。 
分析上述非共轴理论可知，非共轴应力率的定义

均采用从总应力率中减去所谓共轴应力率的方式，这

与 Li 等[19]对于两个张量之间非共轴性的定义方式相

类似。但这种定义方式不能说明非共轴应力率是由多

项正交应力率分量所构成这一事实。为了对此问题进

行更加清楚的解释，有必要对应力率的分量表达形式
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进行研究。 
 

2  非共轴应力率的正交分解 
令 3 个单位基矢量 1̂e , 2ê , 3ê 分别代表 3 个主应力

1 , 2 , 3 所在的方向。则在这一坐标系中，应力张

量 可为 
 1 1 1 2 2 2 3 3 3ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ        e e e e e e  。 (6) 

    3 个主应力 1 ， 2 ， 3 分别为 

 1
2 2sin π
3 3

p q     
 

  ，      (7a) 

  2
2 sin
3

p q     ，           (7b) 

 3
2 2sin π
3 3

p q     
 

  。       (7c) 

式中  p 为平均应力， tr( )/3p   ； q 为广义剪应

力 ， 3 2q  :s s ；  为 罗 德 角 ，
1 3

3[sin (27 / 2 )] / 3J q   。 
现假设 经过微小的增量  变化为  ，则可

以采用如下取极限的方式定义一个与 相关的方向

量： 

 lim










n

 

 
 

  。            (8) 

进一步地，假设  由平均应力变化 p 引发，令

0p   ，则根据式（8）可得到方向 pn̂ 为 

 p 1 1 2 2 3 3
3 3 3ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

3 3 3
     n e e e e e e  。 (9) 

同理，当  分别是由广义剪应力 q和罗德角 的独

立变化所引发时，令 0q   和 0   可分别得到

方向 qn̂ 和 θn̂ 为 

 q 1 1
6 2ˆ ˆ ˆsin π

3 3
     
 

n e e   

2 2 3 3
6 6 2ˆ ˆ ˆ ˆsin( ) sin π

3 3 3
      

 
e e e e  ，(10) 

 θ 1 1
6 2ˆ ˆ ˆcos π

3 3
     
 

n e e   

2 2 3 3
6 6 2ˆ ˆ ˆ ˆcos( ) cos π

3 3 3
      

 
e e e e  。(11) 

进一步地，假设  是由 经过绕 1 轴旋转 角所

得，则  可表示为 T    Q Q ，相应的正交变换

张量Q 为 

 
1 0 0
0 cos( ) sin( )
0 sin( ) cos( )

ijQ  
 

 
   
  

  。    (12) 

将 T    Q Q 和式（ 12 ）代入式（ 8 ），令

0   可得方向 r1n̂ 为 

 r1 2 3 3 2
2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

2 2
   n e e e e   。   (13) 

假设  分别由 绕 2 轴和 3 轴旋转所得， 经过与

前述相同的运算，可以得到方向 r2n̂ ， r3n̂ 为 

 r2 1 3 3 1
2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

2 2
   n e e e e   ，   (14) 

 r3 1 2 2 1
2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

2 2
   n e e e e   ，   (15) 

可以证明，这样得到的 6 个方向 pn̂ ， qn̂ ， θn̂ ， r1n̂ ，

r2n̂ ， r3n̂ 是相互正交的（本文中任意两个方向量 a与
b正交意味着 0:a b ）并且 6 个方向量与对称转换

张量 I 存在如下关系： 
p p q q θ θˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ      I n n n n n n  

r1 r1 r2 r2 r3 r3ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ    n n n n n n   。 (16) 

当应力 处于屈服面上时，并假设屈服函数具

有 ( , , )f p q  =0 的形式，则其偏法线方向 fn̂ 可以表示

为 
 2 2

f q θˆ ( )/ ( )q qf q f f q f   n n n  。   (17) 

屈服面的偏切线方向 tn̂ 为 
 2 2

t θ qˆ ˆ ˆ( ) / ( )q qf q f f q f   n n n  。  (18) 

容易证明，6 个方向量 pn̂ ， fn̂ ， tn̂ ， r1n̂ ， r2n̂ ， r3n̂
之间也是相互正交的并满足关系： 

p p f f t tˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ      I n n n n n n  

r1 r1 r2 r2 r3 r3ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ    n n n n n n   。  (19) 

需注意的是，上述讨论都是限制在主应力空间内

进行的。为将式（19）推广至一般应力空间，现假设

1e ， 2e ， 3e 为一般应力空间的 3 个单位基矢量，令

单位正交张量Q 表示主应力空间与一般应力空间之

间的转换，则Q 可表示为 

 ˆ ˆij i jQ Q e e   ，              (20a) 

 ˆij i jQ  •e e   。                (20b) 

在一般应力空间中，定义方向 T
p pˆ n = Q n Q ，

T
q qˆ n = Q n Q ， T ˆ  n = Q n Q ， T

f fˆ n = Q n Q ，
T

t tˆ n = Q n Q ， T
r1 r1ˆ n = Q n Q ， T

r2 r2ˆ n = Q n Q ，
T

r3 r3ˆ n = Q n Q。则可以证明， pn ， qn ， θn ， fn ，

tn ， r1n ， r2n ， r3n 与对称转换张量 I 之间存在关

系： 
p p q q θ θ

r1 r1 r2 r2 r3 r3

p p f f t t

      
 

      

    
      

I n n n n n n
n n n n n n
n n n n n n

 

r1 r1 r2 r2 r3 r3    n n n n n n   。   (21) 

利用式（21），可将应力率  表示为 
p q θ r1 r2 r3      :       I         

p f t r1 r2 r3                 。 (22) 
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式中   p p p( ) :   n n ， q q q( ) :  n n  ， θ ( :    

θ θ)n n ， f f f( ) :  n n  ， t t t( ) :  n n  ， r1 ( :    

r1 r1)n n ， r2 r2 r2( ) :  n n  ， r3 r3 r3( ) :  n n  。 式

（22）表明，总应力率  既可以分解为 p ， q ，

θ ， r1 ， r2 ， r3 之和，也可以分解为 p ， f ，

t ， r1 ， r2 ， r3 之和，并且上述分解方式适用于

任意的对称二阶张量。此外，从上述推导过程可知，

应力率分量 p ， q ， θ ， f ， t 都是由主应力大

小的改变所引发，而 r1 ， r2 ， r3 3 个应力率分量

是由主应力方向的改变所引发。进一步地，  

 q
0

= lim = =
q

q
q



 

  
  :

sn
s s

  
 

 ， (23) 

 θ
0

= lim = =







 

  
  :

Sn
S S

  
 

 。 (24) 

利用式（22）～（24），可将 Rudnicki 等[14]定义的

非共轴应力率表示为 
 nc p q θ r1 r2 r3            s         。 (25) 

式（25）的几何解释如图 1 所示。 

 
图 1 传统的非共轴理论[14] 

Fig. 1 Traditional non-coaxial theory by Ref. [14] 
同理，可将 Hashiguchi 等[15]定义的非共轴应力率表

示为 
 nc p f t r1 r2 r3= =          s          。 (26) 

式（26）的几何解释如图 2 所示。 

 
图 2 传统的非共轴理论[15] 

Fig. 2 Traditional non-coaxial theory by Ref. [15] 
而钱建固等[16]定义的非共轴应力率可重新表示为 

 nc p q θ r1 r2 r3=            s         。 (27) 

式（27）的几何解释如图 3 所示。 

 
图 3 传统的非共轴理论[16] 

Fig. 3 Traditional non-coaxial theory by Ref. [16] 

通过上述分析可清楚得知，Rudnicki 等[14]定义

的非共轴应力率包含 θ ， r1 ， r2 ， r3 共 4 项正交

分量，Hashiguchi 等 [15]定义的非共轴应力率包含

t ， r1 ， r2 ， r3 共 4 项正交分量，而钱建固等[16]

给出非共轴应力率包含 r1 ， r2 ， r3 共 3 项正交分

量。其中，Rudnicki 等[14]理论与 Hashiguchi 等[15]理

论的主要区别体现在 θ 和 t 的不同。而钱建固等[16]

定义的非共轴应力率仅包含主应力方向改变引发的应

力率 r1 ， r2 ， r3 ，从而完全排除了主应力大小改

变的影响，这是其区另外两种非共轴理论的标志。 
需要指出的是，上述结论是基于式（8）定义的

方向量和式（22）表示的应力率的正交分解基础上推

出的，而基于传统非共轴理论以及 Li 等[19]研究给出

的非共轴应力率的表述方式难以得出类似结论。 

3  广义非共轴理论 
传统弹塑性理论[21]中通常将加载强度指标 L定义

为 

 
p

1 fL
K





:


  ，           (28) 

式中， pK 为塑性模量。利用应力率的分解式（22）
并根据分量之间的正交关系，可将式（28）表示为 

 p f
p p

1 1 ( )f fL
K K

 
  

 
:  

 
    。 (29) 

由式（29）可知，传统弹塑性模型中仅考虑了应

力率分量 p 与 f 诱发的塑性变形，而忽略了非共轴

应力率分量 t ， r1 ， r2 ， r3 的影响。尽管

Hashiguchi 等[15]非共轴理论可以反映这 4 项的影响，

但该理论将非共轴塑性应变率与非共轴应力率之间表

示为了线性关系并且二者始终同向，这一假设与岩土

材 料 的 试 验 结 果 不 相 符 。 例 如 ，

Gutierrez等[22]在对Toyoura 砂进行空心圆柱扭剪试验

时发现，在主应力幅值保持不变而方向连续改变的旋

转加载条件下，非共轴塑性应变率显著偏离了非共轴

应力率的方向。此外，砂土试验结果[23-26]表明，非共
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轴应力率所诱发的塑性变形不仅包括偏应变也包括体

应变，而且砂土的非共轴塑性应变率还受当前孔隙

比、应力状态和各向异性等因素的影响。此外，需要

注意的是， t 表示主应力大小的改变，而 r1 ，

r2 ， r3 三项代表了主应力方向的改变，因而 t 与

r1 ， r2 ， r3 代表了两类不同的加载机制。 
为了精确描述非共轴应力率的影响，本文建议针

对每一分量应力率建立独立的非线性加载机制。首先

以分量 t 为例，本文将与其相关的加载称为第一类

非共轴加载。参考 Zienkiewicz 等[20]提出的广义塑性

力学，通过直接定义加载强度指标、塑性模量和塑性

流动方向，可将相应的加载机制表示为 

 t t t tt t
p p

1 1( ) ( )L
K K

 : : n n   ， (30a) 

 p
t 1 t t 2 3

3
L D   
 


1n   ，     (30b) 

 t t
p p ( , , )K K C    ，          (30c) 

 t t ( , , )D D C    。           (30d) 

式中  tL 为 tn 方向的加载强度指标； p
t 为分量 t 诱

发的塑性应变率； t
n 为 t 诱发的塑性偏应变率的方

向； t
pK ， tD 为与 t 对应的塑性模量和剪胀系数，二

者可表示为前应力 、状态参数 和代表材料特性

的一组参数C 的函数。考虑到当前的研究普遍认为

非共轴性源于材料的各向异性，因此参数C 中应当

包括代表各向异性程度的幅值参量，并且当材料为各

向同性时，需满足塑性模量 t
pK  ，以保证 tn 方向

的应力率不会诱发塑性变形。注意到，在 Gutierrez
等[22]进行的主应力轴纯旋转加载试验中，随着应力

比的增加，砂土变形的非共轴性会相应减弱，且当应

力状态接近临界状态时，非共轴性几乎消失。基于这

一规律，Gutierrez 等[22]建议用应力率与边界面交点

处的外法线方向表示塑性流动方向，如图 4 所示。 

 
图 4 塑性流动方向[22] 

Fig. 4 Plastic flow direction by Ref [22] 

关于 t
n 方向的确定，这里采用与 Gutierrez 等[22]

相似的方法，将 t 诱发的塑性偏应变率方向定义为

tn 与边界面交点处的外法线方向，该方法的几何解

释如图 5 所示。 

 
图 5 几何映射方法示意图 

Fig. 5 Schematic diagram of geometric mapping method 

此外，也可以采用如下的方式定义 t
n 为 

 t t f1     n n n   ，        (31) 

式中，  称为方向系数且 0 1≤ ≤ 。理论上，通过

将  表示为随应力状态变化的函数也可达到与上述

几何映射方法相似的描述效果，如图 6 所示。 

 
图 6 插值系数法示意图 

Fig. 6 Schematic diagram of interpolation coefficient method 
另一方面，从几何角度可知， tn 和 tn 均表示偏

平面上屈服函数的切线方向。关于加载过程中 tn 和

tn 的选择，可类比于传统弹塑性模型中加卸载的概

念，引入加载与反向加载的概念，如图 7 所示。 

 
图 7 加载与反向加载 

Fig. 7 Loading and reverse loading 
在弹塑性加载过程中，首先按照弹性变形计算试

探应力率 trial ，若 trial
t 0: ≥ n ，选用 tn 计算；相

反，若 trial
t 0: n ，选用 tn 代替式（30）中的 tn 进
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行计算。 
至此，完成了对应于分量 t 的加载机制的描

述。采用同样的方式，可以将对应于分量 r1 ， r2 ，

r3 的加载称为第二类非共轴加载，并将相应的加载

机制表示为 

 r r r tr r
p p

1 1( ) ( )i i ii iL
K K

 : : n n    ， (32a) 

 p
r r r r 2 3

3i i i iL D   
 


1n   ，      (32b) 

 r r
p p ( , , )i iK K C    ，            (32c) 

 r r ( , , )i iD D C    。            (32d) 

式中 指标 ri分别取 r1， r2 ， r3； riL 为 rin 方向的加

载强度指标； p
ri 为分量 ri 诱发的塑性应变率； ri

n 为

ri 诱发的塑性偏应变率的方向； r
p
iK ， riD 为与 ri 对

应的塑性模量和剪胀系数，二者同样地都可以表示为

当前应力 、状态参数 和代表材料特性参数C 的

函数。3 个加载机制的示意图如图 8 所示。 

 

图 8 第二类非共轴加载 

Fig. 8 Second kind of non-coaxial loading 
其中，非共轴塑性流动方向 ri

n 可为 

 r r f1i i    n n n   。     (33) 

也可采用图 5 所示的映射方法确定，只需将图中

的 tn 理解为 rin 即可。 
将 非 共 轴 应 力 率 进 行 正 交 分 解 并 参 考

Zienkiewicz 等[20]的广义塑性力学，通过直接定义塑

性指标变量建立了多重非线性加载机制，用于描述每

一非共轴应力率分量诱发的塑性变形。通过采用边界

面理论中的几何映射法则或采用方向插值系数法可描

述非共轴塑性流动方向在屈服面偏切线方向与偏法线

方向之间连续变化。因而相较于传统理论，本理论在

描述土体的非共轴塑性变形方面具有更强的灵活性。 

4  数值试验 
为了评估本文建立的非共轴理论在分析岩土材料

非共轴变形方面的合理性，结合该理论与 Li 等[27]发

展的状态相关模型，建立砂土的非共轴本构模型。模

型中的状态变量定义为 

c c a( / )e e e e p p           。 (34) 

式中  e为当前孔隙比；
ce 为临界孔隙比； e ，

c ， 均为材料常数；
ap 为大气压力。 

剪切模量G和体积模量K为 

 
2

0 a
(2.97 )

1
eG G pp
e





  ，     (35) 

 2(1 )
3(1 2 )

K G 






  ，            (36) 

式中， 0G 为材料常数， 为泊松比。 
屈服函数 f 为 

 ( ) 0f q Mg p     ，        (37) 
式中，M 为硬化内变量， ( )g  为角隅函数[10]， 

2 2 2 2(1 ) 4(1 )sin3 (1 )
( )

2(1 )sin 3
c c c

g
c





    




，(38) 

其中， c 为三轴拉伸与压缩条件下极限应力比的比

值。 
塑性模量 pK 为 

c
p

( )ee 1
n

n M gK hG


 


 
  

 
  。    (39) 

式中  
cM 为临界状态应力比；应力比 q p  ； n为

材料常数； 1 2=h h h e ， 1h ， 2h 为 2 个材料常数。剪

胀系数D和塑性势函数 g为 

0
c

c

( )e
( )

md
D M g

M g
 


      ，     (40a) 
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0 c 0
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1

( )

d
m M gd M g p pg q

d M g p
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

 
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 ，(40b) 
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其中， 0d ，m为 2 个材料常数， 0p 为塑性势面与 p
轴的交点。 

基于小变形假设，将总应变率分解为弹性应变

率 e 、共轴塑性应变率 cp 与非共轴塑性应变率 p
t ，

p
r1 ， p

r2 ， p
r3 之和： 

 e cp p p p p
t r1 r2 r3                    。   (41) 

式（41）中的共轴塑性应变率 cp 由传统位势理论确

定，而非共轴塑性应变率 p
t ， p

r1 ， p
r2 ， p

r3 由多重

非 共 轴 加 载 机 制 确 定 。 令 1L L ， 2 tL L ，

3 r1L L ， 4 r2L L ， 5 r3L L ， 1 f  N  ， 2 N  

tn ， 3 r1N n ， 4 r2N n ， 5 r3N n ， 1 g   N  ，

2 t t 2 3 3D 1  N n ， 3 r1 r1 2 3 3D  N n 1 ， 4
 N  

r2 r2 2 3 3D n 1 ， 5 r3 r3 2 3 3D  N n 1 。利用弹性

本构关系与式（30），（32），（41）可得 
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1
I I

I
L 



 : : E E N   。       (42) 

令 1
p pK K ， 2 t

p pK K ， 3 r1
p pK K ， 4 r2

p pK K ，
5 r3
p pK K ，分别用 1N ， 2N ， 3N ， 4N ， 5N 双点积

式（42），则可得 
5

p
1,

( )I
I I I I J J

J J I
K L L 

 

  : : : :N E N N E N  

e
I : : N E   。             (43) 

式（43）是关于加载强度指标 IL 的一组线性方

程，令表示 IL 的系数矩阵，求解该方程组可得 

 
5

1
det( )J I IJ

I
L b  



    。        (44) 

式中  e
I Ib  : :N E  ；  为 的伴随矩阵； det( )

为 的行列式。将式（44）代入式（42），可得非

共轴本构关系式： 
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e e e

1
I I

I





      
  
: : : E E N M E   ， (45a) 

 
5

1
/ det( )J I IJ

I
 



M N   。           (45b) 

为了评估模型描述砂土本构反应的合理性，本文

设计了应力与应变两种探测试验。如图 8（b）所示，

应力探测试验模拟主应力绕中主应力 2 的纯旋转加

载。 
材料假设为 Toyoura 砂，共轴模型参数取自文献

[2] ，并假设 t r1 r2 r3
p p p p pK K K K K    ， t r1D D   

r2D  r3D D 。初始时刻平均应力 p  98 kPa，剪应

力 q  50 kPa，罗德角  0.0，初始孔隙比 0e =0.78。
加载过程中，大主应力方向角 从 0°连续增加至

180°。非共轴塑性流动方向采用式（31）确定，方

向系数  分别为 0.0，0.25，0.5，0.75，模拟结果如

图 9 所示。 

图 9 应力探测示意图 

Fig. 9 Schematic diagram of stress probe tests 
图 9 表明，当 0.0  时，计算的非共轴塑性应

变率方向与应力路径正切；当 0.0  时，计算的非

共轴塑性应变率方向处于应力路径的切线方向与法线

方向之间，更符合试验结果。随着  的增大，非共

轴塑性增量方向由切线方向逐渐向法线方向靠近。因
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此，基于广义非共轴理论建立的模型可以更加真实的

反映砂土的变形特点。 
如图 10 所示，在应变探测试验中，初始时刻的

应力状态用 A 点表示，并假设与前述应力探测试验

中的初始状态相同。然后在二维空间内，沿任意方向

施加应变率幅值  为 0.0001 的应变荷载。Gudehus[28]

首先提出了应变探测方法，并认为合理的应力率响应

包络线应满足的基本条件是连续性。 

 

图 10 应变探测示意图 

Fig.10 Schematic diagram of stress probe tests 

图 11（a）展示了弹性模型、共轴弹塑性模型和

非共轴弹塑性模型（ 0.0  ）计算的应力率响应包

络线。显然，3 种模型预测的包络线满足连续性要

求。此外，由图 11（a）可知，沿着 0°方向和

180°方向加载，非共轴模型（ 0.0  ）与共轴模型

计算的应力率相同，而沿其他方向加载，非共轴模型

（ 0.0  ）的计算结果显示出更加软化的力学响

应。图 11（b）展示了不同  条件下，非共轴模型计

算的应力率包络线。由图 11 可知，随着  的增加，

在 90°～180°～270°范围内，模型展示出了相对

硬化的力学响应，而在 270°～0°～90°范围内，

 对包络线的影响并不明显。此外，不同  条件

下，模型计算的包络线均满足连续性要求。应变探测

试验结果初步表明，基于广义非共轴理论建立的模型

满足数值计算的稳定性要求。 

 

图 11 应力率响应包络线 

Fig. 11 Response envelopes of stress rate 

5  结    论 
（1）传统非共轴理论将非共轴应力率定义为总

应力率减去所谓共轴应力率的剩余部分，无法说明非

共轴应力率由多项正交分量构成的事实。本文通过严

格的数学推导证明了总应力率可以分解为 6 项正交应

力率分量之和。在此基础上，对于已有的非共轴理论

进行了总结和比较，指出，Rudnicki 等与 Hashiguchi
等定义的非共轴应力率包含 4 项正交的应力率分量，

而钱建固等定义的非共轴应力率包含 3 项正交的应力

率分量。 
（2）传统非共轴理论假设非共轴塑性应变率与

非共轴应力率之间为线性关系并且二者始终同向，这

与试验结果不相符。将非共轴应力率正交分解为 4
项，然后采用多重非线性加载机制描述每一非共轴应

力率分量诱发的塑性变形，而总的非共轴塑性变形视

为分量非共轴塑性变形之和，从而建立了一种广义形

式的非共轴理论。新建理论能够描述非共轴应力率与

非共轴塑性应变率之间的非线性关系，同时也能描述

二者方向之间的非一致性。 
（3）推导了基于广义非共轴理论建立弹塑性模

型时的应力–应变关系式。然后用两种数值试验评估

了模型的合理性，结果表明，基于广义非共轴理论建

立的模型预测的应力率响应包络线满足连续性要求，

在描述砂土非共轴变形方面具有更强的灵活性。数值

试验结果初步显示了广义非共轴理论在砂土本构建模

方面的优越性和合理性，表明该理论能够为土体非共

轴模型的构建提供更为广阔的理论基础。 
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新书介绍：《非饱和土与特殊土力学——理论创新、科研方法及治学感悟》 

陈正汉教授的专著《非饱和土与特殊土力学—理论创

新、科研方法及治学感悟》由科学出版社于 2021 年 7 月出版

发行。全书内容分为三篇及附录。正文分为 7 章：第一篇

（第 1 章和第 2 章）系统介绍作者及其学术团队在非饱和土

与特殊土力学的基本理论和本构模型研究方面取得的主要创

新成果，对非饱和土与特殊土力学及其工程应用的新进展进

行全面系统的总结，并对今后的研究工作提出若干建议；第

二篇（第 3 章至第 5 章）对土力学的理论模型和科研究方法

进行系统论述，总结作者在加强团队创新文化建设和学风建

设方面的经验，阐述知行合一理念的形成及对发展岩土力学

理论体系的思考；第三篇（第 6 章和第 7 章）是作者的学术

奋斗生涯和治学感悟。书末附录共 17 个，主要介绍第十届全

国土力学及岩土工程学术会议的盛况和办会经验、非饱和土

与特殊土专业委员会的章程及开展的国内外学术交流活动、

部分同行专家对作者学术成果的评价。内容丰富、自主创

新、深入系统、推理严谨、数据翔实、旁征博引、表述精炼

是该书的鲜明特色。 

该书可供从事岩土力学与工程的教学、科研人员及研究

生参考阅读。 

顺便指出，陈正汉教授与秦冰博士合著的《缓冲/回填材

料的热-水-力耦合特性及其应用》一书已由科学出版社在

2017 年 7 月出版发行。该书共 10 章，是国内关于高放废物深

地质处置库的缓冲/回填材料研究成果的第一本专著。

                                   （本刊编辑部） 

 


