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摘  要：土体参数对岩土工程计算模型的预测效果至关重要。在土体参数识别问题中，基于 MCMC 抽样的贝叶斯方法

是一种反演土体参数概率分布的常见方法。然而该方法通常仅考虑土体参数的先验分布、预测与观测间的差异，不考

虑其他已知信息如土体参数间的经验性相互关系等，当采用数值模拟作为计算模型时，该方法计算负担大，限制了其

运用。为此，提出了一种考虑附加约束信息的近似贝叶斯方法 REnKF-MDA，并将其与无约束 MCMC、考虑约束的

MCMC、正则化集合卡尔曼滤波 REnKF 进行对比，采用简单多项式算例和地基沉降案例说明该方法的有效性。结果表

明：融合附加约束信息有助于提高反演参数的合理性和可信度，约束强弱由约束协方差决定。以考虑约束的 MCMC 为

参考，REnKF 可准确估计均值但显著低估了参数后验分布的不确定性，REnKF-MDA 可同时合理地估计均值和不确定

性。 
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Abstract: Soil parameters significantly affect the prediction performance of geotechnical models. In the field of parameter 

identification, the MCMC-based Bayesian method is an effective way to infer the probability distribution of soil parameters. 

However, this method only considers the prior distribution of soil parameters and the difference between predictions and 

observations, without considering other additional information such as empirical correlations between soil parameters. In 

addition, the MCMC method leads to high computational cost if the numerical methods are used as the model, which limits its 

application. In this study, a new approximate Bayesian method considering the additional constraints is proposed, named 

REnKF-MDA. The proposed method is compared with the MCMC-based Bayesian method, MCMC-based Bayesian method 

with constraints, and REnKF. The effectiveness of the proposed REnKF-MDA method is illustrated by a simple polynomial 

case and a foundation settlement project. The results indicate that assimilating the additional constraint informations is helpful 

to improve the rationality and confidence of the inferred parameters. The confidence of the constraint is determined by the 

covariance of the constraint information. Taking the MCMC-based Bayesian method with constraints as a reference, the REnKF 

provides an accurate evaluation of the mean value, but significantly underestimates the uncertainty of the posterior distributions. 

In contrast, the REnKF-MDA estimates both the mean and uncertainty well. 
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0  引    言 
岩土工程问题常采用各类计算模型进行预测，而

土体参数输入直接影响计算模型的预测效果。在实际

工程中，由于人力、时间、经济等成本的限制，只能

得到有限的土工试验数据，难以获得土体参数的统计

特征。因此，国内外学者提出了基于观测数据来推断

岩土体参数的反演方法，比如最大似然法[1]、贝叶斯

─────── 

基金项目：国家重点研发计划项目（2017YFE0119500，2016YFC
0800200）；国家自然科学基金项目（52078464，U2006225，
51620105008） 
收稿日期：2021–01–14 
*通信作者（E-mail: sunhonglei@zju.edu.cn） 

DOI：10.11779/CJGE202110014 



第 10 期                            陶袁钦，等. 考虑约束的贝叶斯概率反演方法                                  1879 

 

方法[2-6]和智能优化算法（遗传算法[7-8]、差分进化算

法[9]等）。其中，贝叶斯方法可以有效融合先验信息和

观测数据，推断得到土体参数的概率分布，为土体响

应预测和可靠度分析提供输入信息。近年来，基于马

尔科夫链蒙特卡洛（Markov Chain Monte Carlo，
MCMC）算法的贝叶斯方法在岩土工程中获得了广泛

应用[10-12]。如郑栋等[3]利用勘探信息和沉降监测数据，

基于改进的 MCMC 算法更新土性参数的后验概率分

布，从而准确地预测路堤后续沉降。Li 等[13]和 Sun 等[14]

利用多阶段监测数据，反演推断岩石物理力学参数，

实现边坡开挖响应的更新预测。然而，由于 MCMC
方法常需模拟 105-6组样本，若调用似然函数时以数值

方法（如有限元、有限差分法）作计算模型，将造成

巨大的计算负担。在此情况下，有学者提出采用计算

成本相对较低的近似贝叶斯方法[15-16]来反演推断未

知参数。 
集合卡尔曼滤波 [17]（ensemble Kalman filter，

EnKF）是一种基于最大后验估计的近似贝叶斯方法，

近年来被初步应用于岩土问题中。例如，Hommels 等[18]

利用 EnKF 方法和沉降数据更新了对土体杨氏模量的

估计。Liu 等[19]采用 EnKF 方法估计了边坡的水力传

导系数随机场，从而更新边坡稳定性预测。Tao 等[20]

基于 EnKF 时序融合沉降监测数据，预测了路堤的长

期累积变形。上述研究均采用了标准 EnKF 方法，而

为了使 EnKF 方法在非线性问题中实现更准确的估

计，学者们将迭代的思想引入其中[16]。其中，Emerick
等 [21]提出基于多重数据融合的集合卡尔曼滤波

（ensemble Kalman filter with multiple data assimilation，
EnKF-MDA），其基本思想是以递归形式考虑似然函

数，且在每一次融合中放大观测误差，EnKF-MDA 在

非线性问题上表现优于 EnKF[22]。 
岩土工程参数反演问题大多是不适定问题，存在

解不唯一、不稳定的现象。为了缓解不适定性和提高

反演结果合理性，需要收集和融合更多信息。在岩土

工程实践中，观测数据类型和数量往往有限，但常存

在其他已知信息，比如土体物理力学性质的理论公式、

土体参数取值的上下界、经验性的参数相互关系等。

将这些既有信息作为约束条件融入贝叶斯方法，有利

于排除不合理的反演结果，提高反演所得参数的可信

度。一些学者已在考虑约束的贝叶斯方法上进行了初

步探索，如 Wang 等[23]在得到由 EnKF 更新的参数后，

将原问题转化为约束优化问题，采用拉格朗日乘子法

解得带硬约束的参数估计。Zhang 等[24]提出了正则化

集合卡尔曼滤波（regularized ensemble Kalman filter，
REnKF），他们修改了 EnKF 中的更新步，根据约束构

造惩罚函数并将其增加至目标函数，从而实现了软约

束的施加。Wu 等[25]构造了基于解对约束的适应度的

似然函数，提出了一种通用的考虑约束的贝叶斯框架。

然而，目前岩土工程中使用的贝叶斯方法主要通过融

合观测数据来推断土体参数，未利用这些既有约束信

息。为了使得岩土体参数反演结果更合理和准确，亟

需发展一种能考虑附加约束信息的、适用于非线性问

题的、且计算成本较低的反演方法。 
本文首先简述了土体参数反演的常用贝叶斯方法

和考虑约束的贝叶斯方法[25]，接着提出了考虑附加约

束信息的 REnKF-MDA（regularized ensemble Kalman 
filter with multiple data assimilation）方法，依次介绍

了该方法的基本思想、推导过程和计算步骤。通过算

例对比了 MCMC，REnKF，REnKF-MDA 的反演效果，

最后将 REnKF-MDA 方法应用于地基沉降案例。 

1  贝叶斯方法 
1.1  土体参数的贝叶斯推断 

岩土体作为一种天然材料，受地质作用和复杂成

因的影响，具有不可避免的变异性。带有不确定性的

土体参数 θ（ T
1 2[ , , , ]N    ）常由随机变量来表征，

记系统物理状态（如沉降）为 xp，计算模型为 ( )F  ，

则 

p ( )F x   。              (1) 

观测数据 d可表示为 

         ( ( ))H F  d   ，         (2) 

式中， ( )H  为观测函数，旨在将状态空间转换到观

测空间，代表观测误差，用均值为 0、协方差为 R
的高斯分布表示。 

基于贝叶斯公式，利用土体参数先验信息和观测

数据，土体参数的后验分布为 
( | ) ( | ) ( )p kp pd d θ θ   ，       (3) 

式中，k 代表归一化常数， ( )p θ 是先验分布，代表着

尚未获得观测数据时对土体参数取值的认知， ( | )p d 
代表给定观测数据条件下，土体参数 θ的似然函数，

其表达式为 

d

T1 1( | ) exp [ ( )]
2(2π) | |N

p HF
R

   


d θ d θ  

1[ ( )]R HF 




d θ   ，            (4) 

式中，d为所有观测数据组成的向量或矩阵，Nd为观

测点数量，R 为观测数据 d的协方差矩阵。 
以上为反演推断土体参数的常用贝叶斯框架，

由于后验分布 ( | )p d 的解析解在大部分情况下难以
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获得，因此常采用 MCMC 方法产生大量等效样本来

模拟土体参数 θ的后验分布。 
1.2  考虑约束的贝叶斯方法 

Wu 等[25]提出了考虑约束的贝叶斯方法，他们将

参数的约束条件看作一项附加的似然函数，从而将

约束信息融入 1.1 节中的原始贝叶斯框架。记土体参

数 θ的附加约束条件 ( )G θ 为 
1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]

cNG f f f  0θ      ， (5) 

式中，fi(θ) (i=1, 2, ..., Nc)为土体参数 θ服从的第 i
个约束函数，Nc 为约束条件总个数，0 表示由元素

0 构成的向量。假设约束条件 ( )G θ 服从均值为 0、
协方差矩阵为 Cc的正态分布，则土体参数后验分布

从式（3）演变为式（6），约束项对应的似然函数

( ( ) | )p G θ θ 表达式见式（7），其中协方差矩阵 Cc反

映了约束的强弱程度。 
( | , ( )) ( | ) ( ( ) | ) ( )p G k'p p G p     d d  ， (6) 

c

T 1
c

c

1 1( ( ) | ) exp [ ( )] [ ( )]
2(2π)N

p G G C G
C

   
 

    。 

(7) 
岩土问题中的附加约束信息可分为等式和不等

式约束两大类，比如土体物理力学性质的理论公式

通常为等式，而土体参数经验关系可能为不等式。

当约束为不等式约束条件时，如 ( )f  0θ ，该约束

对应的似然函数为 

  2
22
cc

1 1( ( ) | ) exp [ ( ) ]
22π

max 0,p f f


 
  

 
   ， 

(8) 
式中， c 为该约束的标准差。将式（4），（7）及先验

分布代入式（6）可获得带约束的土体参数后验分布表

达式，然后与原始贝叶斯方法一样，使用 MCMC 抽

样来获得考虑约束作用下的土体参数的后验分布。在

下文中，为了简洁起见，把土体参数的原始贝叶斯方

法和后续的 MCMC 抽样简称为无约束 MCMC，把考

虑附加约束信息的贝叶斯方法和对应后验分布的

MCMC 抽样简称为考虑约束的 MCMC 方法。 

2  REnKF-MDA 方法 
2.1  基本原理 

本文提出的 REnKF-MDA 方法是在 EnKF-MDA
方法[21]的基础上发展而来的、可以考虑附加约束信息

的近似贝叶斯方法。假设先验信息、观测误差、约束

条件服从高斯分布，则参数的先验分布、观测数据的

似然函数和约束对应似然函数有如下表达式： 

1

2

P

1( ) exp( )
2

p        ，       (9) 

  1

2

R

1( | ) exp( ( ( )) )
2

p H F    d d  ， (10) 

1
c

21( ( ) | ) exp( ( ) )
2 C

p G G       。   (11) 

则未知土体参数的后验分布： 

11

2 2

P

1 1( | ) exp ( ( ))
2 2 R

p H F 

     


   d d  

1
c

21 ( )
2 C

G 





   。             (12) 

为了使上述后验分布概率最大，等同于求土体参

数 θ使如下目标函数 ( )J  最小： 

1 11
c

2 2 2

RP

1 1 1( ) ( ( )) ( )
2 2 2 C

J H F G         d 。 

(13) 
在迭代型的 EnKF 算法中，常将未知参数 θ 与系

统物理状态 xp 写在一起组成增广的系统状态 x，即
T[ , ]p x x ，包含 M 个样本的集合记为 1{ }M

j jx 。对某

一增广系统状态 ,i jx ，目标函数 ,( )i jJ x 记为 

11

2 2

, , , ,
1 1ˆ( ) ( )
2 2i

i j i j i j i j RP
J H     x x x d x  

1
c

2

,
1 ( )
2 i j C

G x   ，                (14) 

式中，符号 ̂表示未经更新的增广系统状态，下标 i
表示迭代步数，下标 j 表示样本号， ( )H  为增广系统

状态的观测函数。 
已知EnKF-MDA采用递归的形式考虑似然函数[21]，

且每一次融合数据时放大观测误差，避免在某一迭代

步中过度修正。基于此思想，原目标函数式（14）变

换为 

1 1

22

, , , , , ( )

1 1ˆ( ) ( )
2 2i i

i j i j i j i i j i jP R
J H


 

     x x x d x

 
1

c

2

, , ( )

1 ( )
2 i

i i j i j C
G


 


 x   ，          (15) 

式中， iter

1
1 ) 1( /N

i i
 ， iter

1
1 ) 1( /N

i i
 ， iterN 为迭

代总次数，在本文中 i 和 i 简单取为 iterN 。值得注

意的是，不同于式（2），此式中 d指不含观测误差

的观测量，即 ( ( ))H F d ， ,i i jd  为包含放大

误差的观测数据， ,i j 和 ,i j 是均值为 0、协方差分

别为 R 和 Cc的高斯向量。 
2.2  REnKF-MDA 的推导 

本节的目标在于求得令式（15） ,( )i jJ x 最小、后 

验分布概率最大的更新增广状态 ,i jx 。令 ,

,

( )
0i j

i j

J




x
x

，

得 
1 T 1

, , , , ,ˆ( ) ( ) ( ) ( ( ) )i i j i j i j i i j i i jP H R H'       x x x x d
T 1

, c , ,( ) ( ) ( ( ) ) 0i j i i j i i jG C' G    x x  。 (16) 
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假设 ,( )i jH x 和 ,( )i jH' x 可近似为 
, , , , ,ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )( )i j i j i j i j i j'H H H  x x x x x  ， (17a) 

, ,ˆ( ) ( )i j i jH H' 'x x   。              (17b) 

同理，假设 ,( )i jG x 和 ,( )i jG' x 可近似为 
, ,ˆ( ) ( )i j i jG Gx x   ，        (18a) 

, ,ˆ( ) ( )i j i jG G' 'x x   。       (18b) 

将式（17），（18）代入式（16），整理得 
1 T 1 1 T

, , , , ,

1 1 T
, , ,

ˆ ˆ ˆˆ( ( ) ( ) ( )) ( )

ˆ ˆ( ) ( ( )) ( ( )
i j i j i i j i i j i j

i i i j i j i i j

'P 'H x 'R H H

R H P H'



 

  

 

  

   





x x x x

d x x
 

1 1 T 1
, , c , ,ˆ ˆ ˆ( ) ( )) ( ) ( ) ( ( ))i i j i j i i i j i jR H G C' ' G      x x x 。 

(19) 
记观测函数 ( )H  的切线算子为 H，即 ,( )i jH x  

,i jHx ， ,( )i jH' Hx 。且为了表达式简洁，省略观测

函数和约束函数中的 ,ˆ i jx ，得到 
, ,

T 1 1 T 1
, ,

ˆ

ˆ( ( ) ) ( ) ( )
i j i j

i i i i i i j i jP I H R HP H R H    

 

   

x x

d x
 

T 1 1 T 1
c ,( ( ) ) ( ) ( )i i i i i jP I H R HP G' C G       。(20) 

式（20）中，等式右侧第二项为 EnKF-MDA 的

卡尔曼修正项，第三项为附加约束项。由于 ( +I  
T 1 T T 1 T( ) ) ( ( ) )i i i iH R HP H H I R HPH    ，对此式两

边分别左乘 T 1 1( + ( ) )i iI H R HP   ，右乘 1( ( )iI R    
T 1)iHPH  ，得到 

T 1 T 1 T 1 1 T( ( ) ) ( + ( ) )i i i iH I R HPH I H R HP H      。(21) 

将式（21）代入式（20）中的第二项，得 

T 1 T 1 1
, ,ˆ( ( ) ) ( ) (

20

= )i i i i i i j i jPH I R HPH R H      

式（ ）卡尔曼修正项

d x
 

T T 1
, ,ˆ( ) ( )i i i i i j i jPH R HPH H    d x  。 (22) 

接着化简式（20）第三项，基于 Woodbury 矩阵

恒等式得 
T 1 1 T T 1( + ( ) ) ( )i i i i iI H R HP I H R HPH HP      ，(23) 

将式（23）代入式（20）的第三项中，得 
T 1

c ,

T T 1 T 1
c ,

T T 1 T 1
c ,

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ( ) ) ( ) ( )

20

 

i i i i j

i i i i i i i j

i i i i i i i j

PG' C G

PH R HPH HPG' C G

I PH R HPH H PG' C G

  

   

   



 

 

  

 

   

式（ ）约束项

。

(24) 
记修改的卡尔曼增益矩阵为 

T T 1( )i i i iK ' PH R HPH     。    (25) 

则化简后 ,i jx 的表达式为 

, , , ,ˆ ˆ( )i j i j i i i j i jK ' H    x x d x    
T 1

c ,( ) ( ) ( )i i i i i jI K ' H PG' C G     。 (26) 

2.3  REnKF-MDA 的计算步骤 

REnKF-MDA 计算流程主要包含初始步、预测步 

和更新步 3 个步骤。 
（1）初始步。基于先验分布，采用随机抽样方法

生成 M 组土体参数 θ的初始样本。 
（2）预测步。基于初始样本（或上一轮更新步后

获得的更新样本）和计算模型，预测得到下一迭代步

i+1 时的系统状态 1,ˆ i jx ： 

1, ,ˆ ( )i j i jF x x   。          (27) 

M 个增广预测向量构成预测集合 1{ }M
j jx 。计算集

合样本均值和协方差： 

1 1,
1

1 ˆ
M

i i j
jM 


 x x   ，         (28) 

T T
1 1, 1, 1 1

1

1 ˆ ˆ( )
1

M

i i j i j i i
j

P
M    



 
  x x x x   。 (29) 

（3）更新步。基于式（25）计算修改的卡尔曼增

益矩阵，并将其代入式（26）计算得到更新状态。重

复步骤（2）和步骤（3）直至收敛或达到预设的最大

迭代次数。 
值得说明的是，此方法可以考虑的约束信息包括

等式约束（如算例一）、不等式约束及这两类约束的组

合（如算例二）。对于不等式约束，当参数在不等式范

围内，约束函数G 和梯度G' 为 0 或零向量，即更新式

（26）中的右侧第三项（即约束项）无效；当参数超

过不等式限制时，约束项生效。 

3  算例一 
本节以一简单多项式算例来说明本文所提出的

REnKF-MDA方法的有效性。计算模型 ( )F  见式（30），
系统状态 x由输入参数 θ 代入模型 ( )F  中计算得到 

1 1
3

2 1 2

( )
x

F
x


 

   
        

x    。     (30) 

观测量 d为 

  1
3

1 2

1 1H


 
 

    
d x   。       (31) 

给定参数的虚拟真实值 3[0, 9]θ ，则对应的虚

拟观测量 3
1 22 9d     ，假设观测误差为虚拟观测

值的 5%，假设 θ1和 θ2先验分布均为均值为 1、标准

差为 1 的高斯分布，既有约束信息为 3
1 2 9 0    ，

约束条件标准差为 1。反问题为已知观测数据，反演

未知参数 θ，通过比较反演结果和虚拟真实值的差异

来评价无约束 MCMC、考虑约束的 MCMC、REnKF
和 REnKF-MDA 的效果。其中，MCMC 抽样采用一种

多链自适应差分演化 Metropolis 算法（DREAM）[26]，

设定 10 条马尔科夫链，链长为 8000，共计样本数 8
×104 个，即调用似然函数中的计算模型 8×104 次；

设定 REnKF 和 REnKF-MDA 方法的集合大小为 300，
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迭代次数为 20，共计调用计算模型 6000 次。此算例

的目的一是对比有无附加信息对反演结果的影响，二

是证明本文提出的REnKF-MDA方法是否可以用较低

的计算代价实现和带约束的 MCMC 相近的结果。 
首先基于常用的不考虑约束信息的 MCMC 抽样

来获得未知参数 θ的后验分布。图 1 给出了本算例的

后验概率密度函数，可见参数 θ1 和 θ2 的均值分别为

1.40 和 1.80，与真实值 0 和 2.08 差异较大。然后将既

有约束信息考虑在内，分别采用考虑约束的 MCMC
抽样[25]、REnKF[24]和本文提出的 REnKF-MDA 方法反

演未知参数，得到的目标参数后验联合分布见图 2。
对于 θ1和 θ2的均值，有约束的计算结果明显向真实值

靠拢，但 θ1的推断均值与其真实值仍有一定差距。对

于参数方差，有约束时的后验方差显著小于先验分布

及无约束时的后验方差，即推断的不确定性减小，其

中 REnKF 方法表征的不确定性显著低于作为参考值

的 MCMC 方法，而 REnKF-MDA 方法估计得到的参

数后验联合概率密度函数和 MCMC 方法比较接近。 

 

 

图 1 无约束时基于 MCMC 抽样获得的目标参数后验分布 

Fig. 1 Posterior distribution of target parameters obtained by  

unconstraint MCMC sampling 

为了进一步研究约束信息强弱对反演结果的影

响，将约束条件的协方差从 1 减小到 0.1，即该信息的

可信度增强。图 3 给出了先验分布协方差 P0=[1, 0; 0, 
1]，约束协方差 Cc=0.1 条件下，采用 3 种算法的反演

结果。对比图 2 和图 3 的对应子图，可以看出约束信

息可信度的提高显著降低了参数后验方差。如图 3 所

示，3种算法得到 θ1和 θ2的均值和其真实值非常接近。

以图 3（a）中 MCMC 反演结果作为参照，可以看出

图 3（c）中 REnKF 方法的反演结果集中在均值附近

而低估了不确定性。对比图 3（a）和图 3（b），可以

看出 REnKF-MDA 不仅可以准确估计均值，还可以合

理表征参数的不确定性。为了进一步显示 REnKF- 
MDA 结果的准确性，图 4 给出了 MCMC 和 REnKF- 
MDA 的参数后验边际概率密度函数曲线，可以看出

REnKF-MDA 所得曲线的峰值相对略低，但总体来讲

近似效果令人满意。 

 

  

图 2 考虑约束时 3 种反演方法获得的目标参数后验分布 

（P0=[1, 0; 0, 1], Cc=1） 

Fig. 2 Posterior distribution of target parameters obtained by three  

inverse methods considering constraint with Cc=1 
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图 3 考虑约束时 3 种反演方法获得的目标参数后验分布（P0= 

[1, 0; 0, 1]，Cc=0.1） 

Fig. 3 Posterior distribution of target parameters obtained by three 

inverse methods considering constraints with Cc=0.1  

表 1总结了无约束和约束条件Cc=0.1条件下的后

验统计值和反演结果相对误差。其中，取后验均值为

推测值，即相对误差为后验均值和真实值的差异。由

于 θ1的真实值为 0，故采用式（32）计算其相对误差。

3 种考虑约束的方法推断的参数 θ1误差都小于 10%，

参数 θ2误差小于 1%，相比于无约束情况准确度显著

提高。从本例计算模型的表达式中可以看出，参数 θ2

对观测数据的影响大于 θ1，敏感性更高，故推测更准

确。对于标准差，考虑约束的 MCMC 和 REnKF-MDA
结果几乎一致，而 REnKF 显著低估。 

inferred true

true

err
1

 






  。          (32) 

图 4 MCMC 和 REnKF-MDA 的参数边际概率密度函数曲线 

（Cc=0.1） 

Fig. 4 Marginal PDF of target parameters obtained by MCMC and  

REnKF-MDA considering constraints with Cc=0.1 

4  算例二 
4.1  算例介绍 

准确预测地基沉降是岩土工程中的一项重要内

容。本算例的计算模型如图 5 所示，采用考虑前期固

结压力的分层总和法[27]计算地基沉降量。由于土体重

度变异性较小，选取初始孔隙比 e0、压缩指数 Cc和回

弹指数 Cs为未知土体参数。已有许多研究总结了土体

变形参数和物理指标间的相互关系[28-29]，本算例假定

土体为上海典型黏土层（②层土），超固结比为 2，根

据此 3 个参数常见取值范围[29-30]，假设目标参数 e0，

Cc和 Cs的先验分布分别是均值为 0.9，0.4 和 0.04，变

异系数为 30%的正态分布。既有约束信息采用何平等[29]

基于现有文献和上海 69 个场地数据分析整理的 Cc–

e0、Cc–Cs 经验关系，见式（33）。假定 e0，Cc 和 Cs

的虚拟真实值分别为 1.0，0.277 和 0.0644，从而便于

和反演结果作对比来评估反演方法效果。虚拟观测数

据为基于土体参数虚拟真实值计算得到的地基沉降量

加上均值为 0、标准差为沉降量的 1%的高斯白噪声。

分别采用 EnKF-MDA 和 REnKF-MDA 进行无约束和

考虑约束情况下的反演，其中样本数为 300，迭代次

数为 20。 
 1 0 c( ) 0.112 exp(1.071 ) 0.445 0f e C    ，(33a) 

2 c s( ) 3.3 0f C C      ，        (33b) 
   3 c s( ) 5.2 0f C C     。        (33c) 

4.2  有无约束条件下反演结果比较 

图 6显示了土体参数 e0，Cc和Cs的先验分布以及

由 EnKF-MDA 和 REnKF-MDA 得到的后验分布概率

密度函数曲线。对比先验和后验分布，可以看出无论

是否考虑约束，利用贝叶斯方法融合观测数据可以有 
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表 1 4 种反演方法获得的参数后验统计值和相对误差 

Table 1 Posterior statistics and relative errors obtained by four back analysis methods  

类型 θ1 θ2 
均值 标准差 相对误差/% 均值 标准差 相对误差/% 

真实值 0.000 — — 3 9 （2.080） — — 
无约束 MCMC 1.396 1.068 139.6 1.802 0.2410 13.4 

考虑约束 MCMC 0.096 0.268   9.6 2.063 0.0511  0.8 
REnKF-MDA -0.030 0.267   3.0 2.079 0.0512  0.1 

REnKF 0.099 0.053   9.9 2.066 0.0110  0.7 

表 2 无约束和考虑约束条件下的参数后验统计值 

Table 2 Posterior statistics under unconstrained and constrained conditions 

类型 
e0 Cc Cs 

地基沉降 
/mm 均值 标准差 相对误差

/% 均值 标准差 相对误差
/% 均值 标准差 相对误差

/% 
真实值 1.00 — — 0.277 — — 0.064 — — 25.5 

EnKF-MDA 1.01 0.22 1.0 0.350 0.056 26.4 0.039 0.012 39.1 25.6 
REnKF-MDA 1.01 0.19 1.0 0.290 0.052 4.7 0.060 0.006 6.3 25.4 

 

图 5 地基沉降计算示意图 

Fig. 5 Schematic diagram of foundation settlement 

 

 
图 6 无约束和考虑约束条件下参数后验分布的比较 

Fig. 6 Comparison of posterior distributions under unconstrained  

and constrained conditions 

效地降低土体参数的不确定性估计。然而考虑约束条

件下得到的参数后验分布明显比无约束时更接近参数

的真实值。这是因为 REnKF-MDA 方法不仅考虑了和

观测数据之间的差异，还考虑了是否满足附加约束信

息，并协调两者之间的平衡。表 2 总结了两种反演方

法的后验统计值和基于后验分布的均值计算得到的沉

降量。由参数真实值和有无约束条件下的后验均值计

算得到的沉降量基本一致，说明即使在无附加信息的

情况下，基于观测数据获得的后验分布也能准确地预

测观测量，这与已有文献的研究结果一致[3, 13]。然

而，考虑附加约束信息后，土体参数取值及相互关系

更符合工程实际，参数 Cc 和 Cs 的均值与其真实值之

间的相对误差显著减小，且土体参数的不确定性估计

进一步减小。 

5  结    论 
本文提出了一种考虑附加约束信息的 REnKF- 

MDA 方法，并对比了无约束的 MCMC、考虑约束的 
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MCMC 和 REnKF 方法，主要结论如下： 
（1）无论贝叶斯反演方法是否考虑附加信息， 得

到的参数后验分布都能准确地预测观测量，但考虑约

束的反演方法在未知参数空间上表现更好。对比原始

贝叶斯方法，考虑附加约束信息使得参数后验分布的

均值更接近真实值，后验方差更小。融入附加约束信

息有助于提高反演结果合理性和可信度。 
（2）以考虑约束的 MCMC 为参考，REnKF 可准

确估计均值但显著低估了参数后验分布的不确定性，

REnKF-MDA 可合理估计均值和表征不确定性。 
（3）REnKF-MDA 作为一种近似贝叶斯方法，在

比 MCMC 少调用似然函数一个数量级的次数的情况

下，可获得和 MCMC 相似的均值和方差。在使用计

算量较大的数值方法（如有限元等）作为计算模型时，

REnKF-MDA 反演方法具有一定优势。 
（4）约束信息的强弱由其协方差矩阵大小决定，

减小约束协方差可以增强约束信息的影响，使参数后

验样本更严格地服从约束条件。 
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